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1 Tests statistischer Hypothesen

In der Vorlesung Stochastik I haben wir schon Beispiele von statistischen Tests ken-
nengelernt, wie etwa den Kolmogorow-Smirnow-Test (vergleiche Bemerkung 3.3.38; 3),
Skript Stochastik I). Jetzt sollen statistische Signifikanztests formal eingefiihrt und ihre
Eigenschaften untersucht werden.

1.1 Allgemeine Philosophie des Testens

Es sei eine Zufallsstichprobe (Xi,...,X,) von unabhingigen, identisch verteilten Zu-
fallsvariablen X; gegeben, mit Verteilungsfunktion F' € A, wobei A eine Klasse von Ver-
teilungsfunktionen ist. Es sei (z1,...,z,) eine konkrete Stichprobe, die als Realisierung
von (X1,...,X,) interpretiert wird. In der Theorie des statistischen Testens werden Hy-
pothesen iiber die Beschaffenheit der (unbekannten) Verteilungsfunktion F' gestellt und
gepriift. Dabei unterscheidet man

’ Statistische Tests |

\

’parametrische Tests ’nichtparametrische Tests

falls A = {F},0 € O},
wobei © C R™ ist.

Bei parametrischen Tests priift man, ob der Parameter 6 bestimmte Werte annimmt
(zum Beispiel § = 0). Bekannte Beispiele von nichtparametrischen Tests sind Anpas-
sungstests, bei denen man priift, ob die Verteilungsfunktion F' gleich einer vorgegebenen
Funktion Fj ist.

Formalisieren wir zunéchst den Begriff Hypothese. Die Menge A von zuléssigen Vertei-
lungsfunktionen F' wird in zwei disjunkte Teilmengen Ay und A; zerlegt, Ag U A; = A.
Die Aussage

sonst.

,Man testet die Haupthypothese Hy : F' € Ag gegen die Alternative Hy : F € Ay *

bedeutet, dak man an Hand der konkreten Stichprobe (z1,...,x,) versucht, eine Ent-
scheidung zu fillen, ob die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X; zu Ag oder zu Ay
gehort. Dies passiert auf Grund einer statistischen Entscheidungsregel

v :R" —[0,1],
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die eine Statistik mit folgender Interpretation ist:
Der Stichprobenraum R"™ wird in drei disjunkte Bereiche Ky, K1 und K unterteilt,
sodals R™ = Ky U Kg U K7, wobei

Ky =¢'({0}) ={zeR":p(x)=0},
K1 =¢'({1}) ={zeR":p(x)=1},
Ko =9 5(0,1) ={zeR":0< o) <1}.

Dementsprechend wird Hy : F' € Ag
e verworfen, falls p(z) =1, also = € K7,
e nicht verworfen, falls ¢(x) = 0, also = € Kjy;

o falls p(z) € (0,1), also = € Ko, wird ¢(z) als Bernoulli-Wahrscheinlichkeit in-
terpretiert, und es wird eine Zufallsvariable Y ~ Bernoulli(p(z)) generiert, fiir die
gilt:

v 1 = Hy wird verworfen
| 0 == Hj wird nicht verworfen

Falls Ko # 0, wird eine solche Entscheidungsregel randomisiert genannt. Bei Koy = (),
also R™ = KU K7 spricht man dagegen von nicht-randomisierten Tests. Dabei heifst Kg
bzw. K Annahmebereich bzw. Ablehnungsbereich (kritischer Bereich) von Hy. Ko heift
Randomasierungsbereich.

Bemerkung 1.1.1. 1. Man sagt absichtlich ,Hy wird nicht verworfen“, statt ,,Hy
wird akzeptiert”, weil die schliekende Statistik generell keine positiven, sondern nur
negative Entscheidungen treffen kann. Dies ist generell ein philosophisches Pro-
blem der Falsifizierbarkeit von Hypothesen oder wissenschaftlichen Theorien, von
denen aber keiner behaupten kann, daf sie der Wahrheit entsprechen (vergleiche
die wissenschaftliche Erkenninistheorie von Karl Popper (1902-1994)).

2. Die randomisierten Tests sind hauptséchlich von theoretischem Interesse (vergleiche
Abschnitt 2.3). In der Praxis werden meistens nichtrandomisierte Regeln verwendet,
bei denen man aus der Stichprobe (z1,...,z,) allein die Entscheidung iiber Hy
treffen kann. Hier gilt p(x) = Ig,,z = (z1,...,2,) € R™.

In diesem und in folgendem Abschnitt betrachten wir ausschlieflich nichtrandomisierte
Tests, um in Abschnitt 2.3 zu der allgemeinen Situation zuriickzukehren.

Definition 1.1.1. Man sagt, dafk die nicht-randomisierte Testregel ¢ : R” — {0,1}
einen (nichtrandomisierten) statistischen Test zum Signifikanzniveaw « angibt, falls fiir
F e A gilt

Pr (p(X1,...,Xn) =1) = P(Hy verwerfen | Hy richtig ) < a.
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Definition 1.1.2. 1. Wenn man Hy verwirft, obwohl Hj richtig ist, begeht man den
sogenannten Fehler 1. Art. Die Wahrscheinlichkeit

an(F) =Pp(p(x1,...,2n) =1), F €Ay
heillt die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art und soll unter dem Niveau « bleiben.

2. Den Fehler 2. Art begeht man, wenn man die falsche Hypothese Hg nicht verwirft.
Dabei ist

Bn(F>:PF(QD($1,,J}n):O), FEAl
die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art.

Eine Zusammenfassung aller Moglichkeiten wird in folgender Tabelle festgehalten:

Hy richtig Hy falsch
Hy verwerfen Fehler 1. Art, Wahrschein- | richtige Entscheidung
lichkeit o, (F) <
Hy nicht verwer- | richtige Entscheidung Fehler 2. Art mit Wahr-
fen scheinlichkeit 3, (F)

Dabei sollen «,, und B, moglichst klein sein, was gegenldufige Tendenzen darstellt,
weil beim Kleinwerden von « die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art notwendigerweise
wachst.

Definition 1.1.3. 1. Die Funktion
heilst Giitefunktion eines Tests .

2. Die Einschrankung von G, auf A; heikt Stdrke, Scharfe oder Macht (englisch
power) des Tests .

Es gilt

{ Gn(F)=an(F) <a, Fel
Gn(F) =1—=8n(F), F € Ay

Beispiel 1.1.1. Parametrische Tests. Wie sieht ein parametrischer Test aus? Der
Parameterraum © wird als Oy U O dargestellt, wobei ©g N 01 = 0. Es gilt Ag = {F} :
0 €Oy}, Ay ={Fp:0 € 0O1}. Ppr wird zu Py, an, G, und S, werden statt auf A auf ©
definiert.

Welche Hypothesen Hy und H; kommen oft bei parametrischen Tests vor? Zur Ein-
fachheit betrachten wir den Spezialfall © = R.

1. H():G:@()VS.Hl:G#HO
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2. Hy: 0>6yvs. H :0 <6,
3. Hy: 0 <6yvs. H :0 >0

4. Hy: 0 € [a,b] vs. Hy : 0 ¢ [a,b]

Im Fall (1) heift der parametrische Test zweiseitig, in den Fallen (2) und (3) einseitig
(rechts- bzw. linksseitig). In Fall (4) spricht man von der Intervallhypothese H.
Bei einem zweiseitigen bzw. einseitigen Test kann die Giitefunktion wie in Abbildung

(a) bzw. (b) aussehen,

Abbildung 1.1: Giitefunktion

af——===

(a) eines zweiseitigen Tests

(b) eines einseitigen Tests

Bei einem allgemeinen (nicht notwendigerweise parametrischen) Modell kann man die
ideale Giitefunktion wie in Abbildung schematisch darstellen.

Abbildung 1.2: Schematische Darstellung der idealen Giitefunktion

-—— - - _|—
| (;71,(1'")
]
Ao 1A
é
|, i,

e Man sieht aus Definition [I.1.2] dem Fehler 1. und 2. Art und der Ablehnungsregel,
daft die Hypothesen Hy und Hj nicht symmetrisch behandelt werden, denn nur die
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Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art wird kontrolliert. Dies ist der Grund dafiir,
daft Statistiker die eigentlich interessierende Hypothese nicht als Hp, sondern als
H,; formulieren, damit, wenn man sich fiir H; entscheidet, man mit Sicherheit sagen
kann, dafs die Wahrscheinlichkeit der Fehlentscheidung unter dem Niveau « liegt.

e Wie wird ein statistischer, nicht randomisierter Test praktisch konstruiert? Die
Konstruktion der Ablehnungsregel ¢ dhnelt sich sehr der von Konfidenzintervallen:

1. Finde eine Teststatistik 7' : R™ — R, die unter Hy eine (moglicherweise asym-
ptotisch fiir n — oo) bestimmte Priifverteilung hat.

2. Definiere By = [taysti—ay), WObel to, und t1_,, Quantile der Priifverteilung
von T sind, a1 + a2 = o € [0, 1].

3. Falls T'(X1,...,X,) € R\ By = By, setze p(X1,...,X,) = 1. Hy wird ver-
worfen. Ansonsten setze ¢(X1,...,X,) =0.

e Falls die Verteilung von T nur asymptotisch bestimmt werden kann, so heifit ¢
asymptotischer Test.

e Sehr oft aber ist auch die asymptotische Verteilung von T nicht bekannt. Dann
verwendet man sogenannte Monte-Carlo Tests, in denen dann Quantile t, nihe-
rungsweise aus sehr vielen Monte-Carlo-Simulationen von T (unter Hy) bestimmt
werden: Falls ¢/, i = 1,...,m die Werte von T in m unabhiingigen Simulationsvor-
géingen sind, das heifit #* = T'(z¢, ..., 2%), m; sind unabhéngige Realisierungen von

Xj~FelNy,j=1,...,n,i=1,...,m dann bildet man ihre Ordnungsstatistiken
tM 1) und setzt t,, ~ tle™) o €0, 1], wobei t0) = —cc.

Bemerkung 1.1.2. Man sieht deutlich, daft aus einem beliebigen Konfidenzintervall
Iy = [If(Xl,...,Xn),Ig(Xl,...,Xn)

zum Niveau 1 — « fiir einen Parameter § € R ein Test fiir 6 konstruierbar ist. Die
Hypothese Hy : 8 = 6y vs. Hy : 6 # 0y wird mit folgender Entscheidungsregel getestet:

(X1, Xn) =1, falls o & [IfO(Xl,...,Xn), 10(X1,..., X0 .

Das Signifikanzniveau des Tests ist a.

Beispiel 1.1.2. Normalverteilung, Test des Erwartungswertes bei bekannter Varianz. Es
seien

X1,..., X ~ N(p,0?)

mit bekannter Varianz 2. Ein Konfidenzintervall fiir j ist

~ Al—a/2' 0 = Zl—a/2 0
1= (X Xo), B (X X)) = | X = 202, X 2202
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Z1—a/2°0

(vergleiche Stochastik 1, 4.2.1) Hy wird verworfen, falls |ug — X,| > —n - In der
Testsprache bedeutet es, dass

(1, xn) =1((21,...2,) € K1),

wobei

Ky =< (1, .. xn)ERn:\uo—fn|>M
) ) ﬁ

der Ablehnungsbereich ist. Fiir die Teststatistik 7'(X1, ..., X,,) gilt:

X, —
T(Xl,...,Xn):"f“O\FNN(o,l) | unter Ho,

an(p) = a.
Berechnen wir nun die Giitefunktion (vergleiche Abbildung .

Rl—a/2

Gn(p) =Py ( lpo — Xn| > — 1P, ([ X0 — o] < 22
n M n \/’E M n -~ \/ﬁ

< _ _
zl_m<‘¢ﬁ e N NG

< zl—a/?)

_ X _ _
:1—19;1(—21—04/2—'u #O\/ES\/E “ p§21_a/2_,u #O\/ﬁ>

g g g

=1—- q) <Zla/2 — H ;MO\/E> + q) (_Zla/Z — H ;MO\/E>
=0 <_Zl—a/2 + a _O_MO \/ﬁ) + o <_Z1—a/2 — a _0—/1’0 \/ﬁ) .

Abbildung 1.3: Giitefunktion fiir den zweiseitigen Test des Erwartungswertes einer Nor-
malverteilung bei bekannter Varianz

Die ,Ja-Nein “- Entscheidung des Testens wird oft als zu grob empfunden. Deswegen
versucht man, ein feineres Mafl der Vertrédglichkeit der Daten mit den Hypothesen Hj
und H; zu bestimmen. Dies ist der sogenannte p-Wert, der von den meisten Statistik-
Softwarepaketen ausgegeben wird.
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Definition 1.1.4. Essei (z1,...,x,) die konkrete Stichprobe von Daten, die als Realisie-
rung von (Xi,...,X,) interpretiert wird und 7'(X7y, ..., X, ) die Teststatistik, mit deren
Hilfe die Entscheidungsregel ¢ konstruiert wurde. Der p- Wert des statistischen Tests ¢
ist das kleinste Signifikanzniveau, zu dem der Wert ¢t = T'(x1, ..., x,) zur Verwerfung der
Hypothese Hy fiihrt.

Im Beispiel eines einseitigen Tests mit dem Ablehnungsbereich By = (¢, 00) sagt man
grob, dafs

p=,P(T(Xy,...,X,) >t| Ho) “,

wobei die Anfiihrungszeichen bedeuten, dafs dies keine klassische, sondern eine bedingte
Wahrscheinlichkeit ist, die spéter prazise angegeben wird.

Bei der Verwendung des p-Wertes verdndert sich die Ablehnungsregel: die Hypothese
Hy wird zum Signifikanzniveau « abgelehnt, falls o > p. Frither hat man die Signifikanz
der Testentscheidung (Ablehnung von Hp) an Hand folgender Tabelle festgesetzt:

p-Wert Interpretation
p < 0,001 sehr stark signifikant
0,001 <p<0,01 stark signifikant
0,01 <p<0,05 schwach signifikant
0,06 <p nicht signifikant

Da aber heute der p-Wert an sich verwendet werden kann, kann der Anwender der
Tests bei vorgegebenem p-Wert selbst entscheiden, zu welchem Niveau er seine Tests
durchfiithren will.

Bemerkung 1.1.3. 1. Das Signifikanzniveau darf nicht in Abhéngigkeit von p fest-
gelegt werden. Dies wiirde die allgemeine Testphilosophie zerstéren!

2. Der p-Wert ist keine Wahrscheinlichkeit, sondern eine Zufallsvariable, denn er hingt
von (X7i,...,Xy,)ab. Der Ausdruck p =P (T(X1,...,X,) > t| Hp), der in Definiti-
on fiir den p-Wert eines einseitigen Tests mit Teststatistik 7' gegeben wurde,
soll demnach als Uberschreitungswahrscheinlichkeit interpretiert werden, daR bei
Wiederholung des Zufallsexperiments unter Hy der Wert ¢t = T'(x1,...,z,) oder
extremere Werte in Richtung der Hypothese H; betrachtet werden:

p:IP’(T(X{,...,X;l) ZT(ml,...,xn)\Hg),

wobei (X71,...,X]) 4 (X1,...,Xy). Falls wir von einer konkreten Realisierung
(x1,...,2y) zur Zufallsstichprobe (X1, ..., X)) iibergehen, erhalten wir

p=p(X1,....X,) =P (T(X1,..., X,,) > T(X1,...,Xn) | Ho)

3. Fiir andere Hypothesen Hy wird der p-Wert auch eine andere Form haben. Zum
Beispiel fiir
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a) einen symmetrischen zweiseitigen Test ist
By = [_tl—a/2> tl—a/Q]
der Akzeptanzbereich fiir Hy.

=p=P(T(X],....X,)| >t| Hy), t =T(Xq,... Xy)
b) einen linksseitigen Test mit By = [t4, 00] gilt
p=P(T(X],..., X)) <t|Hpy), t =T(X1,...,Xp)
c¢) Das Verhalten des p-Wertes kann folgendermafen untersucht werden:
Lemma 1.1.1. Falls die Verteilungsfunktion F' von X; stetig und streng mo-
noton steigend ist (die Verteilung von 7' ist absolut stetig mit zum Beispiel

stetiger Dichte), dann ist p ~ UJ0, 1].

Beweis. Wir zeigen es am speziellen Beispiel des rechtsseitigen Tests.

P(p < al|Hy) =P (Fr(T(X1,...,X,)) < a| Ho)
=P (Fr(T(X1,...,Xn)) 21— a| H)
=PU>1-a)=1-(1-a)=a, acl0,1],
da Fp(T(X1,...,X,)) 2 U ~ U[0,1] und Pr absolut stetig ist. O

Ubung 1.1.1. Zeigen Sie, daf fiir eine beliebige Zufallsvariable X mit absolut
stetiger Verteilung und streng monoton steigender Verteilungsfunktion F'x
gilt:

Fx(X) ~U[0,1]
Falls die Verteilung von T diskret ist, mit dem Wertebereich {t1,...,t,}, t; <

t; fiir i < j, so ist auch die Verteilung von p diskret, somit gilt nicht p ~ U[0, 1].
In diesem Fall ist Fp(z) eine Treppenfunktion, die die Gerade y = u in den

k

Punkten v = Y P(T(X1,...,Xn) = t;), k = 1...n beriihrt (vgl. Abbildung
i=1

).

Definition 1.1.5. 1. Falls die Macht G,,(-) eines Tests ¢ zum Niveau a die Unglei-
chung

Gn(F)ZO[, FeA

erfiillt, dann heiftt der Test unverfdlschi.
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Abbildung 1.4: Verteilung von p fiir diskrete T’

2. Es seien ¢ und ¢* zwei Tests zum Niveau o mit Giitefunktionen Gy (-) und G (+).
Man sagt, dak der Test ¢ besser als ¢* ist, falls er eine grofere Macht besitzt:

Gn(F) =2 GL(F) VF el

3. Der Test ¢ heifst konsistent, falls G,,(F) — 1 fiir alle F' € A;.

n—oo

Bemerkung 1.1.4. 1. Die einseitigen Tests haben oft eine grofere Macht als ihre
zweiseitigen Versionen.

Beispiel 1.1.3. Betrachten wir zum Beispiel den Gauf-Test des Erwartungswertes
der Normalverteilung bei bekannter Varianz. Beim zweiseitigen Test

Hy:p=po vs. Hy @ p# po.
erhalten wir die Giitefunktion
Gn(p) = @ (—zl_a/g + \/ﬁ“;“o> + (—zl_a/Q - \/75“_0“0> .
Beim einseitigen Test ¢* der Hypothesen
Hy:p < povs. H : > o

ist seine Giitefunktion gleich
Gi(p) = ® (— T ﬁ“‘g’“’)

Beide Tests sind offensichtlich konsistent, denn G, () — 1, G} (n) — 1. Dabei
n—o0 n—o0
ist p* besser als ¢. Beide Tests sind unverfilscht (vergleiche Abbildung |1.5]).
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Abbildung 1.5: Giitefunktionen eines ein- bzw. zweiseitigen Tests der Erwartungswertes
einer Normalverteilung

0 Ho H

2. Beim Testen einer Intervallhypothese Hy : 6 € [a,b] vs. Hy : 0 ¢ [a,b] zum Niveau
« kann man wie folgt vorgehen: Teste

a) H§ :0>avs. Hf:0 < azum Niveau o/2.
b) HY:0 <bvs. HY: 0 > b zum Niveau /2.

Hy wird nicht abgelehnt, falls H§ und Hg nicht abgelehnt werden. Die Wahrschein-
lichkeit des Fehlers 1. Art ist hier a. Die Macht dieses Tests ist im Allgemeinen
schlecht.

3. Je mehr Parameter fiir der Aufbau der Teststatistik T geschitzt werden miissen,
desto kleiner wird in der Regel die Macht.

1.2 Nichtrandomisierte Tests

1.2.1 Parametrische Signifikanztests

In diesem Abschnitt geben wir Beispiele einiger Tests, die meistens aus den entsprechen-
den Konfidenzintervallen fiir die Parameter von Verteilungen entstehen. Deshalb werden
wir sie nur kurz behandeln.

1. Tests fiir die Parameter der Normalverteilung N (j,c?)
a) Test von i bei unbekannter Varianz

e Hypothesen: Hy : p = po vs. Hy @ p # po.
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o Teststatistik:

X _
T(Xl,...,Xn):nTlmNtn—l | Hy
n

e Entscheidungsregel:
(p(Xl, e ,Xn) =1, falls |T(X1, ceey Xn)’ > tn—l,l—a/Z-

b) Test von o2 bei bekanntem p
e Hypothesen: Hy : 02 = o vs. Hy : 02 # of.
o Teststatistik:

T(Xl,...,Xn): anxi ’H()

mit 52 = % i(XZ — ).
e Entscheidungsregel:
o(X1,..., X)) =1, falls T(Xy,...,X,) ¢ [Xi,a/27xi,lfa/2:| )
o Giitefunktion:

2 2 ”3721 2
GH(U ) =1-P, Xn,a/2 < T2 < Xn,1—a/2

o0

2 2 = 2 2
Xn,a/200 nsr,zl Xn,lfa/Zo-O
< 5 <

o2 o o2

2 i i
:1_FX% Xn,l—a/?? +FX% Xn,oz/20.72

c¢) Test von o2 bei unbekanntem
e Hypothesen: Hy : 02 = 08 vs. Hy : 0% # 08.
o Teststatistik:

n—1)52
T(le"-aXn) = (O_Q)n NX721—1 |H05
0

n J—
wobei §2 = -3 (X, - X,,)%.
i=1
e Entscheidungsregel:

P(X1,..0, Xp) =1, falls T(X1, ., Xn) € (X0 1.0/2 X 11-aj2] -



14 1 Tests statistischer Hypothesen

Ubung 1.2.1. (i) Finden Sie G,,(-) fiir die einseitige Version der obigen
Tests.

(ii) Zeigen Sie, daf diese einseitigen Tests unverfilscht sind, die zweisei-
tigen aber nicht.
2. Asymptotische Tests

Bei asymptotischen Tests ist die Verteilung der Teststatistik nur néherungsweise
(fiir grofse n) bekannt. Ebenso asymptotisch wird das Konfidenzniveau « erreicht.
Ihre Konstruktion basiert meistens auf Verwendung der Grenzwertséitze.

Die allgemeine Vorgehensweise wird im sogenannten Wald-Test (genannt nach dem
Statistiker Abraham Wald (1902-1980)) fixiert:

e Sei (Xq,...,X,) eine Zufallsstichprobe, X; seien unabhéngig und identisch
verteilt fir¢=1,...,n, mit X; ~ Fy, 0 € © CR.

o Wir testen Hy : 8 = 6y vs. Hy : 0 # 0y. Es sei 0, = é(Xl,...,Xn) ein
erwartungstreuer, asymptotisch normalverteilter Schitzer fiir 6.

0, — 0
0 4y~ N(0,1) |Ho,

On n—00

wobei 62 ein konsistenter Schitzer fiir die Varianz von 6, sei.

Die Teststatistik ist

0n(X1,...,Xn) — 0o

~

On

T(X1,...,X,) =

e Die Entscheidungsregel lautet: Hy wird abgelehnt, wenn |T'(X1,...,X,)| >
Z1_q/2; WObel 21_q/0 = ®~1(1 — a/2). Diese Entscheidungsregel soll nur bei
grofsen n verwendet werden. Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art ist
asymptotisch gleich o, denn P(|T(X1,..., Xy)| > 21_q/2 | Ho) — «a wegen

n—oo
der asymptotischen Normalverteilung von T.

Die Giitefunktion des Tests ist asymptotisch gleich

Oy — 6 Oy — 0
lim Gn(G):1—<1>(zl_a/2+ OU >+(I>(_Zl—a/2+ OJ >7

n—o0

2
n

P o 2
— o“.
n—oo

wobei &

Spezialfille des Wald-Tests sind asymptotische Tests der Erwartungswerte bei
einer Poisson- oder Bernoulliverteilten Stichprobe.
Beispiel 1.2.1. a) Bernoulliverteilung

Es seien X; ~ Bernoulli(p), p € [0, 1] unabhéngige, identisch verteilte Zufalls-
variablen.
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e Hypothesen: Hy: p=pg vs. Hy : p 75 Do-
o Teststatistik:

_ Xn=P0o _ f5]] X, #0,1
T(Xl,...,Xn)—{ Ve s Xa 0L

0, sonst.

Unter Hy gilt: T(X1, ..., X,) —= Y ~ N(0,1).

n—oo

b) Poissonverteilung

Es seien X; ~ Poisson(A), A > 0 unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvaria-
blen.

e Hypothesen: Hyp: A= Xy vs. H1 : A # Xg
o Teststatistik:

XoXo  falls X,, > 0
T(Xl,...,Xn):{\/ﬁ\/Xn’ o ’

0, sonst.

Unter Hy gilt: T(X1,...,X,) 5 Y ~ N(0,1)

n—oo

3. Zwei-Stichproben-Probleme

Gegeben seien zwei Zufallsstichproben
Y1 = (XH, e ,X1n1>, }/2 = (Xgl, Ce. 7X2n2)7 n = max{nl, TLQ}.

X;; seien unabhéngig fiir j =1,...,n;, X;; ~ Fy,, 1 =1,2.
a) Test der Gleichheit zweier Erwartungswerte bei normalverteilten
Stichproben
e bei bekannten Varianzen

Es seien X;; ~ N(ui,0?),i = 1,2,j = 1,...,n. Dabei seien 07,03 be-
kannt, X;; seien unabhéngig voneinander fiir alle 4, j.

Die Hypothesen sind Hg : u1 = po vs. Hy : p1 # ps. Wir betrachten die
Teststatistik:

T(Y1,Ys) =
n | ong

Unter Hy gilt: T'(Y1,Y2) ~ N(0,1). Als Entscheidungsregel gilt: Hy wird
abgelehnt, falls |T'(Y1, Y2)| > 21_q/2-



16
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e bei unbekannten (jedoch gleichen) Varianzen

Es seien X;; ~ N(p;,02),i=1,2, j=1,...,n. Dabei seien 07,03 unbe-
kannt, o = 02 und X;; seien unabhiingig voneinander fiir alle 1, 5.

Die Hypothesen sind: Hy : 1 = pe vs. Hy : p1 # pe. Wir betrachten die

Teststatistik
T(V1,Ys) = Xlné Xon, [ ning 7
ning ny + ng
wobei
9 1 - - 2 & —  \2
Sriny = PeT— jz::l(Xu—Xml) +]z::1(X2j—X2n2)

Man kann zeigen, daf unter Hy gilt: T'(Y1,Y2) ~ tn,+n,—2. Die Entschei-
dungsregel lautet: Ho ablehnen, falls |T'(Y1,Y2)| >t 4ny—21-a/2-

Test der Gleichheit von Erwartungswerten bei verbundenen Stich-
proben

Es seien Y1 = (X117~-7X1n) und Y2 = (Xgl,...,XQn), ny=ng=n,
Zj = X1j — Xoj ~ N(u1 — pig,0%), j=1,....n

unabhéngig und identisch verteilt mit p; = E X;;, i« = 1,2. Die Hypothe-
sen sind: Hy : puy = po vs. Hy : 11 # po bei unbekannter Varianz o2. Als
Teststatistik verwenden wir

wobel

Unter Hy gilt dann: T'(Z1,...,Z,) ~ t,—1. Die Entscheidungsregel lautet: H
wird abgelehnt, falls [T'(z1,. .., 2n)| > t_11-a/2-

Test der Gleichheit von Varianzen bei unabhingigen Gaufsschen
Stichproben

Es seien Y1 = (Xi1,...,X1n,) und Yy = (Xo1,...,X2p,) unabhingig und
identisch verteilt mit X;; ~ N (p;, 01-2), wobei p; und 02-2 beide unbekannt sind.
Die Hypothesen sind: Hy : 07 = 03 vs. Hy : 0} # o3. Als Teststatistik
verwenden wir

2

Sn
T(Y1,Ys) = 525 2

Inq
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wobel

n

1
ni—l,

j=1
Unter Hy gilt: T'(Y1,Y2) ~ Fpy—1n,—1. Die Entscheidungsregel lautet: Hy wird
abgelehnt, falls T'(Y1,Y2) ¢ [FnQ_lm_La/Q, Fn2_17n1_171_a/2].
d) Asymptotische Zwei-Stichproben-Tests
e bei Bernoulli-verteilten Stichproben
Es gilt X;; ~ Bernoulli(p;), j = 1,...,n4, i = 1,2. Die Hypothesen sind
Hy : p1 = po vs. Hy : p1 # po. Als Teststatistik verwenden wir
(X1, — Xon,)(1 = 1(X 1, = 0, X2, = 0))

\/ylnl (1_Y1n1) _|_ Y27‘12 (1_Y2n2)
ni n2

TN, Y;) =

Unter Hy gilt: T'(Y1, Ya) 4 v~ N(0,1). Die Entscheidungsregel

ni,ne—0oo
lautet: Ho wird verworfen, falls |T'(Y1,Y2)| > z1_o/2. Dies ist ein Test
zum asymptotischen Signifikanzniveau a.
e bei Poisson-verteilten Stichproben

Es seien X;; unabhingig, X;; ~ Poisson()\;), i = 1,2. Die Hypothesen
sind: Hyg : Ay = Ay vs. Hy : A\ # Ag. Als Teststatistik verwenden wir:

Xin — X
T(Y1,Ys) = ;1 ;7:2
TR

Die Entscheidungsregel lautet: Ho ablehnen, falls [T'(Y1,Y2)| > 2142
Dies ist ein Test zum asymptotischen Niveau a.

Bemerkung 1.2.1. Asymptotische Tests diirfen nur fiir grofse Stichprobenum-
fange verwendet werden. Bei ihrer Verwendung fiir kleine Stichproben kann das
asymptotische Signifikanzniveau nicht garantiert werden.

1.3 Randomisierte Tests

In diesem Abschnitt werden wir klassische Ergebnisse von Neyman-Pearson iiber die
besten Tests préasentieren. Dabei werden randomisierte Tests eine wichtige Rolle spielen.

1.3.1 Grundlagen

Gegeben sei eine Zufallsstichprobe (X1, ..., X,,) von unabhéngigen und identisch verteil-
ten Zufallsvariablen X; mit konkreter Ausprigung (x1,...,x,). Sei unser Stichproben-
raum (B, B) entweder (R", Bgn) oder (N{, Byr), je nachdem, ob die Stichprobenvariablen
X;,i=1,...,n absolut stetig oder diskret verteilt sind.
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Hier wird zur Einfachheit im Falle einer diskret verteilten Zufallsvariable X; ihr dis-
kreter Wertebereich mit No = NU{0} gleichgesetzt. Der Wertebereich sei mit einem Mafs
1 versehen, wobei

_ | Lebesgue-Mal auf R, falls B = R",
= Ziahlmak auf Ng,  falls B = NZ.

Dementsprechend gilt

g(z)dx,  im absolut stetigen Fall,
[ st@ntas) - Jpg(@)dz, — im al
> wen, 9(z), im diskreten Fall.

Es sei zusitzlich X; ~ Fp, 0 € © C R™, i = 1,...,n (parametrisches Modell). Fiir
O = Oy U Oy, BN O = ) formulieren wir die Hypothesen Hy : 6 € ©¢ vs. Hy : 6 € Oy,
die mit Hilfe eines randomisierten Tests

1, r € Ky,
(10('1‘): 76(071)3 ZUEK[]l :L‘:('Tla-"axn)y
0, x € Ky

getestet werden.
Im Falle x € Ko; wird mit Hilfe einer Zufallsvariable Y ~ Bernoulli(¢(x)) entschieden,
ob Hy verworfen wird (Y = 1) oder nicht (Y = 0).

Definition 1.3.1. 1. Die Giitefunktion eines randomisierten Tests ¢ sei

Gn(0) = Gnlp,0) =Eg p(X1,...,Xn), 0 € O.

2. Der Test ¢ hat das Signifikanzniveau o € [0,1], falls G, (p,0) < a, VO € Oy ist.
Die Zahl

sup Gy (g, 0)
(UASISH)

wird Umfang des Tests ¢ genannt. Offensichtlich ist der Umfang eines Niveau-a-
Tests kleiner gleich a.

3. Sei ¥(a) die Menge aller Tests zum Niveau a.. Der Test ¢ € U(«) ist (gleichmdafig)
besser als Test po € ¥(a), falls Gy (¢1,0) > Gr(p2,0), 0 € ©1, also falls ¢ eine
grofere Macht besitzt.

4. Ein Test ¢* € ¥(a) ist (gleichmdfig) bester Test in W(a), falls

Gn(9*,0) > Gn(p,0), fir alle Tests p € ¥(a), 6 € O5.
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Bemerkung 1.3.1. 1. Definition 1) ist eine offensichtliche Verallgemeinerung
der Definition der Giitefunktion eines nicht-randomisierten Tests . Namlich,
fir p(z) =1(z € K;) gilt:

Gn(p,0) =Egp(X1,...,Xp)
= ]P)g ((Xl, - ,Xn) S Kl)
= Py (Hy ablehnen), 6 € O.

2. Ein bester Test ¢* in ¥(«) existiert nicht immer, sondern nur unter gewissen Vor-
aussetzungen an Py, ©¢, ©1 und ¥(a).

1.3.2 Neyman-Pearson-Tests bei einfachen Hypothesen

In diesem Abschnitt betrachten wir einfache Hypothesen
HQ 1 0= 90 VS. H1 1 0= 91 (1.3.1)

wobei 0,601 € O, 64 75 0.

Dementsprechend sind ©g = {6y}, ©1 = {61 }. Wir setzen voraus, dak Fj, eine Dichte
gi(z) beziiglich p besitzt, i = 0, 1. Fiithren wir einige abkiirzende Bezeichnungen Py = Py,
Pl = ]P)gl, Eo = E907 El = E91 ein. Sei fz(x) = H?:l gi(:zzj), r = (]71, ces ,a;n), 1= 0, 1 die
Dichte der Stichprobe unter Hy bzw. Hi.

Definition 1.3.2. Ein Neyman-Pearson-Test (NP-Test) der einfachen Hypothesen in
(1.3.1) ist gegeben durch die Regel

17 falls fl(z) > KfO(x)7
p(x) =pr(x) =4 7, falls fi(z) = Kfo(x), (1.3.2)
0, falls fi(z) < K fo(z)
fiir Konstanten K > 0 und v € [0, 1].

Bemerkung 1.3.2. 1. Manchmal werden K = K(x) und v = 7(z) als Funktionen
von x und nicht als Konstanten betrachtet.

2. Der Ablehnungsbereich des Neyman-Pearson-Tests @ ist
Ky ={x € B: fi(x) > Kfo(z)}.

3. Der Umfang des Neyman-Pearson-Tests ¢ ist

Eg QOK(X1, R ,Xn) = ]P)o(fl(Xl, .. .,Xn) > Kfo(X1, .. Xn))
+”)/]P)0(f1(X1, .. .,Xn) = Kfo(Xl, e ,Xn))
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4. Die Definition kann man &dquivalent folgendermafen geben: Wir definieren
eine Teststatistik

T(z) = { j%gg, x € B: fo(x) >0,
o0, x€B: fo(x)=0.
Dann wird der neue Test
1, falls T'(z) > K,
or(z)=<¢ v, falls T(z) =K,
0, fallsT(x) < K

eingefiihrt, der fiir Py- und P;- fast alle x € B dquivalent zu ¢y, ist. In der Tat gilt
vr(x) = ¢ (z)Vo € B\ C, wobei C = {z € B : fy(x) = fi(z) = 0} das Py- bzw.
P1-Mafs Null besitzt.

In der neuen Formulierung ist der Umfang von ¢ bzw. @i gleich
E()@K :P(](T(Xl,,Xn) > K) +’7]P)0(T(X1,,Xn) = K)
Satz 1.3.1. Optimalititssatz

Es sei pi ein Neyman-Pearson-Test fiir ein K > 0 und v € [0,1]. Dann ist ¢x der
beste Test zum Niveau o = Eg ¢ seines Umfangs.

Beweis. Sei ¢ € ¥(a), also Ey (p(X1,...,X,)) < a. Un zu zeigen, dafs px besser als
¢ ist, gentigt es bei einfachen Hypothesen Hy und H; zu zeigen, dab E; ox (X1, ..., Xy)
> Eq o(X1,...,X,). Wir filhren dazu die folgenden Mengen ein:

Mt ={x e B:ypg(z)> o)}
M~ ={z € B:yg(x) <y}
M~ ={z € B:yg(z) =¢(x)}
Es gilt offensichtlich z € M = g (z) > 0= fi(z) > K fo(z),
reEM = pg(r)<1l= fi(z) < Kfy(zx)und B=MTUM UM~.

Als Folgerung erhalten wir

Ei (or(X1,...,Xp) —o(X1,..., X)) = /B(@K(m) — (@) f1 () p(de)
N (/M++/ _ +/M_) (o (x) — @(x)) f1(z)p(dx)
= / (e (x) — p(x))K fo(x)u(dr)

M+
+ [ o) — @)K fwtaa)

- /B (o () — () K folx)u(d)

:K[EogDK(Xl,...,Xn) —EogO(Xh...,Xn)]
> K(a—a) =0,
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weil beide Tests das Niveau a haben. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 1.3.3. 1. Da im Beweis v nicht vorkommt, wird derselbe Beweis im
Falle von 7(z) # const gelten.

2. Aus dem Beweis folgt die Giiltigkeit der Ungleichung

/B (o () — o)) (f1(2) — K fo(x)) uldz) > 0

im Falle des konstanten K, bzw.

By (pr (X150 Xn) = o(Xas .00, X)) E/B(w(w) = p(x)) K(z) fo(z)n(dz)

im allgemeinen Fall.
Satz 1.3.2. (Fundamentallemma von Neyman-Pearson)

1. Zu einem beliebigen o € (0,1) gibt es einen Neyman-Pearson-Test ¢ mit Umfang
«, der dann nach Satz der beste Niveau-a-Test ist.

2. Ist ¢ ebenfalls bester Test zum Niveau «, so gilt p(z) = px(z) fiir p-fast alle
re€ KgUK; ={ze€B: fi(r) # K fo(r)} und ¢k aus Teil 1).

Beweis. 1. Fir pg(z) gilt

1, fallsz e Ki ={z: fi(x) > K- fo(2)},
vr(x)=4q v, fallsz e Koy ={x: fi(z) =K - fo(z)},
0, fallsze Ko={z: fi(z) < K- fo(z)}.

Der Umfang von ¢k ist
Py (T(Xl, . ,Xn) > K) + Py (T(Xl, e ,Xn) = K) =, (133)
wobei

Ji(z1,...,Zn)
T(l‘lv ey xn) = { fo(z1,..zn)’ falls fﬂ(xla R xn) = 07

00, sonst.

Nun suchen wir ein K > 0 und ein v € [0, 1], sodaf Gleichung stimmt. Es sei
Fy(z) = Po(T(X1,...,X,) < z), z € R die Verteilungsfunktion von 7. Da T > 0
ist, gilt Fy(z) = 0, falls < 0. AuRerdem ist Py(T(X1,...,X,) < co) = 1, das
heift F~'(a) € [0,00), a € (0,1). Die Gleichung kann dann folgendermafen

umgeschrieben werden:
1— Fy(K) + (FO(K) - F0<K_)) = a, (1.3.4)
bei Fy(K—) = lim Fy(z).
wobei Fy(K—) lim o(z)
Sei K = Fy; '(1 — «), dann gilt:
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a) Falls K ein Stetigkeitspunkt von Fj ist, ist Gleichung (1.3.4) erfiillt fiir alle
v € 10, 1], zum Beispiel v = 0.

b) Falls K kein Stetigkeitspunkt von Fy ist, dann ist Fo(K) — Fy(K—) > 0,
woraus folgt
a—1+ Fb(K)
V== =
Fo(K) — Fo(K—)

= es gibt einen Neyman-Pearson-Test zum Niveau a.

2. Wir definieren M7 = {x € B : ¢(x) # ¢x(x)}. Es muss gezeigt werden, daf
" ((KO UKy N M¢) = 0.

Dazu betrachten wir

ElgD(Xl,...,Xn)—El(pK(Xl,...,Xn) =0
Eop(X1,..., Xn) —Egpr(X1,...,X5n) <0 (¢ und pg sind a-Tests

mit Umfang von ¢x = «)

(¢ und ¢k sind beste Tests)

:»/ (60— ox) - (Fr— K - fo) plda) > 0.
B

In Bemerkung wurde bewiesen, daf
/ (¢ —r)(fi — K- fo)du <0
B
= / (o —r)(fr — K- fo)du = 0= /(@ — k) (fr = K fo)dp.
B

M# N (KoUKj)

Es gilt u(M7 N (Ko U K1) = 0, falls der Integrand (¢x — ¢)(f1 — K fo) > 0 auf
M# ist. Wir zeigen, daf

(o — ©)(fi — K fo) > 0 fiir x € M7 (1.3.5)
ist. Es gilt
fi=Kfo>0=9x—¢>0,
fi = Kfo<0= 9k —¢ <0,
weil

fi(x) > K fo(z) = ¢r(x) =1

und mit p(z) < 1= g (z) — (x) > 0 auf M7,
fi(@) < Kfo(z) = ¢r(x) =0

und mit o(z) > 0 = @k (z) — p(x) < 0 auf M7,
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Daraus folgt die Giiltigkeit der Ungleichung (1.3.5)) und somit
0 ((Ko UK N M?é) = 0.

O]

Bemerkung 1.3.4. Falls ¢ und pg beste a-Tests sind, dann sind sie Py- bzw. Pj- fast
sicher gleich.

Beispiel 1.3.1 (Neyman-Pearson-Test fiir den Parameter der Poissonverteilung). Es sei
(X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe mit X; ~ Poisson(\), A > 0, wobei X; unabhéngig
und identisch verteilt sind fiir ¢ = 1,...,n. Wir testen die Hypothesen Hp : A = Ag vs.
Hy : X = )\i. Dabei ist

x

A .
gi(z) = e_’\lj', x €Ng,i=0,1,

n n x] R )\Z;}:l T
()= f; 5 = —e N, 1
fl(x> f%('rla , L gg .’E] r:[ (371'37n')
fiir ¢ = 0, 1. Die Neyman-Pearson-Teststatistik ist
N@) _ p=n(A=20) . (A1/y,)2i=1%
T(xla...,$n):{ Jo(z) =€ e ( 1/)‘0) i=t% o Aalls x, ..., zy, € Ny,
0, sonst.

Die Neyman-Pearson-Entscheidungsregel lautet

1, falls T(z1,...,2,) > K,
Cr(T1, ..., Tpy) = v, falls T(zq,...,z,) = K,
0, fallsT(z1,...,2,) < K.

Wir wéhlen K > 0, v € [0, 1], sodaf ¢x den Umfang o hat. Dazu l6sen wir
o = Bo(T(X1,.... Xa) > K) + 1Po(T(X,..., X)) = )
beziiglich v und K auf.
PQ(T(Xl, - ,Xn) > K) = ]Po(logT(Xl, - ,Xn) > logK)
A n
=Py | —n(M\ — o) +ZX log</\)>logK =Py [ > X;>A4
Jj=1 i=1

wobel A =

log K +n- (A1 — Xo)
Iogi—é ’

falls zum Beispiel Ay > A\g. Im Falle \; < A\g dndert sich das > auf < in der Wahrschein-
lichkeit.
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Wegen der Faltungsstabilitdt der Poissonverteilung ist unter Hy

n
Z X; ~ Poisson(n)),
j=1

also wihlen wir K als minimale, nichtnegative Zahl, fiir die gilt: Pgy (2?21 X > A) < a,
und setzen
a—Po(3 5, X; > A)
Y= )
Po(325=1 Xj = A4)

wobel

(Aon)A'

n
Py ZX]- =A| =eon 7
i=1 '

Somit haben wir die Parameter K und  gefunden und damit einen Neyman-Pearson-Test
px konstruiert.

1.3.3 Einseitige Neyman-Pearson-Tests

Bisher betrachteten wir Neyman-Pearson-Tests fiir einfache Hypothesen der Form H; :
0 =06;,1=0,1. In diesem Abschnitt wollen wir einseitige Neyman-Pearson-Tests einfiih-
ren, fiir Hypothesen der Form Hg: 60 < 6y vs. Hy : 6 > 6.

Zunéchst konstruieren wir einen Test fur diese Hypothesen: Sei (Xi,...,X,) eine Zu-
fallsstichprobe, X; seien unabhingig und identisch verteilt mit

Xi~FyeAN={Fy:0c 0},
wobei © C R offen ist und A eindeutig parametrisiert, das heifit
9759’:>F975F9/.

Ferner besitze Fy eine Dichte gy beziiglich des Lebesgue-Mabes (bzw. Zahlmakes) auf R
(bzw. Np). Dann ist

folw) =TT go(xj), == (1, .. @)
j=1

eine Dichte von (X1,..., X)) bezliglich x auf B.
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Definition 1.3.3. Eine Verteilung auf B mit Dichte fp gehort zur Klasse von Vertei-
lungen mit monotonen Dichtekoeffizienten in T, falls es fiir alle 6 < 6’ eine Funktion
h:R x ©? — RU oo, die monoton wachsend in ¢ € R ist und eine Statistik 7 : B — R
gibt, mit der Eigenschaft

for(2)
fo()

= h(T(%), 0, 0/)7

wobei

h(T(x),0,0) = oo fiir alle z € B: fo(x) =0, for(x) > 0.
Der Fall fg(x) = for(x) = 0 tritt mit Po- bzw. Po/-Wahrscheinlichkeit 0 auf.
Definition 1.3.4. Es sei Qg eine Verteilung auf (B, B) mit der Dichte fp bzgl. u. Qq

gehort zur einparametrischen Exzponentialklasse (0 € © C R offen), falls die Dichte
folgende Form hat:

fo(x) = exp{c(0) - T(x)+a(0)} -l(x), == (x1,...,2,) € B,
wobei ¢(f) eine monoton steigende Funktion ist, und Varg T'(X1,...,X,) >0, 0 € ©.

Lemma 1.3.1. Verteilungen aus der einparametrischen Exponentialfamilie besitzen einen
monotonen Dichtekoeffizienten.

Beweis. Es sei (Qy aus der einparametrischen Exponentialfamilie mit der Dichte
fo(x) = exp{c(0) - T(x) 4+ a(0)} - l(x).
Fiir 0 < ¢’ ist dann

for(z)
fo()

= exp {(0(0/) —c(9))-T(z) +a(d) — a(@)}

monoton beziiglich T, weil ¢(6') — ¢(0) > 0 wegen der Monotonie von ¢(#). Also besitzt
fo einen monotonen Dichtekoeflizienten. ]

Beispiel 1.3.2. 1. Normalverteilte Stichprobenvariablen

Es seien X; ~ N(u,08), i = 1,...,n, unabhingige, identisch verteile Zufallsvaria-
blen, mit unbekanntem Parameter z und bekannter Varianz o (Hier wird p fiir die
Bezeichnung des Erwartungswertes von X; und nicht des Maftes auf R™ verwendet.
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(wie frither)). Die Dichte des Zufallsvektors X = (X1,...,X,,)" ist gleich

cw) () a(p)

Also gehort N(u,08) zur einparametrischen Exponentialklasse mit c(u) = £ und

T(z) = é x;.

2. Binomialverteilte Stichprobenvariablen

Es seien X; ~ Bin(k,p) unabhéngig und identisch verteilt, ¢ = 1,...,n. Der Pa-
rameter p sei unbekannt. Die Zihldichte des Zufallsvektors X = (Xq,...,X,)"

ist
fp( T) = PP(X =z,i=1,...,n)

Aot P )

~en{(3on) tos (+25) oo = LT (1)

i\,_z \W_’ a(p) Z\:_lv_/
T(z) c(p) I(z)

also gehort Bin(n,p) zur einparametrischen Exponentialklasse mit

und
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Lemma 1.3.2. Falls px der Neyman-Pearson-Test der Hypothesen Hy : 6 = 6y vs.
Hj : 0 = 0, ist, dann gilt:

p({z € B: fi(z) # K fo(x)}) >0

KoUK,

Beweis. Wegen 6y # 61 und der eindeutigen Parametrisierung gilt fo # f1 auf einer
Menge mit p-Maf > 0.
Nun sei pu(KoU K1) = 0. Daraus folgt, dak fi(x) = K - fo(x) p-fast sicher. Das heifst

1_/f1 Jdr = K - /fo

woraus folgt, dak K =1 und fi(x) = fo(x) p-fast sicher, was aber ein Widerspruch zur
eindeutigen Parametrisierung ist. O

Im Folgenden sei (X7, ..., X)) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten
Zufallsvariablen mit X; ~ Dichte gy, i =1,...,n und

(X1,...,Xn) ~ Dichte fy(x Hgg

aus der Klasse der Verteilungen mit monotonen Dichtekoeffizienten und einer Statistik
T(Xq,...,X,).

Wir betrachten die Hypothesen Hy : 6 < 0y vs. Hy : 6 > 0p und den Neyman-Pearson-
Test:

1, fallsT'(z) > K*,
Oi«(x) = ¢ v falls T(z) = K*, (1.3.6)
0, fallsT(x)< K*
fir K* € R und +* € [0, 1]. Die Giitefunktion von ¢}.. bei 6y ist
GulB) = Eo @ige = Po (T(X1,.., Xn) > K*) +7" - Bo (T(Xa,..., Xp) = K*)

Satz 1.3.3. 1. Falls o = Eg ¢}~ > 0, dann ist der soeben definierte Neyman-Pear-
son-Test ein bester Test der einseitigen Hypothesen Hy vs. Hy zum Niveau a.

2. Zu jedem Konfidenzniveau o € (0, 1) gibt es ein K* € R und v* € [0, 1], sodak ¢
ein bester Test zum Umfang « ist.

3. Die Giitefunktion G, (0) von ¢¥.(6) ist monoton wachsend in 6. Falls 0 < G, (0) <
1, dann ist sie sogar streng monoton wachsend.

Beweis. 1. Wiahle 6; > 6p und betrachte die einfachen Hypothesen Hj : 6 = 6y und
H{ 10 = 91. Sei

1, fl(:c) > Kfo(x),
() =149 v, fi(z)=Kfo(x),
0, fi(x) < K fo(z)



28

1 Tests statistischer Hypothesen

der Neyman-Pearson-Test fiir H), H] mit K > 0. Da fy den monotonen Dichteko-
effizienten mit Statistik 71" besitzt,

fi(z)
fo(z)

= h(T(:c), 00, 01),

existiert ein K > 0, so dass

{o:n@me 256 e frw 2} mik = he .00,

@K ist ein bester Neyman-Pearson-Test zum Niveau a = Egpx = Eg p).. Aus
a > 0 folgt K < 0o, denn aus K = oo wiirde folgen

AXL, ..., X)) :OO>
fo(X1, ..., Xpn)
g ]PO (fl(Xl,... ,Xn) > O,fo(Xl,.. . ,Xn) = O)

- /B I(fi(2) > 0, fo(z) = 0) - fo(a)u(dz) = 0.

O<Q:E0@KSP0<T(X1,...,X7L)ZK*)§P0<

Fiir den Test ¢}, aus (1.3.6) gilt dann

1, falls fi(2)/fole) > K,
p*(x) =3 7(2), falls fi(z)/folx) = K,
0, falls fi(z)/fol) < K,

wobei v*(x) € {7*,0, 1}. Daraus folgt, daf ¢J.. ein bester Neyman-Pearson-Test ist
fiir H{, vs. H{ (vergleiche Bemerkung|[1.3.2] 1.) und Bemerkung [1.3.3)) fiir beliebige
61 > 6p. Deshalb ist ¢} ein bester Neyman-Pearson-Test fiir H{ : § = 6y vs.
H{/ : 0 > 0 ist.

Die selbe Behauptung erhalten wir aus dem Teil 3. des Satzes fiir Hg : 0 < 6 vs.
Hy : 0 > 6y, weil dann G,,(0) < G, (0y) = « fiir alle § < 6.

. Siehe Beweis zu Satz[1.3.2] 1.).

. Wir miissen zeigen, daf G, (6) monoton ist. Dazu wihlen wir 61 < 02 und zeigen,

daf oy = G (01) < Gp(02). Wir betrachten die neuen, einfachen Hypothesen H{ :
0 =6y vs. H{ : 0 = 6. Der Test ¢}.. kann genauso wie in 1. als Neyman-Pearson-
Test dargestellt werden (fiir die Hypothesen H/ und HY'), der ein bester Test zum

Niveau «; ist. Betrachten wir einen weiteren konstanten Test ¢(z) = a;. Dann ist
a1 = Ey, ¢ < Eg, e = Gp(2). Daraus folgt, dak G,,(61) < G, (62).

Nun zeigen wir, dak fiir G,,(0) € (0,1) gilt: G,,(01) < Gy (62). Wir nehmen an, daf
a; = Gp(b1) = Gp(02) und 6; < b fiir a € (0, 1). Es folgt, dak ¢(z) = a1 auch ein
bester Test fiir Hj und H{ ist. Aus Satz 2.) folgt

p({z € B p(x) # ¢k-(2)}) = 0 auf Ko U Ky = {fi(z) # K fo(z)},
—~—

=1
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was ein Widerspruch zur Bauart des Tests pg~ ist, der auf Ky U K; nicht gleich
ay € (0,1) sein kann.
O

Bemerkung 1.3.5. 1. Der Satz ist genauso auf Neyman-Pearson-Tests der ein-
seitigen Hypothesen

Hy:0>00vs. H : 0 <6
anwendbar, mit dem entsprechenden Unterschied
00— —0
T— -T
Somit existiert der beste a-Test auch in diesem Fall.

2. Man kann zeigen, dak die Giitefunktion Gy, (¢, ) des besten Neyman-Pearson-
Tests auf Oy = (—o0, fy) folgende Minimalitdtseigenschaft besitzt:

Gn(@;{*ve) S Gn(@ve) VSO € \Ij(a)a 9 S 90

Beispiel 1.3.3. Wir betrachten eine normalverteilte Stichprobe (X1, ..., X,,) von unab-
hiingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen X;, wobei X; ~ N(u,03) und o3 sei
bekannt. Es werden die Hypothesen

Ho:p < po vs. Hy:p > po,

getestet. Aus Beispiel kennen wir die Testgrofe

X, —
T(X1,...,Xn) = ynon—Ho

a0

wobei unter Hy gilt: T(X1,...,Xy) ~ N(0,1). Hy wird verworfen, falls
T(X1,...,X,) > 21-a, wobei a€ (0,1).

Wir zeigen jetzt, dals dieser Test der beste Neyman-Pearson-Test zum Niveau a ist. Aus
Beispiel ist bekannt, daf die Dichte f,, von (X7, ..., X,) aus der einparametrischen
Exponentialklasse ist, mit

T(X1,...,X,) :anxi.
i=1

Dann gehért f, von (z1,...,xy) zur einparametrischen Exponentialklasse auch beziiglich
der Statistik

X, — 1
0o

T(X1,...,Xn) = vn
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Es gilt ndmlich

n 2
fula) =exp (L > wi—t5 ) i)
N P

:exp(’u\/ﬁ-\/ﬁxn AN
o) o) 200

M~ Y~

c(p) T a(p)

Die Statistik 7" kann also in der Konstruktion des Neyman-Pearson-Tests (Gleichung
(1.3.6))) verwendet werden:

—_

,  falls T(x) > z1—q,
vr+«(x)=4¢ 0, falls T(z) = 21_q,
0, fallsT(z) < 21-q

(mit K* = 21— und v* = 0). Nach Satz ist dieser Test der beste Neyman-Pearson-
Test zum Niveau « fiir unsere Hypothesen:

Gn(‘PK’HMO) = ]P)O (T(Xl, .. ,Xn) > Zl—a) +0- PO (T(Xl, ... ,Xn) < Zl—a)
=1-P(z1q)=1-(1—a)=qa.

1.3.4 Unverfilschte zweiseitige Tests

Es sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen mit der Dichte

fo(z) =[] 9o ().
i=1

Es wird ein zweiseitiger Test der Hypothesen
Hy:0=0qgvs. H :0# 6

betrachtet. Fiir alle o € (0, 1) kann es jedoch keinen besten Test ¢ zum Niveau « fiir Hy
vs. Hi geben. Denn, nehmen wir an, ¢ wire der beste Test zum Niveau « fiir Hg vs. Hy,
dann wire ¢ der beste Test fiir die Hypothesen

1. Hy:0 =20y vs. H; : 0 > 0
2. Hyj :0 =06y vs. H : 0 < .
Dann ist nach Satz[1.3.3] 3. die Giitefunktion

1. Gplp,0) < aauf 6 < 6y, bzw.
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2. Gn(p,0) > a auf 0 < b,

was ein Widerspruch ist!
Darum werden wir die Klasse aller moglichen Tests auf unverfilschte Tests (Definition
1.1.5) eingrenzen. Der Test ¢ ist unverfdlscht genau dann, wenn

Gn(p,0) < afiir 6 € O
Gn(p,0) > a fiir 6 € ©,

Beispiel 1.3.4. 1. p(z) = « ist unverfilscht.

2. Der zweiseitige Gauf-Test ist unverfilscht, vergleiche Beispiel Gn(p,p) > «
fiir alle p € R.

Im Folgenden seien X; unabhéngig und identisch verteilt. Die Dichte fp von (X7,..., X},)
gehdre zur einparametrischen Exponentialklasse:

folw) = exp {e(6) - T(x) + a(B)} - U(x), (1.3.7)
wobei ¢(6) und a(0) stetig differenzierbar auf © sein sollen, mit
d(0)>0 und VargT(Xi,...,X,) >0
fiir alle § € O. Sei fg(x) stetig in (x,0) auf B x ©.
Ubungsaufgabe 1.3.1. Zeigen Sie, dak folgende Relation gilt:
ad(0) = (OEyT(Xy,...,X,).
Lemma 1.3.3. Es sei ¢ ein unverfilschter Test zum Niveau « fiir
Hy:0=0qgvs. Hy:0F#0.

Dann gilt:

1. a=Egp(Xy,...,Xn) = Gule, )

2. Eo [T(X1,...,Xn)e(X1,....Xpn)]=a - EgT(Xy,...,X,)

Beweis. 1. Die Giitefunktion von ¢ ist

Gl. ) = /B (@) fo(x) ()

Da fy aus der einparametrischen Exponentialklasse ist, ist Gy, (¢, 0) differenzierbar
(unter dem Integral) beziiglich §. Wegen der Unverfilschtheit von ¢ gilt

Gn(@HgO) < a Gn(% 9) > a, 0 7& ‘90

und daraus folgt G, (¢, 0p) = a und 6 ist ein Minimumpunkt von G,,. Somit ist 1)
bewiesen.
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2. Da 6y der Minimumpunkt von G, ist, gilt

0= Gy(p.t0) = /B () (d(00)T (x) + d(00)) fo(x)p(dx)
= Cl(eo) -Eg [(,D(Xl, - Xn)T(Xl, ce Xn)} + CL,(Q) . Gn(go, 90)
= Cl(go) -Eg [(p(Xl, e ,Xn)T(Xl, e ,Xn)] + aa’(@o)
(Ol 1) (g (- T) — 0l T)

Daraus folgt Eg (¢T') = aEy T und damit ist das Lemma bewiesen.
O

Wir definieren jetzt die modifizierten Neyman-Pearson-Tests fiir einfache Hypothesen
H029:90VS.H{29:91, (917590.
Fir \, K € R, v: B — [0,1] definieren wir

1, falls fi(x) > (K + \T'(x)) fo(z),
i) =1 (x), falls fi(z) = (K + AT(z))fo(z), (1.3.8)
0, falls fi(z) < (K + \T(2)) folx),

wobei T'(z) die Statistik aus der Darstellung ist.

Es sei ¥(«) die Klasse aller Tests, die Aussagen 1) und 2) des Lemmas erfiillen.
Aus Lemma [I.3.3] folgt dann, daf die Menge der unverfilschten Tests zum Niveau « eine
Teilmenge von U(q) ist.

Satz 1.3.4. Der modifizierte Neyman-Pearson-Test ¢ ) ist der beste a-Test in T(a)
fiir Hypothesen Hp vs. H{ zum Niveau a = Eg ¢k z, falls px \ € ¥(w).

Beweis. Es ist zu zeigen, dak Eq i ) > Eq ¢ fiir alle ¢ € T(a), bzw. Ey (prA—p) > 0.
Es gilt
E1 (pica — 9) = [ (prealo) — elo) oln(da)

(Bem. ' =) /B (0ra (@) — o(2)) (K + AT () folz)p(dz)

= K<EOSOK,)\_EO<P) +)\<E0 (pra-T)—Eq (@'T)>
—_— =
e =« CKIEOT :OC'EOT

=0,
weil o, pr ) € (a). O

Wir definieren folgende Entscheidungsregel, die spiter zum Testen der zweiseitigen
Hypothesen

H0:9:90VS.H1:97§90
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verwendet wird:

1, falls T(x) ¢ (c1,c2),
) m, fallsT(z)=¢a
pel(w) = v, falls T'(x) = ca, (:59)
0, falls T(x) € (¢1,c2),

fir c; < 2 € R, 71,72 € [0,1] und die Statistik 7'(z), x = (z1,...,2,) € B, die in der
Dichte vorkommt. Zeigen wir, daf ¢, sich als modifizierter Neyman-Pearson-Test
schreiben ldsst.
Fiir die Dichte

fo(x) = exp{c(0)T(x) + a(0)} - l(x)
wird (wie immer) vorausgesetzt, da [(z) > 0, ¢/(x) > 0 und o' (x) existiert fiir 6 € ©.

Lemma 1.3.4. Es sei (X1,...,X,,) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch ver-
teilten Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fy(x),x € B, die zur einparametrischen
Exponentialfamilie gehort. Sei T'(z) die dazugehorige Statistik, die im Exponenten der
Dichte fy vorkommt. Fiir beliebige reelle Zahlen ¢; < ¢, 71,72 € [0,1] und Parameter-
werte 6p,01 € © : 6y # 01 1abt sich der Test . aus als modifizierter Neyman-
Pearson-Test ¢ » aus mit gegebenen K, \ € R, v(z) € [0, 1] schreiben.

Beweis. Falls wir die Bezeichnung

f@l(x):fl(x)v 1=0,1

verwenden, dann gilt

und somit
{z eB: fi(z) > (K+AT'(2)) fole)} ={x € B:exp(cT'(z)+a) > K+ \'(x)}.

Finden wir solche K und A aus R, fiir die die Gerade K + At, t € R die konvexe Kurve
exp{ct + a} genau an den Stellen ¢; und c2 schneidet (falls ¢; # ¢2) bzw. an der Stelle
t = ¢1 beriihrt (falls ¢; = ¢2). Dies ist immer moglich, siehe Abbildung

Ferner setzen wir y(x) = ; fiir {x € B : T'(x) = ¢;}. Insgesamt gilt dann

{z:exp(cT(x)+a) > K+ \'(x)} ={x:T(z) ¢ [c1,c2]}
und
{z:exp(cT(z)+a) < K+ XT'(z)} ={z:T(z) € (c1,c2)}.

Damit ist das Lemma bewiesen. O
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Abbildung 1.1:

y = ectta

=K+ M

Bemerkung 1.3.6. 1. Die Umkehrung des Lemmas stimmt nicht, denn bei vorge-
gebenen Kurven y = K + At und y = exp{ct + a} muss es die Schnittpunkte ¢y
und ¢ nicht unbedingt geben. So kann die Gerade vollstindig unter der Kurve
y = exp{ct + a} liegen.

2. Der Test ¢, macht von den Werten 0y und 61 nicht explizit Gebrauch. Dies unter-
scheidet ihn vom Test g , fiir den die Dichten fo und f; gebraucht werden.

Jetzt sind wir bereit, den Hauptsatz iiber zweiseitige Tests zum Priifen der Hypothesen
H0:9:(90VS. H1:07é00
zu formulieren und zu beweisen.

Satz 1.3.5. (Hauptsatz iiber zweiseitige Tests)

Unter den Voraussetzungen des Lemmas sei @, ein Test aus , flir den . €
U (a) gilt. Dann ist ¢, bester unverfilschter Test zum Niveau o (und dadurch bester Test
in ¥(«)) der Hypothesen

H029:90VS.H1297£00.

Beweis. Wihlen wir ein beliebiges 6; € O, 61 # 6. Nach Lemma ist ¢, ein modi-
fizierter Neyman-Pearson-Test ¢ ) fiir eine spezielle Wahl von K und A € R. ¢ y ist
aber nach Satz bester Test in W(a) fiir Hy : 8 = 6 vs. H| : § = 1. Da ¢, nicht von
61 abhiingt, ist es bester Test in W(a) fiir H : 6 # 6. Da unverfilschte Niveau-a-Tests
in ¥(a) liegen, miissen wir nur zeigen, daR ¢, unverfilscht ist. Da ¢, der beste Test ist,
ist er nicht schlechter als der konstante unverfilschte Test ¢ = «, das heist

Gn(‘Pw 9) > Gn(% 0) = qQ, 0 7é 00~

Somit ist auch ¢, unverfilscht. Der Beweis ist beendet. O
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Bemerkung 1.3.7. Wir haben gezeigt, daff ¢, der beste Test seines Umfangs ist. Es
ware jedoch noch zu zeigen, dak fiir beliebiges « € (0, 1) Konstanten ¢y, co, 71, 72 gefunden
werden, fiir die Eg ¢, = a gilt. Da der Beweis schwierig ist, wird er hier ausgelassen. Im
folgenden Beispiel jedoch wird es klar, wie die Parameter c¢1, co, 1,72 zu wihlen sind.

Beispiel 1.3.5 (Zweiseitiger Gauf-Test). Im Beispiel haben wir folgenden Test
des Erwartungswertes einer normalverteilten Stichprobe (X1, ..., X,,) mit unabhéngigen
und identisch verteilten X; und X; ~ N(u,03) bei bekannten Varianzen o2 betrachtet.
Getestet werden die Hypothesen

Hy:po= po vs. Hy @y # po.
Der Test p(x) lautet
p(z) =1(z €R™ :[T(2)| > 21-as2) ,

wobel

T(x) = \/ﬁw.

a0

Zeigen wir, daf ¢ der beste Test zum Niveau o in ¥ (o) (und somit bester unverfilschter
Test) ist. Nach Satz[I.3.5 miissen wir lediglich priifen, daf ¢ als ¢, mit dargestellt
werden kann, weil die n-dimensionale Normalverteilung mit Dichte f,, (siehe Beispiel
1.3.3) zu der einparametrischen Exponentialfamilie mit Statistik

T(a) =t

]

gehort. Setzen wir ¢1 = 21_4/9, €2 = —21_q/2, 711 = 72 = 0. Damit ist

B 1, falls [T(z)| > 21-a/2,
p(z) = pe(z) = { 0, falls [T(z)| < 21-q/2-

und die Behauptung ist bewiesen, weil aus der in Beispiel ermittelten Giitefunktion
Gn(p,0) von ¢ ersichtlich ist, dak ¢ ein unverfilschter Test zum Niveau « ist (und somit

¢ € U(a)).

Bemerkung 1.3.8. Bisher haben wir immer vorausgesetzt, dafs nur ein Parameter der
Verteilung der Stichprobe (X7i,...,X,) unbekannt ist, um die Theorie des Abschnittes
1.3 iiber die besten (Neyman-Pearson-) Tests im Fall der einparametrischen Exponen-
tialfamilie aufstellen zu konnen. Um jedoch den Fall weiterer unbekannten Parameter
betrachten zu kénnen (wie im Beispiel der zweiseitigen Tests des Erwartungswertes der
normalverteilten Stichprobe bei unbekannter Varianz (der sog. t-Test, vergleiche Ab-
schnitt 1.2.1, 1 (a)), bedarf es einer tiefergehenderen Theorie, die aus Zeitgriinden in
dieser Vorlesung nicht behandelt wird. Der interessierte Leser findet das Material dann
im Buch [14].
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1.4 Anpassungstests

Sei eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen (X7, ..., X})
gegeben mit X; ~ F (Verteilungsfunktion) fiir ¢ = 1,...,n. Bei den Anpassungstests
wird die Hypothese

H():F:F()VS.HliF#FO

iiberpriift, wobei Fy eine vorgegebene Verteilungsfunktion ist.

Einen Test aus dieser Klasse haben wir bereits in der Vorlesung Stochastik I kennenge-
lernt: den Kolmogorow-Smirnov-Test (vergleiche Bemerkung 3.3.8. 3), Vorlesungsskript
Stochastik I).

Jetzt werden weitere nichtparametrische Anpassungstests eingefiihrt. Der erste ist der
x2-Anpassungs-test von K. Pearson.

1.4.1 y2-Anpassungstest
Der Test von Kolmogorov-Smirnov basierte auf dem Abstand

Dy, = sup | Fy(z) — Fo() |
zeR

zwischen der empirischen Verteilungsfunktion der Stichprobe (X7, ..., X,;) und der Ver-
teilungsfunktion Fy. In der Praxis jedoch erscheint dieser Test zu feinfiihlig, denn er ist
zu sensibel gegeniiber Unregelméifigkeiten in den Stichproben und verwirft Hy zu oft.
Einen Ausweg aus dieser Situation stellt die Vergréberung der Haupthypothese Hy dar,
auf welcher der folgende x?-Anpassungstest beruht.

Man zerlegt den Wertebereich der Stichprobenvariablen X; in r Klassen (aj,b;], j =
1,...,r mit der Eigenschaft

—0o<a<b=a<b=...=a <b <oo.
Anstelle von X;,¢ = 1,...,n betrachten wir die sogenannten Klassenstirken Z;, j =
1,...,r, wobei
Lemma 1.4.1. Der Zufallsvektor Z = (Zy,..., ZT)—r ist multinomialverteilt mit Para-
metervektor
b= (p17 s aprl)T € [O, 1]7’—1’
wobei

r—1
pj:]P’(aj<X1Sbj):F(bj)—F(aj), jg=1...,r—1, przl_zpj-
j=1

Schreibweise:

Z ~ Mr—l (nu p)
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Beweis. Es ist zu zeigen, dak fiir alle Zahlen kq, ...k, € Ng mit k1 + ... + k, = n gilt:

n!

. k k-
Da X; unabhingig und identisch verteilt sind, gilt
n
P(Xj S (aij,bij], j= 1,...,n) = HIF’(aij < X; < bij) :plfl S 'pﬁr,
j=1

falls die Folge von Intervallen (a;;,b;;]j=1,..n das Intervall (a;,b;] k; Mal enthlt, i =
1,...,r. Die Formel (1.4.1) ergibt sich aus dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit als
Summe iiber die Permutationen von Folgen (ai]., bi].]jzl,m,n dieser Art. O

Im Sinne des Lemmas werden neue Hypothesen {iber die Beschaffenheit von F
gepriift.
Hy:p=po vs. Hy :p # po,
wobei p = (p1,...,pr—1)! der Parametervektor der Multinomialverteilung von Z ist, und
r—1

po = (po1,---,Por—1) € (0,1)"L mit 3 po; < 1. In diesem Fall ist
=1

Ao={F e A:F(bj)— F(aj) =poj, j=1,...,7r—1},

Ay = A\ Ag, wobei A die Menge aller Verteilungsfunktionen ist. Um Hy vs. Hj zu testen,
fihren wir die Pearson-Teststatistik

(3 = npgy)?
To(x) =

noN;
j=1 Poj

ein, wobei = (z1,...,xy) eine konkrete Stichprobe der Daten ist und z;, j =1,...,r
ihre Klassenstérken sind.
Unter Hy gilt

]EZj:npoj, j:L...,T,

somit soll Hy abgelehnt werden, falls 7, (X) ungewthnlich grofe Werte annimmt.
Im niichsten Satz zeigen wir, dak T(Xi,...,X,) asymptotisch (fiir n — oo) x2_;-
verteilt ist, was zu folgendem Anpassungstest (x?-Anpassungstest) fiihrt:

Hy wird verworfen, falls T),(x1,...,2,) > Xf-u_a-
Dieser Test ist nach seinem Entdecker Karl Pearson (1857-1936) benannt worden.
Satz 1.4.1. Unter Hj gilt

lm Py, (Th(X1,..., Xn) > Xoo11-a) = @, a € (0,1),

n—oo

das heift, der y2-Pearson-Test ist ein asymptotischer Test zum Niveau a.
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Beweis. Fiihren wir die Bezeichnung Z,; = Z;(X1,..., X)) der Klassenstérken ein, die
aus der Stichprobe (X1,...,X,,) entstehen. Nach Lemma ist

Zn = (Zniy-yZny) ~ M,_1(n,pp) unter Hy.

Insbesondere soll E Z,,; = npp; und

npO'l_PO'a Z:]a
COV(Z"“Z””'):{ —nfoéipoj', ’ i #

fiir alle 4,5 = 1,...,r gelten. Da

n
an:Z]I(aj<Xi§bj)’ j=1...,n7
i=1

ist Z, = (Znp1,...,Znr—1) eine Summe von n unabhingigen und identisch verteilten
Zufallsvektoren Y; € R"~! mit Koordinaten Yij=1la; < X; <0b5),j=1,...,r—1.
Daher gilt nach dem multivariaten Grenzwertsatz (der in Lemma bewiesen wird),
dafs

n

 Z,-EZ, £

Yi —nEY:
1

/ d
Zn Jn NG oo ¥~ N (0, K),

mit N (0, K) eine (r — 1)-dimensionale multivariate Normalverteilung (vergleiche Vorle-
sungsskript WR, Beispiel 3.4.1. 3.) mit Erwartungswertvektor Null und Kovarianzmatrix
K= (afj), wobei

2 { —P0iPoj i # 7,
pOz( POJ); ? J

fiir i,j = 1,...,7 — 1 ist. Diese Matrix K ist invertierbar mit K1 = A = (a;;),

1 . .

o i #
i = L4 L =
Poi por’ J

Aufberdem ist K (als Kovarianzmatrix) symmetrisch und positiv definit. Aus der linea-
ren Algebra ist bekannt, daf es eine invertierbare (r — 1) x (r — 1)-Matrix A'/? gibt, mit
der Eigenschaft A = AY2(AY?)T. Daraus folgt,

K=A1— ((AI/Q)T)—I . (AI/Q)—I'
Wenn wir (AY2)T auf Z! anwenden, so bekommen wir

(A1/2)T . Z;L i> (Al/Q)T Y,

n—oo
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wobel
(AT ~ N (0, (AYH)T K- AY2) = N (0, T,1)

nach der Eigenschaft der multivariaten Normalverteilung, die im Kapitel 2, Satz [2.1.3]
behandelt wird. Des Weiteren wurde hier der Stetigkeitssatz aus der Wahrscheinlichkeits-
rechnung benutzt, daf

d d

Yo — Y = o(Ya) — oY)
n—oo n—oo

fiir beliebige Zufallsvektoren {Y,}, Y € R™ und stetige Abbildungen ¢ : R — R. Diesen
Satz haben wir in WR fiir Zufallsvariablen bewiesen (Satz 6.4.3, Vorlesungsskript WR).
Die erneute Anwendung des Stetigkeitssatzes ergibt

ATz L P =R

n—o0

Zeigen wir, dafs

2
TTL(X17 s 7X’ﬂ) - ’(Al/z)TZ’;L

Es gilt:
‘(A1/2)TZ7,1 2 _ ((A1/2)TZ;Z)T((A1/2)TZ;1) _ Z’I/’LT . A1/2 (AI/Q) Z/TAZI
A
r—1 r—1r—1
1 (Zy > n <Zm > <Z )
=n % —poj | +— —poi ) [T —p
Yo (5 m) s ZL () (B

r—1 2 r—1
_ N~ g —mpog)” | n Znj ,
- ) + Z n DPoj

npoj Por

= j=1
r—1 2 2
_ N o) (an B pm)
=1 npo; Por n
r np
- 07
_Z nj ] :Tn(X1>"'7X7L)7
npoj

weil

r—1
Z an =n— Zn,
j=1
r—1
ZPOJ' = 1— por.
j=1
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Lemma 1.4.2 (Multivariater zentraler Grenzwertsatz). Sei {Y,,}nen eine Folge von un-
abhingigen und identisch verteilten Zufallsvektoren, mit EY; = g und Kovarianzmatrix
K. Dann gilt

n

> Yi—np .

i=1
Beweis. Sei Y; = (Yj1,...,Yjm)". Nach dem Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funk-
tionen ist die Konvergenz (1.4.2) dquivalent zu

on(t) — olt) tEeR™, (1.43)
wobei
on(t) =Ee"™ =E exp iztj L T g T

vn

j=1
die charakteristische Funktion vom Zufallsvektor
n
> Yi—np
S — =1
n \/ﬁ
und
(,O(t) _ e—tTKt/Q

die charakteristische Funktion der N(0, K)-Verteilung ist. Die Funktion ¢, (¢) kann in
der Form

m
n th( ij MJ)
on(t)=FEexpliy = Y t=(t,...,tm) €R™

=1

umgeschrieben werden, wobei fiir die Zufallsvariable
L= t;(Yij — )

gilt:
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Falls t " Kt = 0, dann gilt L; = 0 fast sicher, fiir alle i € N. Hieraus folgt ¢, (t) = ¢(t) = 1,
also gilt die Konvergenz [1.4.2]

Falls jedoch ¢t Kt > 0, dann kann ¢, (t) als charakteristische Funktion der Zufallsva-
riablen

> Li/vn
=1

an Stelle 1, und ¢(t) als charakteristische Funktion der eindimensionalen Normalvertei-
lung N(0,t" Kt) an Stelle 1 interpretiert werden. Aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir
eindimensionale Zufallsvariablen (vergleiche Satz 7.2.1, Vorlesungsskript WR) gilt

n
Li d T
;\/ﬁn:;LwN(O,t Kt)

und somit
en(t) = o(on, 1yym) (D) 52 er(l) = o(b).
Somit ist die Konvergenz (1.4.2) bewiesen. O

Bemerkung 1.4.1. 1. Die im letzten Beweis verwendete Methode der Reduktion
einer mehrdimensionalen Konvergenz auf den eindimensionalen Fall mit Hilfe von
Linearkombinationen von Zufallsvariablen tragt den Namen von Cramér- Wold.

2. Der x?-Pearson-Test ist asymptotisch, also fiir grofe Stichprobenumfinge, anzu-
wenden. Aber welches n ist grof genug? Als ,Faustregel® gilt: npg; soll grofser
gleich a sein, a € (2,00). Fiir eine grofere Klassenanzahl » > 10 kann sogar a = 1
verwendet werden. Wir zeigen jetzt, daf der x?-Anpassungstest konsistent ist.

Lemma 1.4.3. Der y2-Pearson-Test ist konsistent, das heift
¥p € [0,1]"71, p # po gilt: lim Py (Tn(X1,..., Xn) > X7 110) =1

Beweis. Unter Hy gilt

n

> I(a; < X; < bj)
Znifn = =1 L% El(a; < X1 < b))

n n—o0

=p;

nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen. Wir wihlen j so, dak p; # po;. Es gilt

Zi — )2 7. 2 s
Tn<X1a---aXn)2(W2n(m—p0j> f—)oo
npoj n

Somit ist auch
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1.4.2 y*-Anpassungstest von Pearson-Fisher

Es sei (X1,...,X,,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen X;, ¢ = 1,...,n. Wir wollen testen, ob die Verteilungsfunktion F' von X; zu
einer parametrischen Familie

Ao={Fp:0€0}, ©CR™
gehort. Seien die Zahlen a;, b;, ¢ = 1,...,r vorgegeben mit der Eigenschaft
—o<a<b=a<b=...=a<b <0
und

Zj:#{XZ‘,Z'Il,...,TL:aj<Xi§bj}, j=1...,n
Z=(Z1,....2,)".

Nach Lemma m gilt: Z ~ M,_1(n,p), p = (po,...,pr—1)" € [0,1]"". Unter der
Hypothese Hy : F' € Ag gilt: p = p(0), 8 € © C R™. Wir vergrobern die Hypothese Hy
und wollen folgende neue Hypothese testen:

Hy:pe{p@):0€0} vs. H :p ¢ {p(#) : 6 € O}.

Um dieses Hypothesenpaar zu testen, wird der x2-Pearson-Fisher-Test wie folgt aufge-
baut:

1. Ein (schwach konsistenter) Maximum-Likelihood-Schiitzer 6, = 0(X1,...,X,,) fiir

0 wird gefunden: 0,, _1} 0. Dabei muf {én}neN asymptotisch normalverteilt sein.
n—oo

2. Es wird der Plug-In-Schitzer p(6,) fiir p(0) gebildet.

3. Die Testgrofe

T(X1,. .., Xn) = _ —— N~ X1
jz—; npj(Q) n—o00

unter Hp und gewissen Voraussetzungen.

4. Hy wird verworfen, falls 7,,(X1, ..., X,,) > X#—m—1,1_q- Dies ist ein asymptotischer
Test zum Niveau «.

Bemerkung 1.4.2. 1. Bei einem y?-Pearson-Fisher-Test wird vorausgesetzt, daf die
Funktion p(#) explizit bekannt ist,  jedoch unbekannt. Das bedeutet, daf fiir jede
Klasse von Verteilungen A die Funktion p(-) berechnet werden soll.
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2. Warum kann 7}, die Hypothese Hy von Hj unterscheiden? Nach dem Gesetz der
grofsen Zahlen gilt

1 S A P
—Znj = Pi(n) = —Znj = p;(0) = (i(0n) — ;(0)) — 0,
—_—— Vv
Lo 50
falls 6, schwach konsistent ist und p;(-) eine stetige Funktion fiir alle j = 1,...,r

ist.

Das heiftt, unter Hy soll T, n(X1,...,X,) relativ kleine Werte annehmen. Eine si-
gnifikante Abweichung von diesem Verhalten soll zur Ablehnung von Hj fiihren,
vergleiche Punkt 4.

Fiir die Verteilung Fy von X; gelten folgende Regularititsvoraussetzungen (vergleiche
Satz 3.4.2, Vorlesungsskript Stochastik I).

1. Die Verteilungsfunktion Fy ist entweder diskret oder absolut stetig fiir alle § € ©.
2. Die Parametrisierung ist eindeutig, das heift: 6 # 6, < Fy # Fp, .
3. Der Trager der Likelihood-Funktion

L(z,0) = Pyp(X1 =), im Falle von diskreten Fp,
L fe(w), im absolut stetigen Fall.

SuppL(z,0) = {x € R: L(x,0) > 0} hingt nicht von 6 ab.

4. L(z,0) sei 3 Mal stetig differenzierbar, und es gelte fiir k = 1,...,3 und 41,...,i% €
{1...m}, daB

<Z) / 8981%(37’%)0% dr = d0;, - 8k -00;, (Z) /L(xy 0)dx = 0.

11 "

5. Fir alle ) € © gibt es eine Konstante cy, und eine messbare Funktion gy, :
SuppL — R4, sodaf

03log L(x,0)

< —
30 00,00, | = 90 (@) 16 = bol <o,

und

Ego ggO(Xl) < 0.

Wir definieren die Informationsmatriz von Fisher durch

B dlog L(X1,0) 0log L(X1,6)
1(0) = (E [ 7, 96, - (1.4.4)
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Satz 1.4.2 (asymptotische Normalverteiltheit von konsistenten ML-Schétzern én, mul-
tivariater Fall m > 1). Es seien Xj,..., X, unabhingig und identisch verteilt mit
Likelihood-Funktion L, die den Regularitdtsbedingungen 1-5 geniigt. Sei I() positiv
definit fiir alle § € © C R™. Sei 6, = 9(X1, ..., X,,) eine Folge von schwach konsistenten
Maximum-Likelihood-Schétzern fiir §. Dann gilt:

Vb, —0) —% N(0,171(9)).

n—o0

Ohne Beweis; siche den Beweis des Satzes 3.4.2, Vorlesungsskript Stochastik 1.

Fiir unsere vergroberte Hypothese Hy : p € {p(#),0 € O} stellen wir folgende, stiick-
weise konstante, Likelihood-Funktion auf:

L(LL’7 9) = pj(H), falls z € (aj, bj]

Dann ist die Likelihood-Funktion der Stichprobe (z1,...,z,) gleich

L(wl, .. 7.%'71’ 9) = Hpj(e)zj(xl,,l'n)
7=1

-
= log L(x1,...,2p,0) = ZZj(xl, ooy p) - logp;(6).
j=1

0, = é(xl, ..., xy) = argmaxlog L(zq, ..., 2, 0)

0cO
- dp;(0) 1 .
§ Z; EAMEAN = =1,...,m.
= iz, .., 2n) 90 (0 0, 1 Se,m

j=1

Aus >%_; pj(0) =1 folgt

: 00; :
7j=1 7j=1

i Op;(0) PN i Zj(@1, ..., an) —np;(0) Opj(é) B

Lemma 1.4.4. Tm obigen Fall gilt I(9) = CT(6)-C(8), wobei C(0) eine (r x m)-Matrix
mit Elementen

o apz<9) ) 1

ii(0) = ist.
C]() 20, 2 (0) 18
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Beweis.
Olog L(X1,0) OlogL(X1,0)] - 0logpr(0) Ologpr(6)
EO[ 00; 09, _; 00; a9, PO
Opi() 1 ope(d) 1
= - pr(©
; o6, @ 06, mo
ol CHORCG) IS
denn log L(X1,0) Zlogp] € (aj,b;]) .

Deshalb gilt die Folgerung aus Satz [1.4.2}

Folgerung 1.4.1. Sei 0, = é(Xl, ..., X},) ein Maximum-Likelihood-Schétzer von 6 im
vergroberten Modell, der schwach konsistent ist und den obigen Regularititsbedingungen
geniigt. Sei die Informationsmatrix von Fisher I(6) = CT(6) - C(9) fiir alle § € © positiv
definit. Dann ist 6 asymptotisch normalverteilt:

Jn (én _ 9) Ly ~ N (0,174(0))

n—oo

Satz 1.4.3. Es sei 0, ein Maximum-Likelihood-Schitzer im vergroberten Modell fiir 6,
fiir den alle Voraussetzungen der Folgerung erfiillt sind. Die Teststatistik

T X =3 (Zj(Xl"”ﬁeA))_”pj(én>>2
np;(tn

j=1

ist unter Hy asymptotisch x2_, _;-verteilt:

lim Py ( (X1, .o, X)) > X%—m—l,l—a) =a.

n—oo
ohne Beweis (siehe [15]).

Aus diesem Satz folgt, daf der y2-Pearson-Fisher-Test ein asymptotischer Test zum
Niveau « ist.

Beispiel 1.4.1. 1. x%-Pearson-Fisher-Test der Normalverteilung

Sei (X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe. Es soll gepriift werden, ob X; ~ N (u, 0?).
Es gilt

0=(u,0°)cO=RxR,.



46 1 Tests statistischer Hypothesen

Sei (aj, bj]jzl,__,r eine beliebige Aufteilung von R in r disjunkte Intervalle. Sei

die Dichte der N(u,o?)-Verteilung.
b
pi(0) =P (a; < X1 <bj) = / fo(x)dz, j=1,...,r
aj

mit den Klassenstirken
Zj = #{Z X, € (aj,bj]} .

Wir suchen den Maximum-Likelihood-Schétzer im vergréberten Modell:

apjw)_/”fa _ 1 /’”fc—u ~3(zz2)”
o L, et = s, T e &
Ip;(6)

b; B p
902 _/zz]- @f@(x) €L
b PRV
- 12/3[_;.(21)3/26—;@“)11 e—;<u>2.<<w ) )]dx
V2T Ja o
J bj
a;

bj
- _2012/@]. folz)dz + 2(012)2/ (z = p)* fo(w)dw

Die notwendigen Bedingungen des Maximums sind:

bj
. [ zfo(z)dx .
Dz ) Zj=0,
= [ fe(w)da g
(Z]' =n
bj
L [(@—p)fo(x)de |
ﬁz:zjj ; -y z;=o.
j=1 j=1

f fe(ﬂﬁ)dﬂﬂ \;,_/

aj =n
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Daraus folgen die Maximum-Likelihood-Schitzer i und 62 fiir g und o2:
by
, [ zfo(x)dx
>l
T J
=1 | fo(z)dx
aj
b
. J@ =) fola)dx
5? ==Yz~ —

7=l i fo(x)dx

aj

=
SN

S|~

Wir konstruieren eine Nitherung zu fi und 62 fiir r — oo. Falls 7 — oo (und somit
auch n — 00), dann ist b; — a; klein und nach der einfachen Quadraturregel gilt:

bj
/ zfo(z)dz ~ (b; — a;) y;fo(y;),

aj
bj

fo(z)dx ~ (bj — aj) fo(y;),
a;
wobei y1 = by, yr = b1 = ayp,

yj:(bj+1+bj)/2a j:2,...,’l“—1.

Daraus folgen fiir die Maximum-Likelihood-Schétzer i und 62

<

1 N
o ) Vit L=
7=1
1 T
N N2 -
‘= (yj — i) ZJZU27
n 4
7j=1
= (1.5)

Der x2-Pearson-Fisher-Test lautet dann: Hy wird abgelehnt, falls

= . > X2 31 0
n npj(G) r—3,1—«a

2. x2-Pearson-Fisher-Test der Poissonverteilung

A~

Es sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilen Zu-
fallsvariablen. Wir wollen testen, ob X; ~ Poisson(\), A > 0. Es gilt § = X und
© = (0,400). Die Vergroberung von © hat die Form
—co=a1< by =as< by =a3<...<b_1 =a, <b =400.
— —— ——
=0 =1 =r—2
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Dann ist
‘ o, N

piA)=Pr(Xi=j5—-1)=e G- j=1...,r—1,

o AZ

_ —A

prN) = D e

1=r—1

7j—1 Jj—2 J—1 —

dA (j—1! (j—1! =D\ A

Die Maximum-Likelihood-Gleichung lautet

S p) (5 1)
O_ZZ (5 -) e 1ppr<A>

Falls 7 — o0, so findet sich r(n) fiir jedes n, fiir das Z,(,) = 0. Deshalb gilt fiir
r > r(n):

woraus der Maximum-Likelihood-Schitzer

(G-1)Z2 iz_: =

r—1

J=1

folgt. Der y2-Pearson-Fisher-Test lautet: Hg wird verworfen, falls

—npx(Xn)
= Z ) > X72"72,1704'
(”pj( ))
1.4.3 Anpassungstest von Shapiro
Es sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvaria-

blen, X; ~ F. Getestet werden soll die Hypothese

Hy:F € {N(u,0%): p€R, 0> >0} vs. H : F ¢ {N(u,0%),u € R, 0% > 0}.
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Die in den Abschnitten - vorgestellten x2-Tests sind asymptotisch; deshalb
kénnen sie fiir relativ kleine Stichprobenumfinge nicht verwendet werden.

Der folgende Test wird diese Liicke fiillen und eine Testentscheidung iiber Hy selbst
bei kleinen Stichproben erméglichen.

Man bildet Ordnungsstatistiken X(y),..., Xy, Xq) < Xg) < ..., < X3, und ver-
gleicht ihre Korreliertheit mit den Mittelwerten der entsprechenden Ordnungsstatistiken
der N(0,1)-Verteilung. Sei (Y1,...,Y,,) eine Stichprobe von unabhingigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen, Y7 ~ N(0,1). Es sei a; = EY(;), i = 1,...,n. Falls der empi-
rische Korrelationskoeffizient p,x zwischen (a1,...,a,) und (X(y),..., X)) bei 1 liegt,
dann ist die Stichprobe normalverteilt. Formalisieren wir diese Heuristik:

Es sei b; der Erwartungswert der i-ten Ordnungsstatistik in einer Stichprobe von
N (u, 0?)-verteilten, unabhiingigen Zufallsvariablen Z;: b; = EZy,i=1,...,n Es gilt:
b =p+oa;, i =1,...,n. Betrachten wir den Korrelationskoeffizienten

=1 . (1.4.5)

Da p invariant beziiglich Lineartransformationen ist und

zn:ai = EH:EY; =K (f:y> =0, gilt:
=1 =1 =1

n:
n o n
(Stochastik I) 2 i (X(Z) B Xn) i=1 aZX(Z) — z; i
PbX = Pax = —F— = =
n 9 n — 9 n 9 n — 9
\/' aiZ(XZ-—Xn) \/ZaiZ(XZ—Xn)
=1 =1 =1 i=1
n
_ =1
n n — 9
> ai- 3 (Xi— Xn)
i=1 i=1
Die Teststatistik lautet:
n
T, = = (Shapiro-Francia-Test)

\/ia? anl (X — X))

Die Werte a; sind bekannt und kénnen den Tabellen bzw. der Statistik-Software entnom-
men werden. Es gilt: |T),] < 1.
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Hy wird abgelehnt, falls T;, < g, wWobei ¢, o das a-Quantil der Verteilung von T,
ist. Diese Quantile sind aus den Tabellen bekannt, bzw. kénnen durch Monte-Carlo-
Simulationen berechnet werden.

Bemerkung 1.4.3. Einen anderen, weit verbreiteten Test dieser Art bekommt man,
wenn man die Lineartransformation b; = p+o0a; durch eine andere Lineartransformation
ersetzt:

T _
(a’l,...,agl) =K' (a1,...,a,),
wobei K = (ki;)}_; die Kovarianzmatrix von (Y(l), el Y(n)) ist:

kij=E (Yo —ai) (Y —aj), 45=1,....n,

Der so konstruierte Test tragt den Namen Shapiro- Wilk-Test.

1.5 Weitere, nicht parametrische Tests

1.5.1 Binomialtest

Es sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvaria-
blen, wobei X; ~ Bernoulli(p). Getestet werden soll:

Hy:p=po vs. Hy :p# po

Die Teststatistik lautet

n
T, =Y X s Bin(n, po),

=1

und die Entscheidungsregel ist: Hy wird verworfen, falls

Ty ¢ [Bin(nap(])a/2> Bin(nvp(])l—a/Q]a

wobei Bin(n,p), das a-Quantil der Bin(n, p)-Verteilung ist.

Fiir andere Hy, wie zum Beispiel p < pg (p > po) muss der Ablehnungsbereich ent-
sprechend angepasst werden.

Die Quantile Bin(n, p), erhélt man aus Tabellen oder aus Monte-Carlo-Simulationen.
Falls n grofs ist, konnen diese Quantile durch die Normalapproximation berechnet werden:

Nach dem zentralen Grenzwertsatz von DeMoivre-Laplace gilt:

T, — —
]P’(Tngx):]P’< npo < T — npg )

N x — npo
Vnpo(L —po) — /npo(1 — po) whoe ¥ (\/ npo(1 —p0)> '
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Daraus folgt:

. B po)a —npo
o~
npo(1 — po)
= Bin(n,Po)a ~ /npo(l — po) “ Za T NPo

Nach der Poisson-Approximation (fiir n — oo, npg — Ag) gilt:

Bin(n, po)a/2 = Poisson(Ao)a/2,

Bin(n,po)1—a/2 = Poisson(Xg)1_q/2, Wobei Ao = npp.

Zielstellung: Wie kann mit Hilfe des oben beschriebenen Binomialtests die Symmetrie-
eigenschaft einer Verteilung getestet werden?

Es sei (Y7,...,Y;,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilen Zufalls-
variablen mit Verteilungsfunktion F'. Getestet werden soll:

Hy : F ist symmetrisch vs. Hy : F ist nicht symmetrisch.

Eine symmetrische Verteilung besitzt den Median bei Null. Deswegen vergrébern wir die
Hypothese Hy und testen:

H}: F710,5) =0vs. H : F~1(0,5) # 0.
Noch allgemeiner: Fiir ein 8 € [0, 1]:
HY : F71(8) =~ vs. H : F1(B) # 3.

H{ vs. H{ wird mit Hilfe des Binomialtests wie folgt getestet: Sei X; = I (Y; < 7). Unter
H{ gilt:

X; ~ Bernoulli(F(vg)) = Bernoulli(5).

Seien a; = —00, b1 = 7Ya, a2 = b1, by = +00 zwei disjunkte Klassen (ay,b1], (az, b2 in
der Sprache des x?-Pearson-Tests. Die Testgrofe ist:

To=Y Xi=#{Yi: Y <43} ~ Bin(n,8), p=F(y)
=1

Die Hypothese F~1() = 4 ist dquivalent zu H}’ : p = 8. Die Entscheidungsregel lautet
dann: H{" wird verworfen, falls T;, ¢ [Bin(n, B)Q/Q,Bin(n,ﬁ)l_a/ﬂ]. Dies ist ein Test
zum Niveau c.
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1.5.2 Iterationstests auf Zufilligkeit

In manchen Fragestellungen der Biologie untersucht man eine Folge von 0 oder 1 auf ihre
Hlufilligkeit” bzw. Vorhandensein von gréfseren Clustern von 0 oder 1. Diese Hypothesen
kann man mit Hilfe der sogenannten Iferationstests statistisch iiberpriifen.

Sei eine Stichprobe X;, i = 1,...,n gegeben, X; € {0,1}, > X; = n; die Anzahl der
i=1

Einsen, ns = n — n; die Anzahl der Nullen, ni,no vorgegeben. Eine Realisierung von
(X1,...,Xy) mit n = 18, n; = 12 wire zum Beispiel

z=(0,0,0,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1)
Es soll getestet werden, ob

Hy : jede Folge x ist gleichwahrscheinlich vs.
H; : Es gibt bevorzugte Folgen (Clusterbildung)

stimmt.

Sei
n
Q= {x:(xl,...,xn): x; = 0 oder l,izl,...,n,Zwi:nl}
i=1

der Stichprobenraum. Dann ist der Raum (92, F,P) mit F = P (),

ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum.
Sei

T, (X) = #{Iterationen in X } = #{Teilfolgen der Nullen oder Einsen}
= #{Wechselstellen von 0 auf 1 oder von 1 auf 0} + 1.

Zum Beispiel ist fir x = (0,1,1,1,0,0,0,1,0,1,1,1,0,0), T(x) =7 =6 + 1.
T,,(X) wird folgendermafen als Teststatistik fiir Hy vs. H; benutzt. Hy wird abgelehnt,
falls T'(x) klein ist, das heift, falls T}, (x) < FT:Ll(a). Dies ist ein Test zum Niveau a. Wie

berechnen wir die Quantile Fr 17

Satz 1.5.1. Unter Hy gelten folgende Aussagen:

falls k = 21,

ny—1). (ng—1 ny—1) (ng—1
(OO s i
ny
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2.
ET, =14 "2
n
3.
2nina(2ning — n
Var (1) = 2 )
Beweis. 1. Wir nehmen an, dal k& = 2i (der ungerade Fall ist analog). Wie kénnen

i Klumpen von Einsen gewidhlt werden? Die Anzahl dieser Moglichkeiten = die
Anzahl der Moglichkeiten, wie ny Teilchen auf ¢ Klassen verteilt werden.

0[00]. ... 10| (n1)

Dies ist gleich der Anzahl an Mé&glichkeiten, wie ¢ — 1 Trennwinde auf n; — 1
Positionen verteilt werden kénnen = (721__11) Das selbe gilt fiir die Nullen.

2. Sei Y} = ]I{Xj,1 75 Xj}j:2

n

SET(X)=1+) EY;=1+) P(X;1 #X,).

Jj=2 =2
2(n—2) (n—2)!' '
- —2—(n1—1))!(n; —1)!
P(Xj 1 # X;) =~ — g, (o2 tm D)ieu )
(n1) m
_ 2m(n—mn)
B (n—1)n
o 2’01’02
n(n—1)
Daraus folgt
2n1ns ning
ET,=1+(@n—1)——5=1+2

Ubungsaufgabe 1.5.1. Beweisen Sie Punkt 3.
O

Beispiel 1.5.1 (Test von Wald-Wolfowitz). Seien Y = (Y1,...,Y,), Z = (Z1,...,Zy)
unabhéngige Stichproben von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen,
Y, ~F, Z; ~ G. Getestet werden soll:

Hy: F=Gvs. H : F #G.
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Sei (Y,2) = M1,...,Yn,Z1,...,2Zy,) und seien X| Stichprobenvariablen von (Y, Z), i =

1,...,n, n =n1 + ng. Wir bilden die Ordnungsstatistiken XEZ.), 1 =1,...,n und setzen

(
0, falls Xéi) =Zjfireinj=1,...,no.

o { 1, falls X’i) =Y fiireinj=1,...,n,
7
Unter Hy sind die Stichprobenwerte in (Y, Z) gut gemischt, das heift jede Kombination
von Ound 1in (X1, ..., X,) ist gleichwahrscheinlich. Darum kénnen wir den Iterationstest
auf Zufilligkeit anwenden, um Hy vs. Hy zu testen: Hy wird verworfen, falls T),(z) <
FYa), 2= (z1,...,75).
Wie kénnen die Quantile von Fr, fiir grofse n berechnet werden? Falls

n1

— p e (0,1),
Ea—— (0,1)

dann ist 7T, asymptotisch normalverteilt.

Satz 1.5.2. Unter der obigen Voraussetzung gilt:

ET,
lim —" = 2p(1 —p)
n—oo N
1
lim —VarT,, = 4172(1 —P)2
n—oo n
T, —2p(1 —
n 27D oy N, falls s pe (0,1).
2v/np(l —p) noee e

So kénnen Quantile von T, ndherungsweise fiir grofse n folgendermafen berechnet werden:

(Tn —2np(1 — p) L= 2np(1 — p))
2vnp(l—p) ~ 2y/np(l—p)

— Fp ! (a) — 2np(1 — p)
2y/np(1 - p)
Fp ! (a) — 2np(1 — p)
2y/np(1 - p)

Damit erhalten wir fiir die Quantile:

ac:Fanl (o)

= 2o R

Fpl(a) ~ 2np(1 = p) + 2v/np(1 = p) - 24

ni

In der Praxis setzt man p = it

fiir p ein.



2 Lineare Regression

In Stochastik I betrachteten wir die einfache lineare Regression der Form
Yi=0o+ biwit+e;, i=1,...,n.

In Matrix-Form schreiben wir Y = X + ¢, wobei Y = (Y1,...,Y,,)" der Vektor der
Zielzufallsvariablen ist,

1 =
1 )
X = .
1 x,
eine (nx2)-Matrix, die die Ausgangsvariablen x;,7 = 1, ..., n enthdlt und deshalb Design-
Matriz genannt wird, 8 = (Bo, 1) der Parametervektor und € = (e1,...,&,)" der

Vektor der Stérgrofen. Bisher waren oft g; ~ N(0, ¢2) fiir i = 1,...,n und ¢ ~ N(0,Z -
o?) multivariat normalverteilt.

Die multivariate (das bedeutet, nicht einfache) lineare Regression ldsst eine beliebige
(n x m)-Design-Matrix

X = (wij) 1.
Jj=1,..m
und einen m-dimensionalen Parametervektor 8 = (B, ..., Bm) ' zu, fiir m > 2. Das heift,
es gilt
Y =X0+c¢, (2.0.1)

wobei € ~ N(0, K) ein multivariat normalverteilter Zufallsvektor der Storgrofen mit
Kovarianzmatrix K ist, die im Allgemeinen nicht unabhéngig voneinander sind:
K # diag (a%,... 02).

rvn

Das Ziel dieses Kapitels ist es, Schitzer und Tests fiir 5 zu entwickeln. Zuvor miissen
jedoch die Figenschaften der multivariaten Normalverteilung untersucht werden.

2.1 Multivariate Normalverteilung

Im Vorlesungsskript Wahrscheinlichkeitsrechnung wurde die multivariate Normalvertei-
lung in Beispiel 3.4.1 folgendermafien eingefiihrt:

55
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Definition 2.1.1. Essei X = (X1,...,X,,) " ein n-dimensionaler Zufallsvektor, u € R™,
K eine symmetrische, positiv definite (n x n)-Matrix. X ist multivariat normalverteilt
mit den Parametern g und K (X ~ N(u, K)), falls X absolut stetig verteilt ist mit der
Dichte

1 1
(27T)”/2 det

1

T —1 o T n
(K>exp{—(x—u) K (:U—u)},x—(:rl,...,xn) e R™

fx(z) = 5

Wir geben drei weitere Definitionen von N(u, K) an und wollen die Zusammenhénge
zwischen ihnen untersuchen:

Definition 2.1.2. Der Zufallsvektor X = (Xi,...,X,,)" ist multivariat normalverteilt
(X ~ N(u, K)) mit Parametern 4 € R™ und K (eine symmetrische, nicht-negativ definite
(n x n)-Matrix), falls die charakteristische Funktion ¢x(t) = Ee'tX) ¢ € R™, gegeben
ist durch

1
vx(t) = exp {itT,u - QtTKt} , teR™

Definition 2.1.3. Der Zufallsvektor X = (Xi,...,X,)" ist multivariat normalverteilt
(X ~ N(u, K)) mit Parametern g € R™ und einer symmetrischen, nicht negativ definiten
(n x n)-Matrix K, falls

Ya € R" : die Zufallsvariable (a, X) =a'X ~ N(a'p,a" Ka)
eindimensional normalverteilt ist.

Definition 2.1.4. Es sei p € R", K eine nicht-negativ definite, symmetrische (n x n)-
Matrix. Ein Zufallsvektor X = (Xi,...,X,)" ist multivariat normalverteilt mit Para-
metern g und K (X ~ N(u, K)), falls

xLutc-y,

wobei C eine (n x m) - Matrix mit rang(C) =m, K = C-CT und Y ~ N(0,Z) € R™ ein
m-dimensionaler Zufallsvektor mit unabhéngigen und identisch verteilten Koordinaten
Y; ~N(0,1)ist, j=1,...,m.

Bemerkung: Dies ist das Analogon im eindimensionalen Fall: Y ~ N(u,0?) < Y 4
p~+oX mit X ~ N(0,1).

Ubungsaufgabe 2.1.1. Priifen Sie, da die in Definition angegebene Dichte

1 1
(2m)"/2 | /det

= exp{—l ) Kz — M)} ,z€R"

fx(z) = 5

tatsachlich eine Verteilungsdichte darstellt.
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Lemma 2.1.1. Es seien X und Y n-dimensionale Zufallsvektoren mit charakteristischen
Funktionen

ox(t) = EeitX) — g eit' X
oy (t) = EeitY) — Reit'Y
fiir t € R™. Es gelten folgende Eigenschaften:
1. Eindeutigkeitssatz:

XLy opx(t)=py(t), teR”
2. Falls X und Y unabhéngig sind, dann gilt:
x4y (t) = ox(t) - ev(t), teR™
ohne Beweis: vergleiche den Beweis des Satzes 5.1.1 (5), Folgerung 5.1.1, Vorlesungsskript

WR.

Satz 2.1.1. 1. Die Definitionen - der multivariaten Normalverteilung sind
dquivalent.

2. Die Definitionen und sind im Falle n = m dquivalent.

Bemerkung 2.1.1. 1. Falls die Matrix K in Definition den vollen Rang n be-
sitzt, so besitzt sie die Dichte aus Definition Sie wird in dem Fall reguldr
genannt.

2. Falls Rang(K) = m < n, dann ist die Verteilung N (u, K) laut Definition auf

dem m-dimensionalen linearen Unterraum
{yeR":y=p+Czx,z € R}

konzentriert. N(u, K) ist in diesem Fall offensichtlich nicht absolutstetig verteilt
und wird daher singuldr genannt.

Beweis. Wir beweisen: Definition & s R2T14

1. a) Wir zeigen: Die Definitionen und sind dquivalent. Dazu ist zu zei-
gen: Fiir die Zufallsvariable X mit der charakteristischen Funktion

1
ox(t) = exp{it"p — itTKt} eVaeR":a' X ~N(a pua Ka).
Es gilt:
. PN (o 1
o, x(1) = Eeit X1 7VE? exp{it’ p — itTKt} =px(t) VteR.

(Dies nennt man das Verfahren von Cramér-Wold, vergleiche den multivaria-
ten zentralen Grenzwertsatz).
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b) Wir zeigen: Die Definitionen und sind dquivalent. Dazu ist zu zei-
gen: X = 4+ C-Y (mit g, C, und Y wie in Definition 2.1.4) < ¢x(t) =
exp{it" p— 3tT Kt}, wobei K = C - CT. Es gilt:

=~
; : , , AT
Gurcy (t) = EelbntCY) Z g et TatitTCY _ ity g i(CLY)
Y~N(0,Z) ; 1 1
:(0» ) 6th/14 - exp <_2yT . y> = exp {th,u - §tTC . CTt}

1
= exp {itTu — 2tTKt} .t e R™.

2. Zu zeigen ist: Aus X ~ N(u, K) im Sinne von Definition 2.1.4] Y ~ N(p, K) im
Sinne der Definition [2.1.1] m, Rang(K) = n folgt, dak px = py.

Aus der Definition [2.1.2| (die dquivalent zu Definition [2.1.4]ist) folgt, daf

1
ox(t) —exp{ ,u—tTKt} t e R",

T T

prt) =BTV = [ om0 K = fa

— it / v { T, L 1. }
=e . cexpRit x——x K "z pdx
re (27)7/2y/det K P 2

Wir diagonalisieren K : 3 orthogonale (nxn)-Matrix V : VI = V-lund VT KV =
diag(A1, ..., An), wobei A; > 0,4 = 1,...,n. Mit der neuen Substitution: z = Vz,
t = Vs erhalten wir:

T
ezt

(277)"/2\/det *Jan

= - d

\/(27r)”/\1 / /exp {zs z Z)\ } 21 .
it zszz i i

= t“H/ Y <2A)dz—et“ ll_IIQONO/\ sZ = t“He 2

1
= exp { B 58 Tdiag( A1, ..., A )s} = exp {itT,u - 2(VTt)TVTKVVTt}

1
ey (t) = exp {isTVTVz - 2,zTVTK_lv,Z} dz

1 1
. LT LT T T, _ LT n
=exp{ it u 275 VV KVV 't exp{ I 2t Kt},teR.
7 7
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2.1.1 Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung

Satz 2.1.2. Es sei X = (X1,...,Xn) ~ N(u, K), p € R", K symmetrisch und nicht-
negativ definit. Dann gelten folgende Eigenschaften:

1. pist der Erwartungswertvektor von X:
EX =pu, dasheibt: EX;=p;,i=1,...,n.
K ist die Kovarianzmatriz von X:

K= (kij); mit k:ij = COV(XZ',X]').

2. Jeder Teilvektor X' = (X;,...,X; )" (1 < i1 < ... < i < n) von X ist
ebenso multivariat normalverteilt, X’ ~ N(u/, K'), wobei p/' = (i, i)',
K' = (K;) = (Cov(Xi;, Xy))), j,l = 1,..., k. Insbesondere sind X; ~ N(u;, ki),

wobei k“ == VarXi, 1= 1, o,

3. Zwei Teilvektoren von X sind unabhéngig genau dann, wenn entsprechende FEle-
mente k;; von K, die ihre Kreuzkovarianzen darstellen, Null sind, das heift: X’ =
(X1,..., X)) ", X" = (X}41, ..., X,) unabhingig (wobei die Reihenfolge nur wegen
der Einfachheit so gewéhlt wurde, aber unerheblich ist) < k;; = 0 fir 1 <@ < k,

j>koderi>Fk, 1<j<k.
K| 0
o= ()

K" und K" sind Kovarianzmatrizen von X’ bzw. X”.

4. Faltungsstabilitdt: Falls X und Y unabhingige, n-dimensionale Zufallsvektoren mit
X ~ N(p1, K1) und Y ~ N(ug, K3) sind, dann ist

X+Y~N(u1+ﬂ27K1+K2).

Ubungsaufgabe 2.1.2. Beweisen Sie Satz

Satz 2.1.3 (Lineare Transformation von N(u,K)). Sei X ~ N(u, K) ein n-dimensi-
onaler Zufallsvektor, A eine (m x n)-Matrix mit Rang(A) = m < n, b € R™. Dann ist
der Zufallsvektor Y = AX + b multivariat normalverteilt:

Y ~ N(Au+b,AKAT).

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit setzen wir = 0 und b = 0, weil py _4(t) =

—itTa

e -y (t), fiir a = Ap + b. Es ist zu zeigen:
Y =AX, X ~N(0,K)=Y ~ N(0,AKA")
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Es ist

. ) T
oy (t) = pax(t) = Bt AX = R (XA
(Def:2 1.2) exp {—QSTKS} = exp {_ZtTAKATt} te R™

~Y~N <O,AKAT) .

2.1.2 Lineare und quadratische Formen von normalverteilten
Zufallsvariablen

Definition 2.1.5. Seien X = (X1,..., X,)" und Y = (Y1,...,Y;,) " Zufallsvektoren auf
(Q, F, P), A eine (n x n)-Matrix aus R", die symmetrisch ist.

1. Z = AX heikt lineare Form von X mit Matrix A.
2. Z =Y TAX heifit bilineare Form von X und Y mit Matrix A,

n o n
Z = Z ZainjY;.

i=1 j=1

3. Die Zufallsvariable Z = X T AX (die eine bilineare Form aus 2. mit Y = X ist)
heifst quadratische Form von X mit Matrix A.

Satz 2.1.4. Sei Z = Y " AX eine bilineare Form von Zufallsvektoren X,Y € R™ bzgl. der
symmetrischen Matrix A. Falls px = EX, py = EY und Kxy = (Cov(X;,Y)))
die Kreuzkovarianzmatrix von X und Y ist, dann gilt:

i,j=1,...,n

EZ =y Apx + Spur(AK xy).
Beweis.

E Z = ESpur(Z) = ESpur(Y "AX) (wegen Spur(AB) = Spur(BA))
= ESpur(AXY ") = Spur(AE (XY ")) (wobei XY = (X;Y;)ij=1.. n)

= Spur (AE ((X —px) - (Y —py) T+ pxY T+ Xpy — MXM)T/»
= Spur (A(KXY + px iy + pixpy — MXMT/)) = Spur (AKXY + Au;m;)
= Spur(AKxy) + Spur (AHX : ,u;)

= Spur (u;AuX> + Spur (AK xy) = py-Apx + Spur (AKxy) .
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Folgerung 2.1.1. Fiir quadratische Formen gilt

E(XTAX) = ukAux + Spur(4 - K),

wobei px = E X und K die Kovarianzmatrix von X ist.

Satz 2.1.5 (Kovarianz quadratischer Formen). Es sei X ~ N(u, K) ein n-dimensionaler
Zufallsvektor und A, B € R" zwei symmetrische (n X n)-Matrizen. Dann gilt Folgendes:

Cov (XTAX, XUBX) — 44" AK By + 2 - Spur(AK BK).

Lemma 2.1.2 (gemischte Momente). Es sei Y = (Y1,...,Y,)" ~ N(0, K) ein Zufalls-
vektor. Dann gilt Folgendes:

E (YijYk) =0,
E (Y;Y;Y,Y)) = kij - kg + ka - kji + kji -k, 1 <4, 5,k 1 < n,

wobel K = (kjj)i j=1,..n die Kovarianzmatrix von Y ist.

Ubungsaufgabe 2.1.3. Beweisen Sie dieses Lemma.
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Beweis von Satz[2.1.5.

Cov(XTAX, X BX)=E (XTAX . XTBX) ~E (XTAX) E (XTBX)

=Y =Y =Y =Y
((m )T AKX ) (eru)TB(eru))
- (uTAu + Spur(AK)) (uTB,u + Spur(BK))

—E [(YTAY +ouT AY + ,ILTA,U,> <YTBY +2u  BY + uTBu)]

(Folgerung [2.1.1)) E

—u"Ap-p "B — " Ap- Spur(BK) — pw' By - Spur(AK)
— Spur(AK) - Spur(BK)
—E (YTAY . YTBY) + 2R (YTAY - ;FBY) +E (YTAY) T By
+oE (/FAY : YTBY) i) (,JAY - ;FBY) +2E (,FAY) W By
=0
oy Au-E (YTBY> v ou A -Eu " BY +u  Ap- B — T Ap- i By
=0
— u" Ap - Spur(BK) — pu" B - Spur(AK) — Spur(AK) - Spur(BK)
=0 (Lemma[2.1.2)
——f
—F (YTAY - YTBY> + 24 BE (Y - YTAY) 17 By - Spur(AK)
=0 =K
—_—— —
+2uT AE (Y - YTBY) 4uT AR (YYT) By + 1" Ay - Spur(BK)
— u'" Ap - Spur(BK) — pu" Bu - Spur(AK) — Spur(AK)Spur(BK)
~E (YTAY : YTBY> + 44" AK By — Spur(AK) - Spur(BK).

Wegen
n n n
E(YTAY YTBY) =E [ Y ay¥iV- 3 uWadi | = > aybuF (VYY)
1,7=1 k=1 1,7,k,l=1
n
L

ivjvkvlzl
n

= Zaijkij' Zbkl‘kkl+2 Z agj - kji - bk - ki

ig—1 k=1 ij kl=1
=2 Spur (AKBK) + Spur (AK) - Spur (BK)
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folgt:

Cov (XTAX, XTBX)
= 2. Spur (AK BK) 4 Spur (AK) - Spur (BK) + 4" AK By
— Spur (AK) - Spur (BK) = 4u" AKBu + 2 - Spur(AK BK).

Folgerung 2.1.2.
Var (XTAX) = 4u" AK Ap + 2 - Spur ((AK)?)

Satz 2.1.6. Es seien X ~ N(u, K) und A, B € R zwei symmetrische Matrizen. Dann
gilt:

Cov(BX,XTAX) =2BK Ay

Beweis.

T (Folgerung 2.1.1) T T

Cov(BX, X TAX) o E [(BX — Bu)(XTAX — u" Ay — spur(AK))}
~E [B(X ~ ) ((X ) TAX — ) + 20T AX — 20 Ap — Spur(AK))} ,

denn

(X —p)TAX —p) = XTAX —puTAX — X TAp+p' Ap
und mit der Substitution Z = X — p (und damit E Z = 0)

Cov(BX, X AX)=E [BZ(ZTAZ +oulAZ — Spur(AK))]

=E(BZ-Z"AZ)+2E(BZ - ' AZ) — Spur(AK) - E(BZ)
=9B(BZ-Z"Ap)+E(BZZ"AZ)=2B E(ZZ") An

———
CovX=K
+B-E(ZZ"AZ) = 2BK Ay,
=0
wegen Z ~ N(0, K) und Lemma und dem Beweis von Satz [2.1.5 O

Definition 2.1.6. Es seien X; ~ N(p;,1), @ = 1,...,n unabhingig. Dann besitzt die
Zufallsvariable

Y =X +...+ X2
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die sogenannte nicht-zentrale X%’#—Verteilung mit n Freiheitsgraden und dem Nichtzen-
tralitdtsparameter

n
p=> .
=1

(in Stochastik I betrachteten wir den Spezialfall der zentralen x2-Verteilung mit p = 0).

In Bemerkung 5.2.1, Vorlesungsskript WR, haben wir momenterzeugende Funktionen
von Zufallsvariablen eingefiihrt. Jetzt bendtigen wir fiir den Beweis des Satzes [2.1.7]
folgenden Eindeutigkeitssatz:

Lemma 2.1.3 (Eindeutigkeitssatz fir momenterzeugende Funktionen). Es seien X und
Xy zwei absolutstetige Zufallsvariablen mit momenterzeugenden Funktionen

My, (t) =EeXi, i=1,2,

die auf einem Intervall (a,b) definiert sind. Falls f; und fo die Dichten der Verteilung
von X7 und X5 sind, dann gilt

fi(z) = fa(z) fiir fast alle x € R & My, (t) = Mx,(t), t € (a,b).
Ohne Beweis.

Satz 2.1.7. Die Dichte einer X%u—verteilten Zufallsvariable X (mit n € N und p > 0) ist
gegeben durch die Mischung der Dichten von X% 4oy~ Verteilungen mit Mischungsvariable
J ~ Poisson(u/2):

) : o n42j 4
e—n/2W2)7 et S, 12> 0,
fx(z) = ];) T (2.1.1)
0, x < 0.

Beweis. 1. Wir berechnen zuerst Mx(t), X ~ X?wt:

Mx(t) =E () = exp {ti){f}

i=1

(wi—py)? 1
. / etx? e 2“ d$l <t < 57 )(2 ~ N(,LL“ 1))

—0o0

s
I
—

—.
3 -
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Es gilt:
2
i — b 1
ta? — (%QM) = 5(215:1:? — 2?4 2z — p?)
L 2 T T 2
= —= ; 1—2t — 2x; i L — L <

IR RE )

_ 1 (wi(1=2t) —p)® 5 2
2 1— 92t M 1o

(i (1—2t) — )

Wir substituieren

R e
und erhalten
e , [t A
Mx(t) = (1—2t) 2H6Xp wi\ T ) 27T/€ > dy;
i=1 N
=1
(1—2t)"2 -e L i 2 L e _H t < !
— [— - ex . . = . X —.
Pli—ae &M~ a2 TP T2 2
2. Es sel Y eine Zufallsvariable mit der Dichte (2.1.1). Wir berechnen My (t):
00 i o0 _z n+2j g
2)7 .
My(t)zZe*%(“/,,) : /em- ¢ :;? ’ - do
. n n
=0 J J T < g J) L n4%
:MX%+2]' (15)2(1720(%”‘%23.)/2 (Stochastik I, Satz 3.2.1)
SN ey
T 1 _opnE 21 —28)) 4!
(1 —2t)2 = 2(1—2t) J!

R S poo Voot e (L= (1 20))
S (1-2n)F p{ 2+2(1—2t)}_(12t)3 p{ 2. (1—2t) }

Nach Lemma gilt dann, fx(x) = fy(x) fiir fast alle z € R.
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Bemerkung 2.1.2. 1. Die Definition kann in folgender Form umgeschrieben
werden:

Falls X ~ N(i,I), i = (pa,...,p)", dann gilt |X[* = XTX ~ x2 . wobei
=1

2. Die obige Eigenschaft kann auf X ~ N(f, K), mit einer symmetrischen, positiv
definiten (n x n)-Matrix K verallgemeinert werden:

XTK'X ~ X2, wobel ji=j K,
denn weil K positiv definit ist, gibt es ein K%, sodaf K = K3K3'. Dann gilt
_1 _1 . _1 _1i7T _1 1 1T _1T
Y=K2X~NK 2u,Z), weil K 2KK 2 =K 2-K2-K2 K2 =71

und daher

Punkt 1 o
~Y ~
n,pn?

.
YTy mit i = (K—%ﬁ) K=K 3 K= K[

Satz 2.1.8. Es sei X ~ N(u, K), wobei K eine symmetrische, positiv definite (n x n)-
Matrix ist, und sei A eine weitere symmetrische (n x n)-Matrix mit der Eigenschaft
AK = (AK)? (Idempotenz) und Rang(A4) = r < n. Dann gilt:

XTAX ~ X%ﬁ, wobei i = pu' Ap.
Beweis. Wir zeigen, daf A nicht negativ definit ist.

AK = (AK)? = AK - AK | K}
— A=AKA= Vz eR": 2" Az = 2" AK Ax

= (Az)"K(Az) > 0 wegen der positiven Definitheit von K.
=y =y

= A ist nicht negativ definit.
— 3H : eine (n x r)-Matrix mit Rang(H) =r: A= HH'
Somit gilt
X"AX=X"H-H'X=H"X)" H'X=Y"Y
—
=Y
Esgilt: Y ~ N(H "1, Z,), denn nach Satz[2.1.3|ist Y ~ N(H "y, H' K H) und Rang(H) =
r. Das heifit, H ' H ist eine invertierbare (r x r)-Matrix, und
H'KH=H"H WH'"H-H'KH-(H" H)Y(H"H)™!
—AKA=A
=H"H)'H"- A -HH'H)!
<~
=HHT

=T
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Dann ist
XTAX =Y P xiymit o= (H ' p)® =p H-H p=p' Ap.
O

Satz 2.1.9 (Unabhingigkeit). Es sei X ~ N(u, K) und K eine symmetrische, nicht-
negativ definite (n x n)-Matrix.

1. Es seien A, B (r; x n) bzw. (ro X n)-Matrizen, r1,79 < n mit AKB' = 0. Dann
sind die Vektoren AX und BX unabhéngig.

2. Sei ferner C' eine symmetrische, nicht-negativ definite (n x n)-Matrix mit der Ei-
genschaft AKC = 0. Dann sind AX und X" CX unabhiingig.

Beweis. 1. Nach Satz[2.1.2} 3) gilt: AX und BX sind unabhiingig <= ¢(ax px)(t) =
oax(t) - opx(t), t = (t1,t2)T € R"1¥72 t; € R™, ty € R™2. Es ist zu zeigen:

eax.px)(t) = R liti A+t; B)-X L @ it] AX g ity BX

Es gilt

. . T
Poax.sx)(t) = E i(t] A+t] B)-X (DeIRLY i(e] Avt] B)p—5-(¢] A+t] B)K-(t] A+t] B) 7
und mit

-
(tIA + t2TB> K- (tIA + tZTB)
T NN NN T T NE T )"
=t] AKA "t +t] -AKB' to+ty - BKA' t;+ty BKB'ty
=0 =(AKBT)T=0
ist
O(AX,BX) (t) = pit " A=t AKATty ity B—5t] BKB t
=pax(t1) - ppx(t2), t1 €R™, tp €R™
2. C ist symmetrisch, nicht-negativ definit = Es gibt eine (n x r)-Matrix H mit
Rang(H) =7 <nund C = HH'", = H' H hat Rang r und ist somit invertierbar.
Dann gilt:
X'"CX=X"HH'X=(H"X)" -H'X =|H"X”.

Falls AX und H' X unabhingig sind, dann sind auch AX und X 'CX = |H " X |?
unabhéngig, nach dem Transformationssatz fiir Zufallsvektoren. Nach 1) sind AX
und H "X unabhiingig, falls AK(H")" = AKH = 0. Da nach Voraussetzung

AKC=AKH-H' =0=— AKH-H"H =0,
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da aber 3(H T H)™, folgt, daft

0=AKH-H'H-(H'H)™' = AKH — AKH =0
— AX und H'X sind unabhingig
— AX und X "CX sind unabhingig.

O]

2.2 Multivariate lineare Regressionsmodelle mit vollem Rang
Die multivariate lineare Regression hat die Form
Y =X0+c¢,

wobei Y = (Y1,...,Y,,) " der Zufallsvektor der Zielvariablen ist,

X=(2y) ) .,

7j=1,....m
ist eine deterministische Design-Matriz mit vollem Rang, Rang(X) = r = m < n,
B = (B1,...,0m)" ist der Parametervektor und ¢ = (e1,...,e,)" ist der Zufallsvektor

der Stérgréfien, mit Ee; = 0, Vare; = 02 > 0. Das Ziel dieses Abschnittes wird sein, /3
und o2 geeignet zu schiitzen.

2.2.1 Methode der kleinsten Quadrate

Sei X = (X1,...,Xy), wobei die deterministischen Vektoren X; = (z1;,z2;, .. .,xnj)T,
j = 1,...,m einen m-dimensionalen linearen Unterraum Lx = (Xi,...,X,,) aufspan-
nen. Sei
)= 2y - xpp = 1S (i s nfim)?
€ T _ﬁ.l i — Zi1P1 — .- — Tim m)
1=

die mittlere quadratische Abweichung zwischen Y und Xg.
Der MKQ-Schétzer 8 fiir B ist definiert durch

B = argmin(e(f)). (2.2.1)

Warum existiert eine Losung 5 € R™ des quadratischen Optimierungsproblems ?
Geometrisch kann X 3 als die orthogonale Projektion des Datenvektors Y auf den linearen
Unterraum Lx interpretiert werden. Formal zeigen wir die Existenz der Losung mit
folgendem Satz.
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Abbildung 2.1: Projektion auf den linearen Unterraum L x

Satz 2.2.1. Unter den obigen Voraussetzungen existiert der eindeutig bestimmte MKQ-
Schitzer 3, der die Losung der sogenannten Normalengleichung ist:

X'xXp=Xx"y. (2.2.2)
Daher gilt:
B= (XTX)_1 xTy.
Beweis. Die notwendige Bedingung fiir die Existenz des Minimums ist €/(3) = 0, das

heifit
oe(p oe(B
e,(ﬁ) = ( ;(31),..., Se(3m)> =0.

Es gilt:
¢(8) = % (XTXﬁ _ XTY)

— [ ist eine Losung der Normalengleichung X T X3 = X TY. Wir zeigen die hinreichen-
de Bedingung des Minimums:

" o 826(6) _ 2 T
¢h) = <aﬁi8/8j)i,j:1,...m B gX s

X T X ist symmetrisch und positiv definit, weil X einen vollen Rang hat:

Vy#0,yeR™: y ' XTXy=(Xy) Xy=|Xy*>0
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und aus y # 0 = Xy # 0, folgt, dak ¢”(B) positiv definit ist. Also ist X " X invertier-
bar. Das heifit, 3 ist der Minimumpunkt von e(f). Den Schatzer B = (XTX)_1 XTY be-

kommt man, indem man die Normalengleichung X " X3 = X TY von links mit (X X ) -
multipliziert. O

Beispiel 2.2.1. 1. Finfache lineare Regression

1 I
1 i) -
X=1. . m=2,0=(01,P) ,Y=XB+e¢
1 =z,
B= (51, B2> ergibt den MKQ-Schitzer aus der Stochastik I
N 92 R - o
/BQ_S;(YJ 51: TL_—Xn/BQ,
XX
wobei

Ubungsaufgabe 2.2.1. Beweisen Sie dies!
2. Multiple lineare Regression
Y = X + ¢ mit Designmatrix

1 z11 - z1m
X=1: 1 + fiir 8= (Bo, B1, -+ Bm) -

1 21 -0 Tom

Der MKQ-Schitzer 5 = (X X) ' X TY ist offensichtlich ein linearer Schitzer beziig-
lich Y.

Wir werden jetzt zeigen, daf 3 der beste lineare, erwartungstreue Schdtzer von § (im
Englischen BLUE = best linear unbiased estimator ) in der Klasse

zz{B:Ay+b:E[§:5}

aller linearen erwartungstreuen Schitzer ist.
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Satz 2.2.2 (Giiteeigenschaften des MKQ)-Schdtzers 3) Es sei Y = X + ¢ ein multiva-
riates lineares Regressionsmodell mit vollem Rang m und Storgrofen € = (eq,. .., sn)T
die folgende Voraussetzungen erfiillen:

7

Ee=0, Cov(ejej) = 025Z-j, i,j=1,...,n fir ein o2 € (0,00).
Dann gilt Folgendes:
1. Der MKQ-Schitzer 3 = (XTX)f1 XTY ist erwartungstreu: E 3 = .
2. Cov(fB) =0 (XTX)™"
3. B besitzt die minimale Varianz:
VB eL: Varﬁj > V:aurBj7 j=1,...,m.
Beweis. 1. Es gilt:
EB=E [(XTX>_1 XT(XB+ 5)}
- (XTX) T XTx. 8+ <XTX)71XT . Ee
<=

=0
=3 VYBeR™

2. Fiir alle § = AY + b € L gilt:

B=EB=AEY +b=AXB+b VBeR™.
—b=0, AX=T.
— =AY = A(XB+¢) = AXB + Ae

= [+ Ae.
Fir
B= <XTX>71 xTy
—
gilt:

CovB = (B ((6i—5:) (8 - 5j>>>i,j:1,...,m

=E (Aa- (AE)T) =E (AEETAT) = AE <5€T) AT
— A-0?TAT = 52447 = o2 (XTX)_l xT ((XTX)_1 XT>T

~1 —1 ~1
= 52 (XTX) xTx <XTX> = o2 <XTX> .
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3. Sei B € L, B =B+ Ae. Zu zeigen ist, dak

=X (X'X);Y, i=1,...,m.

(Cov(B))i. =o2(AAT); > (COV(B)>

)

0

Sei D=A— (X"X)"'XT dann folgt: A=D+ (XTX)"1XT,
-1 —1T
AAT = (D + <XTX> XT> <DT +X <XTX> )

-1
_pDT + (XTX> . weil

DX (XTX>_1 - (AX - (XTX>_1 XTX) (XTX)_l ~0

=7 ~~
=7

<XTX>71 XD = (XTX)A X7 (AT - X (XTX)1T>

- (XTX>_1 ((ax)" -xTx (XTX)_1> ~0.

=T

=7

-1 -1
= (a47), = (p07) + (¥Tx) = (x7x),
2 21 2 2
>0
:>Var3i <VarB;, i=1,...,m.

O]

Satz 2.2.3. Es sei Bn der MKQ-Schitzer im oben eingefiihrten multivariaten linearen
Regressionsmodell. Sei {a,},y eine Zahlenfolge mit a, # 0, n € N, a,, = 0 (n — o0).
Es wird vorausgesetzt, dak eine invertierbare (m x m)-Matrix @ existiert mit

Q= lim a, (X,T Xn> .
n—oo

Dann ist Bn schwach konsistent:

Beweis.
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P(‘Bn6‘>s):IP<Bn,B‘2>sQ>
:P<§:Bm Bz2>52><ﬂ)<6{3m_5i2>2}>
i=1 1=1

< mz Varf no_, 0, (aus der Ungleichung von Tschebyschew)

falls Var B;, — 0, i=1,...,m.

n—oo
Var an ist ein Diagonaleintrag von der Matrix

A (Satd2.2.2) -1
/3 (040.2<X;L|—Xn> )

Covi,

Wenn wir zeigen, daf Coan — 0, ist der Satz bewiesen.
n—o0
Es existiert
1 -1
O '= lim — (XnT Xn)
n—00 Ay,

und damit gilt:

. —1 1 -1
lim CovB, = o? lim (X,T Xn> =% lim a, - — (XJ Xn)
n—oo —00 n—0o0

=0-Q ' ¢s%=0.
O]
2.2.2 Schitzer der Varianz o2
Wir fithren den Schiitzer 62 fiir die Varianz o2 der Stérgrofen ¢; folgendermafien ein:
1 12
52 = ‘Y - Xﬁ‘ . (2.2.3)
n—m

Dies ist eine verallgemeinerte Version des Varianzschitzers aus der einfachen linearen
Regression, die wir bereits in Stochastik I kennenlernten. Dabei ist ¥ = Y — X3 der
Vektor der Residuen.

Satz 2.2.4 (Erwartungstreue). Der Varianzschétzer

1 (2
52 = ’Y—Xﬁ‘

n—m

ist erwartungstreu. Das heifst,
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Beweis.
52 n_lm (Y_XB)T<Y—XB)
= - E — (v- X(XTX)”XTY)T (Y - X (x7x) - XTY>
_ (DY) DY
n—m

wobei D =7 — X(XTX)7'XT eine (n x n)-Matrix ist. Dann ist

5% = LYTDTDY = LYTDW =

n—m n—m n—m

YT DY, falls

D" = D und D? = D (das heifit, daf D symmetrisch und idempotent ist). Tats#ichlich
gilt:

DT =1T- <XT>T (XTX>T_1XT —T-X <XTX>_1 XT=D.
D? = (I - X(XTX)*XT) <Z e (XTX> - XT>
—T-2X (XTX)A XT4+x (XTX)A XTX (XTX)il X7
—T-X (XTX>_1XT = D.

Weiterhin gilt:

o’ =~ _1 — - Spur (YTDY) Spur (DYYT)
—E&? = - _1 — - Spur (DE (YYT)) = - _2m -Spur (D),
denn
Spur (D E (YYT))
- spur(D(Xﬁ)(m)T +DXBEe +D Ee(Xp) +D .@f_j)
=0 =0 =Cove =021
und

DX = <I—X(XTX)_1XT> X

—1
:X—X<XTX> X'X=X-X=0.
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Es bleibt zu zeigen, daf Spur(D) =n —m:
—1 -1
Spur(D) = Spur (I - X <XTX) XT) = Spur(Z) — Spur <X (XTX) XT>

=n— Spur(XTX- (XTX>_1> =n-—m.

eine (m x m)-Matrix

2.2.3 Maximum-Likelihood-Schitzer fiir 8 und o2

Um Maximum-Likelihood-Schiitzer fiir 3 und o bzw. Verteilungseigenschaften der MKQ-
Schitzer B und 62 herleiten zu kénnen, muf die Verteilung von e bzw. Y prizisiert
werden. Wir werden ab sofort normalverteilte Storgrofen betrachten, die unabhéngig
und identisch verteilt sind:

e~N(0,06°Z), o*>0.
Daraus folgt:
Y ~ N (XB,0%T).

Wie sieht die Verteilung der MKQ-Schétzer B und 62 aus? Da B = (XTX) ' XTY linear
von Y abhingt, erwartungstreu ist und die Covf = 62 (XTX)_1 besitzt, gilt:

B~ N <5,02 (XTX)_1>

Berechnen wir nun Maximum-Likelihood-Schiitzer fir 8 und o2, und zwar 8 und &2.
Dann zeigen wir, dafs sie im Wesentlichen mit den MKQ-Schétzern iibereinstimmen.

=3,
n

0% =

o

Betrachten wir zunéchst die Likelihood-Funktion von Y:

L5 = 1) = e -ep {5 - X8 X))

und die Log-Likelihood-Funktion

n n 1
logL(y,B,a2) = —§log (2m) —§log (02) ) ly — X5|2-

=g

Die Maximum-Likelihood-Schétzer sind dann

<B>52) = argmax IOgL(y,ﬁ,UQ),
BER™ 52>0

sofern sie existieren.
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Satz 2.2.5 (Mazimum-Likelihood-Schitzung von § und 6%). Es existieren eindeutig be-
stimmte Maximum-Likelihood-Schitzer fiir 3 und o2, die folgendermafen aussehen:

/%:B:(XTX)4X¢Y
9 nm—m

1 2
52 #:fh—xﬂ.
n n

Beweis. Wir fixieren o2 > 0 und suchen

B = argmaxlog L(Y, 8, 0%) = argmin |V — Xﬁ|2 ,
BeER™ BeR™

woraus folgt, daR S mit dem bekannten MKQ-Schitzer B = (XTX)_l XTY identisch
ist, der nicht von o2 abhingt. Berechnen wir jetzt

2 — argmaxlog L (Y, A, a2> = argmax g(c?).

02>0 02>0

o
Es gilt

2 2
—r —00Q, —r —00Q,
g (U ) 02—+00 o9 (U ) 020 >
weil [Y — X% # 0, dadurch, dak Y ~ N (XB,0°T) € {Xy: y € R™} mit Wahrschein-
lichkeit Null. Da

n 1 Y - Xp|

QI(UQ) =—5 35t 9 (02)2

1 12
C oy =2

:—Y—X‘
52 0, ist & n’ 15}

ein Maximumpunkt von g(c?), das heifit, 52 ist ein Maximum-Likelihood-Schitzer fiir
a?. O
Satz 2.2.6. Unter den obigen Voraussetzungen gilt:
1. E¢% = %02, das heifit, 52 ist nicht erwartungstreu; allerdings ist er asymptotisch
unverzerrt.

2 2

2 n—m x 2
~ Xn—m7 o2 g~ Xn—m'

Beweis. 1. Trivial (vergleiche den Beweis von Satz [2.2.4])

n ~
2. pO’

2. Wir zeigen den Satz nur fiir 62.

n—m
2

1 ~12
6* = —|v - x4
(o2 (oa

1+ .
= pY D Y (nach dem Beweis von Satz [2.2.4])
=D2
1 1
:EﬂDYfDYZBEQNX5+@ﬂTLMX5+@

_F;(D@TDg__<ZT>l)<j),
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wobel
€
— | ~N(0,7).
(0> 0,1)
Nach Satz [2.1.8] gilt
-
el ¢
—D—~ X12na
c o

wobei r = Rang(D), weil DZ = D idempotent ist. Falls r = n—m, dann ist “"

X2 _ . Zeigen wir, daft Rang(D) = r = n—m. Aus der linearen Algebra ist bekannt,
daf Rang(D) = n—dim(Kern(D)). Wir zeigen, dak Kern(D) = {Xz : z € R™} und
damit dim(Kern(D)) = m, weil Rang(X) = m. Es ist {Xz : 2 € R"} C Kern(D),

da

~

DX =T-XX"X)'XHx=X-(X"X)"'xTx =0.
und Kern(D) C {Xz: x € R™}, weil
Vy e Kern(D): Dy=0+= (ZT-X(X"X)"'X")y=0
Sy=X-X"X)'XTY =Xz e{Xz: zcR"}.

T

O

Satz 2.2.7. Sei Y = X[ + ¢ ein multivariates lineares Regressionsmodell mit Y =
(Y1,...,Y,) T, Designmatrix X mit Rang(X) =m, 8 = (B1,...,8m)", € ~ N(0,0%T).
Dann sind die Schiitzer § = (X' X)7'XTY fiir 8 baw. 62 = L |Y — Xp)? fiir o2

n—m

unabhingig voneinander.

Beweis. In diesem Beweis verwenden wir den Satz fiir dessen Anwendung wir 3 als
lineare und 62 als quadratische Form von ¢ darstellen. Es ist in den Beweisen der Sitze

und gezeigt worden, daf

B=B+(X"X)'Xx"¢,
=A

1
6% = e"De, wobei D=7 - X(X"X)71xT.
n—m

Zusétzlich gilt AD = 0, weil nach dem Beweis des Satzes

(AD)' =DTAT =D - X((XTX)™HT =0.
=0
Da e ~ N(0,02%Z), folgt daraus
Ac?ID = 0.

Deshalb sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, und B und &2 sind unabhingig.
O
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2.2.4 Tests fiir Regressionsparameter

In diesem Abschnitt wird zunéchst die Hypothese
Ho: =B vs. Hi: B # Bo

fiir ein By € R™ getestet. Dafiir definieren wir die Testgrofie

() x7x (5 4)

mé2

Man kann zeigen (vergleiche Satz [2.2.8)), daf unter Hy gilt:

T:

T~ Fm,n—m~

Daraus folgt, dafs Hy abgelehnt werden soll, falls T' > Fy, ,—m. 1—a, Wobei Fip, p—m.1—q das

(1 —«a)-Quantil der Fj, y—m-Verteilung darstellt. Dies ist ein Test zum Niveau o € (0, 1).
Spezialfall: Der Fall By = 0 beschreibt einen Test auf Zusammenhang ; das heifst, man

testet, ob die Parameter (i, ..., By, fiir die Beschreibung der Daten Y relevant sind.

Bemerkung 2.2.1. 1. Wie kann man verstehen, daf die Testgrofe 1" tatsidchlich Hy
von Hp unterscheiden soll? Fiihren wir die Bezeichnung

Y=Y- X8
~—
=Y

ein; dabei gilt:
1 <12
i
n—m

und Y ist der Vektor der Residuen.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit setzen wir By = 0. Falls Hy nicht gelten soll,
dann ist 5 # 0, und somit

[XBI* = (XB) XB=5"X"X5>0,
weil X den vollen Rang hat. Daraus folgt, dafs Hy abgelehnt werden soll, falls
2 A2 AT T A
‘Y‘ _ ‘Xﬂ‘ —ATXTX3>0.

In der Testgroke | X 3]2 sind allerdings die Schwankungen der Schétzung von 8 nicht
beriicksichtigt. Deswegen teilt man | X 3|2 durch 62:

2

T_BTXTXB_ Y
= 2 A
meo sy -
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Der Satz von Pythagoras liefert

wobei unter Hy
E |Y‘2 =E|Y]?P-E|Y - 1}|2 =no?—E |17\2 gilt, und somit
EY?  (H)no®—E[Y? n-m ( no? )
e(e i) =P \ERE )

well E[Y2 =E (YTY) =0%-n, wegenY ~ N(0,02T).

= Die Testgrofe T ist sensibel gegeniiber Abweichungen von Hj.

2. Die GroRe

wird Reststreuung genannt. Mit deren Hilfe kann der Begrift des Bestimmtheitsma-
Bes R? aus der Stochastik I wie folgt verallgemeinert werden:

Y[?

RQZl_fzv
|Y—Yn‘e’

wobei e = (1,...,1)", Y, = Y;.

1

S|

n
1=

Satz 2.2.8. Unter Hy : 8 = [y gilt

() (5o

mao?

m,n—m:
Beweis. Es gilt

BN (50, o2 (XTX)_1>

— BB~ N(0,02(XT X)),
=K

Falls A = X;X , dann ist AK = 7 idempotent. Dann gilt nach Satz
. T . i
(B-t) A(B-m)

(Zur Information: Unter H; wire (3 — o) T A(8 — o) nicht-zentral y2-verteilt).
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Es gilt zusétzlich:

Aus Satz folgt die Unabhéngigkeit von (3 — o) T A(B — Bo) und nne,

(8= Bo) (XTX)(B— Bo)/m

= L= e (= m)

~ Fm,n—m

nach der Definition der F-Verteilung.

Jetzt wird die Relevanz der einzelnen Parameter j3; getestet:

Hy : Bj = Boj vs. Hy : B; # Boj-

Satz 2.2.9. Unter Hy : 3; = Bo; gilt:

Bj — Boj .
T, = 2 tn_m, wobei
oV I

(XTX) B = (xij)i,jzl,...,m :

Beweis. Aus f3 o N(By,c%(XTX)™1) folgt Bj o N(Boj, 02297) und somit Bj — Boj ~

N(0,02277). Dann ist % ~ N(0,1). Zusétzlich gilt: (”707@02 ] X2 _m, und nach Satz
sind beide Grofen unabhéngig. Daraus folgt:
Bi—Boj
S ova
T‘j (n—m)62 tnm.
(n—m)o?

Somit wird Hy : 8; = Bjo abgelehnt, falls [T > t,,_,, 1_o/2. Dies ist ein Test von Hy
vs. H1 zum Niveau o.
Sei nun

H(] : le :Bojl,...,ﬁjl :Bojl VS. H1 i € {1,,[} : /Bji #ﬁoji
die zu testende Hypothese.

Ubungsaufgabe 2.2.2. Zeigen Sie, daf unter Hy folgende Verteilungsaussage gilt:

(5 — By) "K' (5" — Bp)

62

T:

~ F‘l,nfmv



2 Lineare Regression 81

wobei
5/ = (lev cee 7/3jz)7
(/) = (50]17 s 750j1)7
L oL pdid -1
K' =
lejl . le.jl

Konstruieren Sie den dazugehorigen F-Test!

Test auf Linearkombination von Parametern
Sei nun
Hy: HB=cvs. H : HB # c,
wobei H eine (r x m)-Matrix und ¢ € R" sind.
Satz 2.2.10. Unter Hy gilt

p o WA= XX =)
ro

Deshalb wird Hy : H3 = c abgelehnt, falls T'> F} . 1—qa-
Ubungsaufgabe 2.2.3. Beweisen Sie Satz [2.2.10

2.2.5 Konfidenzbereiche

1. Konfidenzintervall fiir 3;
Im Satz haben wir gezeigt, daf

ﬁj - ﬁ] ~t
— n—my
-Vl
wobei (XTX)™! = (xij)m:lw,m. Daraus kann mit den iiblichen Uberlegungen

folgendes Konfidenzintervall fiir 8; zum Niveau 1 — « abgeleitet werden:

P (,@] — tn,mJ,a/Q SOVl < /Bj < /Bj + tnfm,lfa/2 ’ &\/ﬁ> =1l-o

2. Simultaner Konfidenzbereich fiir 8= (B1,...,Bm)"

Falls A; wie unten definiert ist, dann erhdlt man mit Hilfe folgender Bonferroni-
Ungleichung

P

J

Aj| =) P(4) — (m—1),
j=1

DL
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dafs
P(/éj - tnfm,lfa/@m) oVl < /Bj < Bj + tnfm,lfa/(Qm) ’ (5’\/:67, J=1... 7m>
=A;
(Bonferroni) 4
> — —1)=m- - — | = =1-oa.
P(A;) - (m—1) m(1 m) mitl=1-a

Daraus folgt, daf
{/B - (Bla ) Bm)—r : ﬁj € [Bj - tnfm,lfa/(Qm) OV l'jja /3 + tnfm,lfa/(Zm) 0 wjj]}

ein simultaner Konfidenzbereich fiir 5 zum Niveau 1 — « ist.

. Konfidenzellipsoid fiir 5.

In Satz haben wir bewiesen, daf
(BB (XTX)(5 - B)

T = -
mao?2

~ Frn—m.-
Daraus folgt, daf

P(T < Fpn-mi-a)=1—a und
(B=BAT(XTX)(B-5)

mao?2

E= {B eR™: < Fm,n—m,l—a}

ein Konfidenzellipsoid zum Niveau 1 — « ist, siche Abbildung [2.2]

Abbildung 2.2: Konfidenzellipsoid

Da ein Ellipsoid in das minimale Parallelepipet P eingebettet werden kann, sodafs
die Seitenldngen von P gleich 2x der Halbachsenldngen von & sind, ergibt sich
folgender simultaner Konfidenzbereich fiir 8 = (B1,...,Bm)

P = {/8 : /éj - a—\/mxijm,n—m,l—a < Bj < /éj + 6_\/mxijm,n—m,1—a}

j=1....,m.
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4. Konfidenzintervall fir den erwarteten Zielwert xo161 + ... + TomBm.

Sei Yo = 20181 + ... + TomSm + €0 eine neue Zielvariable mit Eeg = 0. Dann ist

n
EYo =) z0ibi-

i=1

Wir konstruieren ein Konfidenzintervall fiir E Y. Dazu verwenden wir die Beweis-
idee des Satzes kombiniert mit Satz 2.2.10| mit H = (zo1,...,%om) = g,
r = 1. Dann ist

m m
> Bixoi — Y Bivos
=1 i

=1

~ tp—m-
61/xd (XTX) g

T —

Darum ist

m
{5 = (ﬁly v 75m)T : Z inﬁi -0 \/ x(—)r(XTX)_le . tnfm,lfoz/Q
i=1
m m
< @i < woili + 6/ af (XTX)ag - tn—m,l—a/2}
i=1 i=1

m
ein Konfidenzintervall fir ) z¢;; zum Niveau 1 — «a.
i=1

5. Prognoseintervall fiir die Zielvariable Yy.

m
Fiir Yy = >_ 208 + €0 mit eg ~ N(0,02), g9 unabhiingig von e1,. .., &, gilt:
i=1

2 B — Yo ~ N(0,0%(1 + zg (X X))

1B -
— 26— Yo ~ N(0,1)
o1+ 2] (XTX) g
.
Y
N Ty B 0 ~

61+ 2 (XTX) g
Also ist

(a:gﬁ—i-c, xOTB—c>

mit ¢ = /14 2 (XTX) 120ty pn1-afo

ein Prognoseintervall fiir die Zielvariable Yy zum Niveau 1 — a.
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m
6. Konfidenzband fir die Regressionsebene y = 51+ > x;; im multiplen Regressions-

i=2
modell.
Es sei Y = X + ¢, wobei
1 z2 - T1m
1 @oe -+ Topm 5
X = o ) ) und € ~ N(0, 0* - 7).
1 In2 - Tpm

Wir wollen ein zufélliges Konfidenzband B(z) fiir y angeben. Es gilt

P(yz&—i—ZBixieB(x)):l—a Vr € R wobei

=2
R = {(1,x2,...,xm)T € Rm}.

Satz 2.2.11. Es gilt:

=y
R m 2
(ﬁUTﬁ - (51 + Zﬁz%) )
i=2
P(ﬁe?nxl T (X X) e Fm’”’”’”) Sl

Ohne Bewels.

2.3 Multivariate lineare Regression mit Rang(X) < m

Essel Y = X8 +¢,Y € R", wobei X eine (n x m)-Matrix mit Rang(X) = r < m ist,
B= (B Bn)", e € R Ec =0, E(eig)) = 0;50°, 4,5 = 1,...,n, 0° >0,

Der MKQ-Schétzer g ist nach wie vor eine Losung der Normalengleichung
(XTX> B=XTY.
X TX ist aber nicht mehr invertierbar, weil
Rang(X ' X) < min {Rang(X),Rang(XT)} =r <m.

Um § aus der Normalengleichung zu gewinnen, sollen beide Seiten der Gleichung mit der
sogenannten verallgemeinerten Inversen von X ' X multipliziert werden.
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2.3.1 Verallgemeinerte Inverse

Definition 2.3.1. Sei A eine (n x m)-Matrix. Eine (m x n)-Matrix A~ heifit verallge-
meinerte Inverse von A, falls

AATA=A gilt.
Die Matrix A~ ist nicht eindeutig bestimmt, was die folgenden Hilfssétze zeigen.

Lemma 2.3.1. Sei A eine (n x m)-Matrix, m < n mit Rang(A) = r < m. Es existieren
invertierbare Matrizen P (n x n) und @ (m x m), sodal

I, 0 o
PAQ = ( 0 0 ) , wobei I, = diag(1,...,1). (2.3.1)

r Mal

Folgerung 2.3.1. Fiir eine beliebige (n x m)-Matrix A mit n > m, Rang(A) r =< m

gilt
(T A
_0 < o )P, (2.3.2)

r Mal
—
wobei P und @) Matrizen aus der Darstellung (2.3.1)) sind, Z, = diag(1,...,1), und Ay,
Asg, As beliebige ((m — 1) x r), (r x (n —7)) bzw. ((m — 1) x (n — r))-Matrizen sind.
Insbesondere kann

A =0,

As =0,

As = diag(1,...,1,0,...,0),
——

s—r Mal
se{r,...,m}

gewihlt werden, das heift, Rang(A~) = s € {r,...,m} fiir
_ Z, 0
a3 )
Beweis. Zeigen wir, da fiir A~ wie in (2.3.2]) gegeben, AA~A = A gilt. Aus Lemma
folgt, daf

A=P . diag(1,...,1,0,...,0)-Q
Y (I 0 Z,
AAA_P<OO>QQ<A

(TR

und somit
As Z. 0 1
I )PP (5 0)e
Z,
0

0\ - (T 0\ -
0>Q1:P1(0 0>Q1

ll

P~
= A.
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Lemma 2.3.2. Sei A eine beliebige (n x m)-Matrix mit Rang(A) =r < m, m < n.

1. Falls (ATA)™ eine verallgemeinerte Inverse von A" A ist, dann ist ((ATA)_)T
ebenfalls eine verallgemeinerte Inverse von AT A.

2. Es gilt die Darstellung
(ATA)(ATA)"AT =A"  bzw.
A(ATA)"(ATA) = A.

Beweis. 1. AT A ist symmetrisch, also

(ATA(ATA)—ATA>T - (ATA)T —ATA.

—ATA((ATA)~) AT A

Also ist ((ATA)_)T eine verallgemeinerte Inverse von AT A.
2. Essei B=(ATA)(ATA)"AT — AT, Wir zeigen, dal B = 0, indem wir zeigen, daf
BB" =0.
-
BBT = ((ATA)(ATA)—AT - AT> (A ((ATA)—) ATA- A)
T
— ATAATA)"AT A ((ATA)—) ATA— ATAATA)"ATA
—ATA

.
—ATA ((ATA)*) ATA+ATA=ATA - 24TA+ATA=0.

=ATA
Die Aussage A(ATA)"ATA = A erhilt man, indem man die Matrizen an beiden

Seiten der Gleichung AT A(ATA)"AT = AT transponiert.
O

2.3.2 MKQ-Schatzer fir 3

Satz 2.3.1. Es sei X eine (n x m)-Designmatrix mit Rang(X) = r < m in der linearen
Regression Y = X3 + ¢. Die allgemeine Losung der Normalengleichung

(XTX) B=X'Y
sieht folgendermafen aus:

B = (XTX)_ X'y + <Im — (XTX)_ XTX> z, z€R™. (2.3.3)
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Beweis. 1. Zeigen wir, da 8 wie in (2.3.3]) angegeben, eine Losung der Normalenglei-
chung darstellt.

X'Xg=X"X)(X"X)" XY + (XTX ~X'X(XTX)" XX ) z
=XT( Lemmal[2.3.2] 2.)) =XTX
=Xy

2. Zeigen wir, daR eine beliebige Losung 3’ der Normalengleichung die Form ({2.3.3))
besitzt. Sei § die Losung (2.3.3). Wir bilden die Differenz der Gleichungen

(X'xX)p =XTYy
- XTX)p =XTy
(X'X)('-8) =0

gr=B-8+8
— 8B+ (X X)XTY + (Im . (XTX)*XTX) 2
— (XTX) XY+ (Tn— (X X)X X) 24 (8 = 8) - (X X)X X(# - )

=0

—(XTX)XTY + (Im - (XTX)_XTX) (&ﬁ:__ﬁ)

= /3’ besitzt die Darstellung ([2.3.3).
0

Bemerkung 2.3.1. Der Satz liefert die Menge aller Extremalpunkte der MKQ-
Minimierungsaufgabe

e(8) = % Y~ X — min.

Deshalb soll die Menge aller MKQ-Schétzer von § in (2.3.3) zusétzliche Anforderungen
erfiillen.

Satz 2.3.2. 1. Alle MKQ-Schitzer von 8 haben die Form
B— (XTX) " XTY, wobei
(XTX)~ eine beliebige verallgemeinerte Inverse von X ' X ist.

2. [ ist nicht erwartungstreu, denn

EB = (XTX> T XTx3.
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3. Es gilt:

Covi = o (XTX)_ <XTX> ( (XTX)*)T

Beweis. 1. Zeigen wir, daf e(f8) > e(8) VB € R™.

@I

n-e(B) =YV - X8> = (Y - XB+ X(
=Y -XB)T(Y - XB) + (X(
+2(B8-8)"X"(Y - XP)
=n-e(B)+2-(B-8) (XY — (X"XB))+|X(B - B)|”
=0
>n-e(B)+0=n-e(B), denn

—B) (Y — XB+ X(B - B))
- 8) (X(B-8)

™|

B hat die Form (2.3.3) mit z = 0 und ist somit eine Losung der Normalengleichung.

2. Es gilt:

EB=E ((XTX)*XTY) - (XTX> "X'EY
=(X"X)"X"XpB, weil aus
Y=XF+¢e, Ee=0 die Relation EY = Xg folgt.

Warum ist § nicht erwartungstreu? Also warum ist (X ' X)"XT X3 # 8, 8 € R™?
Da Rang(X) = r < m, ist Rang(X " X) < m und damit Rang((X X)X TX) <
m. Darum existiert ein 8 # 0, fiir das gilt:

(XTX)_ XTXB=0+#8,

also ist B nicht erwartungstreu. Es gilt sogar, daf alle Losungen von (2.3.3)) keine er-
wartungstreuen Schitzer sind. Wenn wir den Erwartungswert an (2.3.3)) anwenden,
so erhielten wir im Falle der Erwartungstreue:

VBER™: f=(X'X) XX+ (Zm - (XTX)*(XTX)) 2, zeR™
— (Zm . (XTX)—(XTX)) (:—B)=0 Vz,8eR™
= (X'X)(X"X)B-2)=B—-2 Vz,BeR™

Da diese Gleichung nicht fiir alle § € R™ gelten kann (sieche oben), fithrt die
Annahme der Erwartungstreue zum Widerspruch.
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3. Es gilt:

Cov (B, B;) = Cov(( KX XTY) ((XTX)‘XTY)j)
=A=(ay)

= Cov <Zn: aikYk, Zn: CL]‘ZYZ>
k=1 =1

n n
=3 aa; Cov(Vi, Y1) = 0* > apaje = (02447
k=1 —— k=1 I
=026y,

_ (02(XTX)—XTX ((XTX)_>T)

ij.

2.3.3 Erwartungstreu schitzbare Funktionen

Definition 2.3.2. Eine Linearkombination a'$ von fi, ..., Bm, a € R™ heifit (erwar-
tungstreu) schédtzbar, falls

JeceR": E <CTY) =a' B,
das heift, falls es einen linearen, erwartungstreuen Schétzer ¢'Y fiir a' 3 gibt.

Satz 2.3.3. Die Funktion a' 3, a € R™ ist genau dann erwartungstreu schiitzbar, wenn
eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. 3ceR*: o' =c¢'X.

2. a erfillt die Gleichung
al (XTX>_ XX =a'. (2.3.4)
Beweis. 1. ,=—= “ Falls a' 8 schiitzbar, dann existiert ein d € R” mit E(d'Y) =
a'B VB eR™. Also
A" B=dBY =d" X8 = (aT - dTX) B=0, V3ecR™
— ' =d'X,
setze ¢ = d, damit ist die erste Richtung bewiesen.

= “E(c"Y)=c'EY =c"XB =a'p,also ist a' B erwartungstreu schiitzbar.



90 2 Lineare Regression

2. ,= “ Falls a' 8 erwartungstreu schitzbar ist, dann gilt:

dT(XTX)"XTx Pkt Ty (xTX) X Tx =T x P T,

=X (Lemma [2.3.2)

Also ist ([2.3.4) erfiillt.
ye=“Falls o (XTX)"X"X = a', dann gilt mit ¢ = (¢"(XTX)"X ") nach
Punkt 1, da a' 3 schétzbar ist.

O

Bemerkung 2.3.2. Im Falle der Regression mit Rang(X) = m ist die Gleichung ([2.3.4)
immer erfiillt, denn (X " X)~ = (X" X)~! und damit ist a' 3 schitzbar fiir alle a € R™.

Satz 2.3.4 (Beispiele schatzbarer Funktionen). Falls Rang(X) = r < m, dann sind
folgende Linearkombinationen von 3 schéitzbar:

m
1. Die Koordinaten ) x;;3;, i =1,...,n des Erwartungswertvektors EY = Xz.
j=1

2. Beliebige Linearkombinationen schétzbarer Funktionen.

Bewess. 1. Fihre die Bezeichnung &; = (x;1,...,Tim), ¢ = 1,...,n ein. Dann ist

m

~T .
Zmijﬁj =z, Vi=1,...,n,
=1

XB = (Z1,82,...,%n) B

Z;0 ist schitzbar, falls ; die Gleichung (2.3.4)) erfiillt, die fiir alle ¢ = 1,...,n
folgendermafken in Matrixform dargestellt werden kann:

X (XTX>7 XTX =X,
was nach Lemma Giiltigkeit besitzt.
2. Fir ay,...,a; € R™ seien alTﬂ,...,a;B schitzbare Funktionen. Fiir alle A =
k
(M, M) T € RF zeigen wir, daR Y. \; - a8 = ATAB schiitzbar ist, wobei
i=1
A= (ay,...,a;)". Zu zeigen bleibt: b= (AT A) T erfiillt ([2.3.4), also
NA(XTX) XTX =TA,
Diese Gleichung stimmt, weil ¢} (X X)"X "X =a/,i=1,...,k. Nach Satz

2.) ist AT AB schitzbar.
O
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Satz 2.3.5 (Gaufi-Markov). Es sei a' 3 eine schitzbare Funktion, a € R™ im linearen
Regressionsmodell Y = X + € mit Rang(X) < m.

1. Der beste lineare erwartungstreue Schitzer (engl. BLUE - best linear unbiased
estimator) von a' 3 ist durch a' 3 gegeben, wobei

3= (XTX) “XTy
ein MKQ-Schétzer fiir 3 ist.
2. Var(a'B) = 0% (X" X)"a.

Beweis. Die Linearitit von o' 8 =a' (X T X)X Y als Funktion von Y ist klar. Zeigen
wir die Erwartungstreue:
E(@'B)=a'Ef=0a' (X'X)"XTXB
=c"X(X"X)"X"XB=¢"XB=0a'B VBecR™

=X (Lemma [2.3.9) =aT

Berechnen wir Var (a' ) (also beweisen wir Punkt 2), und zeigen, da sie minimal ist.

Var (aTB) = Var <Z azﬂi> = Z a;a; - Cov (BZ,BJ)
i=1

ij=1
= a"Cov (B) a ®E3D ;T2 ((XTX)_XTX(XTX)_>T a
—o2.a’ ((XTX)*)T XX ((XTX)*)T a
S—r— ——r

=(XTX)~ (XTX)-
bemme B3R 1) 52T (X TX) " XTX(XTX) a

SarRIB L) 2 T x (X TX)XTX(XTX) X e

=X
=2 X(XTX) " XTe=0%"(X"X)a.
~~ —~~

:(ZT =a

Jetzt zeigen wir, dak fiir einen beliebigen linearen, erwartungstreuen Schétzer b'Y von
a'B gilt: Var (b"Y) > Var (a'B). Weil b'Y erwartungstreu ist, gilt: E(b'Y) = a' 3.
Nach Satz gilt: a7 = b" X. Betrachten wir die Varianz von

0 < Var (bTY — aTB) = Var (bTY) —2Cov (bTY, aTB) + Var <aTB>

=Var(b'Y) —20%" (X" X)"a+c%" (X" X)"a=Var(b'Y) — Var (aTB)
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mit

Cov (bTY, aTB) = Cov (bTY, aT(XTX)_XTY> = o2 (XTX)"XTh

=02 (X" X)a.

Damit ist Var (bTY) > Var (aTB) und a'f ist ein bester, linearer, erwartungstreuer
Schitzer fiir a' 3. O

Bemerkung 2.3.3. 1. Falls Rang(X) = m, dann ist aTB der beste lineare, erwar-
tungstreue Schitzer fiir a' 8, a € R™.

2. Wie im folgenden Satz gezeigt wird, hingt der Schiitzer a' 8 = o (X TX)" XY
nicht von der Wahl der verallgemeinerten Inversen ab.

Satz 2.3.6. Der beste lineare, erwartungstreue Schitzer a' 3 fiir a'f ist eindeutig be-
stimmt.

Beweis.

A B=a (XTx) xTy 5B 1)
Wir zeigen, daf X (X T X)~ X T nicht von der Wahl von (X " X)~ abhiingt. Zeigen wir, daf
fiir beliebige verallgemeinerte Inverse A; und As von (X TX) gilt: XA X" = XA, X T,

Nach Lemma 2.) gilt:

X(XTX)"XTY.

XA XTX=X=XAX"X.
Multiplizieren wir alle Teile der Gleichung mit A1 X ' von rechts:
XAXTXAXT=XA4X"T=XAXTXAXT
~—— ——
=XT =XT
Alsoist XA X T = XA, X T. O

2.3.4 Normalverteilte Storgrolien

Sei Y = X 3+¢ ein lineares Regressionsmodell mit Rang(X) = < mund e ~ N(0, o?T).
Genauso wie in Abschnitt kénnen Maximum-Likelihood-Schitzer 3 und &2 fiir 3
und o2 hergeleitet werden. Und genauso wie im Satz kann gezeigt werden, daf

B=B=(X"X)"X"Y und
&=Ly - x3P.
n

Jetzt werden die Verteilungseigenschaften von 5 und &2 untersucht. Wir beginnen mit
der Erwartungstreue von &2. Wir zeigen, dal 62 nicht erwartungstreu ist, dafiir ist aber
der korrigierte Schitzer

1
o = v - XB* =

n—r n—r

noo_
02

erwartungstreu.
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Satz 2.3.7. Der Schiitzer 2 ist erwartungstreu fiir o2.

Der Beweis des Satzes folgt dem Beweis des Satzes[2.2.4] in dem = (XTX)'XTY
und 62 = 2|V — XB|? im Fall Rang(X) = m betrachtet wurden. Somit ist die

Aussage des Satzes ein Spezialfall des Satzes 2.3.7] Fiihren wir die Matrix D =
T-X(XTX)"X" ein.
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Lemma 2.3.3. Fiir D gelten folgende Eigenschaften:

1.
2.
3.
4.

DT = D (Symmetrie),
D? = D (Idempotenz),
DX =0,

Spur(D) =n —r.

Beweis. 1. Es gilt:

DT = (I - X(XTX)—XT)T —7-X ((XTX)—)T xT
=7-X(X"X)"X" =D,

weil (XTX )*)T auch eine verallgemeinerte Inverse von X ' X ist (vergleiche Lem-

ma 233 1.).

. Es gilt:

2
D% = (I _ X(XTX)*XT> =7 2X(XTX) X+ X(X'X) X X (X X)" X"

=X(Lemma[2.3.2] 2.))

=7-X(X'"X)"X" =D.

DX=X- X(X"X)"X'X =X-X=0,

=X (Lemma[2.3.2] 2.))

Es gilt:
Spur(D) = Spur(I) — Spur (X(XTX)_XT> —n — Spur (X(XTX)_XT> .

Verwenden wir die Eigenschaft der symmetrischen idempotenten Matrizen A aus
der linearen Algebra, daf Spur(A) = Rang(A4). Da X (X " X)~ X " symmetrisch und
idempotent ist, geniigt es zu zeigen, daf Rang(X (X' X)~X ") = r. Nach Lemma

2.) gilt:
Rang(X) = r = Rang(X (X ' X)" X " X)
< min {Rang(X(XTX)_XT), Rang(X) }
————

=r

< Rang (X(XTX)*XT) < Rang(X) = r
— Rang (X(XTX)—XT =

)
— Spur (X(XTX)*XT) _—



2 Lineare Regression 95

Beweis des Satzes[2.3.7. Mit Hilfe des Lemmas 2.3.3] bekommt man

72 = v — XB|* = Y - X(XTX)" XTY‘ L |pyp
n—r n—r n—r
‘ = —|De)* = T"D'De= e' De.
n—r n—r S~~~ n—r
=D2=D

Deshalb gilt:

EG? =

1 1
E (STD5> = E Spur <5TD5) = —Spur <D -E ( e ! ))
n—r n—r n—r ~~
02T
2

=7 . Spur(D) = 0% nach Lemma[2.3.3] 4.), weil Eee ' = 02T
n—r

wegen € ~ N(0,0%T).

Satz 2.3.8. Es gelten folgende Verteilungseigenschaften:
1. B~ N ((XTX)—XTXB, S2(XTX)(XTX) ((XTX)—)T),

9 (n— r‘)a2

77 ™~ X
3. B und @? sind unabhingig.
Beweis. 1. Es gilt:
B=X"X)" XY =X"X)X"(Xf4+e)=(X"X) X" XB+(X'X)"X"¢

und mit der Definition von N(-, -) bekommt man
B~N (u, aQAAT) =N ((XTX)—XTXﬁ, a?(XTX)—XTX((XTX)—)T)
mit AAT = (X"TX)"XTX(X"XxX)")"

2. Es gilt o2 1 e De aus dem Beweis des Satzes | Deshalb

g

g

(n —r)o? (5>TD(5> (Satz 2.T) N

0-2 n—r

~N(0,2)

3. Betrachten wir Ae und sta. Es gentigt zu zeigen, dak sie unabhéngig sind, um
die Unabhiingigkeit von 3 und &2 zu beweisen, weil 8 = pu + Ae, 2 = ﬁ&TDE.

Es gilt: A-0%Z - D = 0. Nach Satz sind dann Ae und e De unabhingig.
O]
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2.3.5 Hypothesentests

Betrachten wir die Hypothesen Hy : HB = d vs. Hy : H # d, wobei H eine (s x m)-
Matrix (s < m) mit Rang(H) = s ist, und d € R®.

Im Satz[2.2.10| haben wir im Fall Rang(X) = r = m folgende Testgrofke dafiir betrach-
tet:
(HB —d)"(H(XX)""H") " (H — d) (o)

~ Fs,nfm-

T —

502
Im allgemeinen Fall betrachten wir

(HB —d) (H(XTX)"HT)"'(HB — d)

T= . .

— (2.3.5)
SO

H

Wir wollen zeigen, dafs T (Ho) Fs . Dann wird Hy verworfen, falls T' > Fy ,,_ 1—q. Dies

ist ein Test zum Niveau a € (0,1).

Definition 2.3.3. Die Hypothese Hy : HSB = d heifst testbar, falls alle Koordinaten des
Vektors Hf schitzbare Funktionen sind.

Satz gibt Bedingungen an H an, unter denen Hy : HfS = d testbar ist. Diese

werden im folgendem Lemma formuliert:

Lemma 2.3.4. Die Hypothese Hy : HS = d ist testbar genau dann, wenn
1. 3(s x n)-Matrix C': H = CX, oder
2. HXTX)"XTX =H.

Wir zeigen, daf die Testgrofe T in (2.3.5) wohldefiniert ist, das heifit, die (s x s)-
Matrix H(XTX)"H'" positiv definit und damit invertierbar ist. Aus Folgerung

haben wir X ' X = P! IOT 8 P! fiir eine (m x m)-Matrix P, die invertierbar und
symmetrisch ist. Deshalb gilt
7 0
T - _ . T _ .
(X' X)"=P (O Im—'r>P P-P,

das heift, dak es eine eindeutige verallgemeinerte Inverse von X | X mit dieser Darstellung
gibt. Daraus folgt, dak die (s x s)-Matrix HPPH'" = (PH")" - PH" positiv definit ist,
weil Rang(PH ") = 5. Sei nun (X " X)~ eine beliebige verallgemeinerte Inverse von X ' X.
Dann ist mit Lemma

HX'X)"H' =CX(X'X)"X'C" =CXPPX'C" =HPPH',

denn X (X " X)~X T ist invariant beziiglich der Wahl von (X " X)~, laut Beweis des Satzes
Also ist H (X X )_ HT positiv definit fiir eine beliebige verallgemeinerte Inverse
(X X )_ und die Testgrofhe T somit wohldefiniert.
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Satz 2.3.9. Falls Hy : HB = d testbar ist, dann gilt T (Ho)

Fs,n—r~
Beweis. Ahnlich, wie in Satz [2.2.10| gilt

HB—d=HX'X) " X"(XB+e)—d=HX'X) " X'Xp-d+HX'X)"X"

(Ho)

Zeigen wir, daft p =" 0.

M(Lemm:ac' X(XTX)iXTX B—-—d=CXB—-d=HB—d Ho)

=X (Lemma[2.3.2] 2.))

0.

Nach Satz sind (HB — d)" (H(XTX)*HT)_1 (HB —d) und s -5 unabhingig,

(n_(,irz)ﬁ2 ~ X2_,. Also bleibt nur noch zu zeigen, daf
A T -gT) " (Ho)
(#B—a) (HXTx)"HT) (HB-d) 2
~— ——
=eTBT =Be
Es gilt

-1
eTBT (H(XTX)—HT) Be

=T X ((XU()*)T HT <H(XTX)*HT) T HXTX)XT

A

Man kann leicht zeigen, daf A symmetrisch, idempotent und Rang(A) = s ist. Zeigen
wir zum Beispiel die I[dempotenz:

A2=X ((XTX)*)T HT (H(XTX)*HT) T HXTX)XTX ((XTX)*)THT.

H (Lemma [2.3.4] 2.))

-1
( HXTX)" ) HXTX) X7
-1
— X ((XTX) ) aT (H(XTX)—HT) HXTX)"XT = A,
weil (XX )_)T auch eine verallgemeinerte Inverse von X ' X ist (nach Lemma .

Somit hingt auch H(X " X)"H' = CX(XTX TCT nicht von der Wahl von (X X)*
ab, vgl. den Beweis des Satzesm Nach Satz|2

und somit T’ o Fopnp. O

1st6 AS ~ x2 wegene ~ N(0,0°7)
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2.3.6 Konfidenzbereiche

Ahnlich wie in Abschnitt werden wir Konfidenzbereiche fiir unterschiedliche Funk-
tionen vom Parametervektor 3 angeben. Aus dem Satz [2.3.9] ergibt sich unmittelbar
folgender Konfidenzbereich zum Niveau 1 —a € (0,1):

Folgerung 2.3.1. Sei Y = X3 + ¢ ein multivariates Regressionsmodell mit Rang(X) =

r < m, H eine (s x m)-Matrix mit Rang(H) = s, s € {1,...,m} und Hy : HB = d
testbar Vd € R®. Dann ist

{d e (HB—d) (H(XTX)~HT)™" (HB - d) . 1_a}

502
ein Konfidenzbereich fiir HS zum Niveau 1 — «.

Folgerung 2.3.2. Sei h' 3 eine schiitzbare lineare Funktion von £, h € R™. Dann ist

<hTﬁ - tnfr, 1-a/2 " E\/ hT (XTX)_hv hTB + tnfr, 1-a/2 " E\/ hT(XTX)_h>

ein Konfidenzintervall fiir AT 5 zum Niveau 1 — .

Beweis. Setzen wir s =1 und H = h'. Aus Satz folgt

- (W' - d)T (" (XTX)"h) " (kT —d) _(WTB—d) (h"B—d)
B Lo - 2 (WT(XTX)h)

_ (WB-a) P
TR (X TX)h) T

unter der Voraussetzung h'f3 = d, weil o' (XTX) h eindimensional (eine Zahl) ist.
Deshalb gilt

VT= MPhB
oV

und somit
P <_tnfr,1fa/2 < \/T < tnfr,lfa/2> =l-a
Daraus folgt das obige Konfidenzintervall. O

Man kann sogar eine stirkere Version von beweisen, die fiir alle h aus einem
linearen Unterraum gilt:
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Satz 2.3.10 (Konfidenzband von Scheffé). Sei H = (hy,...,hs)", hi,...,hs € R™
1 <s<mund Hy: HB = d testbar Vd € R®. Sei Rang(H) = s und £ =< hy,...,hs >
der lineare Unterraum, der von den Vektoren hq, ..., hs aufgespannt wird. Dann gilt:

(W73 —1hTB)’
< 1 =1-
F (TSZ‘{U%T(XTX)—}L = sfunorioa = 1a

Somit ist
|:hTB — 4/ SF& n—r,1—a - O\/ hT(XTX)fh, hTB + +/ SF& n—r,1—a * O\/ hT(XTX)h:|

ein (gleichméBiges bzgl. h € £) Konfidenzintervall fiir A" 3.

Beweis. Aus dem Satz folgt Va € (0,1):

P((HB-HB)' (H(XTX)‘HT)A (HB~ HB) < 55" Fon-r1a) =1-a.

T

Falls wir zeigen konnen, dafs

_ («7 (#5 — Hp))’
= R { 2 (HXTX)"H)az [’ (2.3.6)

dann ist der Satz bewiesen, denn

T (3 2
1—oz:IP’<T1 §552F57n471,a) :P< max { (w (Hﬁ HB)) }§t>
N————

zeRs, 220 | T (H(XTX)"H")z

t

b ( . { (HT2)"B— (H ) )"

sekozr0 | (H'2) (XTX) (H )

("B —nT8)? )
g <rff?§{ TXTX) g [ ST e

Also, zeigen wir die Giltigkeit von (2.3.6). Es geniigt zu zeigen, da 77 die obere Schranke

von

}<t> und weil H'2 = h € L

(«"(HB — HB))®
2T (HXTX)"H")x

darstellt, die auch angenommen wird. Da H(XTX)"H' positiv definit ist und in-
vertierbar, existiert eine invertierbare (s x s)-Matrix B mit der Eigenschaft BBT =
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H(XT"X)"H'. Dann gilt
_ 2 _ 2
(xT(HB _ Hﬁ)) _ ( «"B -B~YHP - HB))
(BTa)T
<|B'z|?-|B"Y(HB — HB)|* (wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz)
—2 BBz (HB— HB)' - (BY B~ (Hp — HP)
———
— (BT)—IB—I — (BBT)—l
_ -1 _
o H(X'X)"H z- (HF— HB)' (H(XTX)—HT) (HB — HB).
Somit gilt

(«7 (HB — HB))"
2T (HXTX)"HN)z

< (HB-Hp)' (H(XTX)*HT)_1 (HB — HB) =Ty

Man kann leicht priifen, daf diese Schranke fiir x = (H(XTX)*HT)f1 (HB— Hﬁ)
angenommen wird. O

2.3.7 Einfiihrung in die Varianzanalyse

In diesem Abschnitt geben wir ein Beispiel fiir die Verwendung linearer Modelle mit
Design-Matrix, die keinen vollen Rang besitzt. Dabei handelt es sich um die Aussage der
Variabilitit der Erwartungswerte in der Stichprobe Y = (Y1,...,Y;,)7, die auf englisch
analysis of variance, kurz ANOVA, heikt. Spiter werden wir auch denselben Begriff
Varianzanalyse dafiir verwenden.

Betrachten wir zunéchst die einfaktorielle Varianzanalyse, bei der man davon aus-
geht, daf die Stichprobe (Y1,...,Y,) in k£ homogene Teilklassen (Yj;, j = 1,...,n;),
i =1,...,k zerlegbar ist, mit den Eigenschaften:

1E(YZ]):,uZ:,u+ozZ, j=1,...,n5, 1=1,...,k.

k k
2.n;>1, i=1,...,k, > ni=n, > nja;=0.
i=1 i=1

Dabei ist @ ein Faktor, der allen Klassen gemeinsam ist, und «; verkorpert die klas-

senspezifischen Differenzen zwischen den Erwartungswerten puq,...,ug. Die Nummer
i = 1,...,k der Klassen wird als Stufe eines Einflussfaktors (zum Beispiel die Dosis
eines Medikaments in einer klinischen Studie) und «y, i = 1,...,k als Effekt der i-

k
ten Stufe gedeutet. Die Nebenbedingung > n;a; = 0 bewirkt, daf die Umrechnung
i=1

k n;

(1, i) — (w,an,...,ax) eindeutig wird und dak p = 2 Y S EY;;. Es wird
i=1j=1

vorausgesetzt, dafs p; mit unkorrelierten Meffehlern €;; gemessen werden kann, das heifst

}/ij:/li+5ij:/$+ai+5ij’ i=1,....k j=1,...,n (237)

Ee;j =0, Vare; =o?, & unkorreliert, i =1,...,k j=1,...,n;. (2.3.8)
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Es soll die klassische ANOVA-Hypothese getestet werden, dafl keine Variabilitéit in den

Erwartungswerten p; auffindbar ist:

was bedeutet, dafs

Aus der Nebenbedingung

folgt: a; =0

Hy:

Hol

H1 = H2

a1 = (9

k
E n;o
i=1

= i

=...=qy.

i =0.

Die Problemstellung (2.3.7) kann in der Form der multivariaten linearen Regression
folgendermaifsen umgeschrieben werden:

Y =XB+4e¢, wobei Y = (Yi1, .o, Ying, Yor, -+ Yong, oo o5 Yat, -+ o Yiny) |

B=(o,..
62(511,...,€1n1,..
1 1 0
1 1 0
1 1 0
1 0 1

X=1:
1 0 1
1 0
1 0

* 7ak)T7

-y EkLy - -

0

B sknk)—r
0
0

1

N

9

ni

n2

Die (n x (k + 1))-Matrix X hat den Rang &k < m =
Abschnitt 2.3] auf dieses Modell komplett anwendbar.

k 4+ 1, somit ist die Theorie von

Ubungsaufgabe 2.3.1. Zeigen Sie, dass die ANOVA-Hypothese

nicht testbar ist!

HQI

aizoa

Vi=1,...

k
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Um eine dquivalente testbare Hypothese aufzustellen, benutzt man

H(): al—agzo,...,al—ak:O bzw. Ho: Hﬁzo
fiir die (k — 1) x (k + 1)-Matrix

01 -1 0 0

01 0 -1 0
H =

01 0 -1 0

01 O 0 -1

(Zeigen Sie es!)

Bei der zweifaktoriellen Varianzanalyse wird die Stichprobe (Y1,...,Y;,) in Abhingig-
keit von 2 Faktoren in k; - k2 homogene Gruppen aufgeteilt:

Yiiiejs =1, Ny,

fiir 11 = 1,...,]{71, 19 = 1,...,]{32, sodafs

k1 ko

DD i =

i1=1io=1
Hier wird angenommen, dafs

EYiigj = Hiriy = B+ @iy + Biy + Yirio, 1 =1,...,k1,ia =1,... ko,

somit stellt man folgendes lineares Modell auf:

Yiviag = Mirvia + €iring = 1+ iy + Biy +Yirip + €ininjs
j:]_,...,niliQ,il:1,...,k1,’i2:1,...,k2.

Ubungsaufgabe 2.3.2. Schreiben Sie die Design-Matrix X fiir diesen Fall explizit auf!
Zeigen Sie, daf sie wieder keinen vollen Rang besitzt.

*



3 Verallgemeinerte lineare Modelle

Eine andere Klasse von Regressionsmodellen erlaubt einerseits einen beliebigen funktio-
nellen Zusammenhang g zwischen dem Mittelwert der Zielvariablen E Y; und dem linearen
Teil X3, der aus linearen Kombinationen der Eintrdge der Designmatrix X = (z;;) und
des Parametervektors 8 = (B1,...,0m)" besteht; andererseits lisst sie andere Vertei-
lungen von Y; zu, die nicht notwendigerweise auf der Normalverteilung (und Funktionen
davon) basieren. So ist es moglich, Daten Y; zu betrachten, die eine endliche Anzahl von
Ausprigungen haben (z.B. . Ja* und ,Nein“ in ckonomischen Meinungsumfragen). Die
Klasse aller méglichen Verteilungen wird durch die sog. Fzponentialfamilie begrenzt, die
wir in Kiirze einfiihren werden.
Sei Y1,...,Y, eine Zufallsstichprobe der Zielvariablen des Modells und sei
X = (i)

ceey

=1,...,n
=1,....m

i
J
die Designmatrix der Ausgangsvariablen, die hier nicht zufillig sind.

Definition 3.0.4. Das verallgemeinerte lineare Modell ist gegeben durch

(9EY1),...,9(EY,) =X mit f=(Br,....5m)" . (3.0.1)

wobei g : G C R — R die sog. Linkfunktion mit dem Definitionsbereich G ist. Der
Rang (X) =m.

Unter der Annahme, dass g explizit bekannt ist, soll hier der Parametervektor 5 aus
(Y1,...,Y,) geschitzt werden. Wir setzen voraus, dass Y; ,i = 1,...,n, unabhingig,
aber nicht unbedingt identisch verteilt sind. Ihre Verteilung gehdrt jedoch zur folgenden
Klasse von Verteilungen:

3.1 Exponentialfamilie von Verteilungen

Definition 3.1.1. Die Verteilung einer Zufallsvariable Y gehort zur Ezponentialfamilie,
falls es Funktionen a : R x Ry — R und b: © — R gibt, fiir die

e im absolutstetigen Fall die Dichte von Y gegeben ist durch

fo(y) = exp{ ! (y@ +a(y,7) — b(@))}, yeR (3.1.1)

72

103
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e im diskreten Fall die Zahldichte von Y gegeben ist durch

1

Py(Y =vy) :exp{ﬁ(yejta(ym') —b(@))},ye c, (3.1.2)

wobei C der (hdchstens) abzihlbare Wertebereich von 'Y, 72 der sog. Stérparameter,
f € © C R ein Parameter und

@:{OER:/eXp{W}dy<oo}

R

bzw. im diskreten Fall:

0= {9 eR: Z exp {y6+22(y’T)} < oo}

yeC

der natirliche Parameterraum ist, der mindestens zwei verschiedene Elemente ent-
hélt.

Lemma 3.1.1. © ist ein Intervall.

Beweis. Zeigen wir, dass © C R konvex ist. Dann ist es notwendigerweise ein (mdoglicher-
weise undendliches) Intervall. Fiir beliebige 01, 6 € © (mindestens ein solches Paar gibt
es nach Definition [3.1.1) zeigen wir, dass af; + (1 —a)f, € © fiir alle o € (0,1). Nehmen
wir an, dass die Verteilung von Y absolut stetig ist. Da 6; € O, es gilt

1 .
/Rexp{ﬂ(yﬁi +a(y,7'))}dy <oo, 1=1,2.

Durch die offensichtliche Ungleichung

ar; + (1 — a)rg < max{xi,z2}, z1,22 € R a € (0,1)

erhalten wir

exp {:2 (y(oz@l + (1 - 0()92) + a(y, T)) }
= exp {a7_12 (y01 + a(y, 7')) +(1— 04)% (y92 + a(y, 7')) }

< max exp {712 <y9¢ + a(y, T)) } < exp {712 (y91 + a(y, 7')) } + exp {712 <y02 + aly, T)) } ;

/Rexp {712<y(a91 + (1 —a)bs) + a(y,T)) } dy < ZZ;/Rexp {T12<y9¢ + a(y,T)) } dy < o
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nach Voraussetzungen des Lemmas.

= ab) + (1 — 05)02 €0,
und O ist ein Intervall. ]

Beispiel 3.1.1. Welche Verteilungen gehéren zur Exponentialfamilie?

1. Normalverteilung: Falls Y ~ A (i, 0?), dann ist der Erwartungswert p der uns
interessierende Parameter, o2 ist dagegen der Storparameter. Es gilt:

1 (y—m)?

fu(y) = e 207

2 2
—1log(2m0?) — 3 <% — 2 %) }

{
exp {(,12 (yu — % (“72 + %210g(27r02))) } :

so dass

y: o 2 w
O=p, 7=0, a(y,T):—E—?log(%m) und b(u):b(ﬁ):?.

2. Bernoulli-Verteilung: Y ~ Bernoulli(p), p € [0;1] .

Sie wird etwa im Falle von Meinungsumfragen in der Marktforschung verwendet,
in denen

1, falls die Antwort ,ja“ )
Y = { 10 ANTWOLL ») auf eine Frage der Enquete gegeben wurde.

0, falls die Antwort ,nein“
Dabei ist die Wahrscheinlichkeit P(Y = 1) = p, P(Y = 0) = 1 — p. Dann gilt fiir
y {01}
Py(Y =y) =pY(1 fp)l—y — eylogp+(1—y)log(1—p)

— oYlos T —(=log(1-p))

Somit gehort die Bernoulli-Verteilung zur Exponentialfamilie mit

9:loglfp, =1, aly,7)=0, b)) =—log(l—p)=Ilog(l+e’).
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3. Poisson-Verteilung: Falls Y ~ Poisson(A), A > 0, dann gilt fiir y € Ny

N
= e )‘.7

— oY log A—log(y!)—A
!

Somit gehort die Poisson-Verteilung zur Exponentialfamilie mit

O=logh, 7=1, a(y,7)=—log(y!), bl =r=¢".

Lemma 3.1.2. Falls die Verteilung von Y zur Exponentialfamilie gehért, EY? < oo und
b:© — R zweimal stetig differenzierbar ist mit b”(6) > 0 fiir alle # € ©, dann gilt

EY =b'(0), VarY =72%"(9).
Beweis. 1. Fiihren wir den Beweis fiir den Fall der absolut stetigen Verteilung von Y.

Der diskrete Fall 1aRt sich analog behandeln, wenn man das [-Zeichen durch }
ersetzt. Es gilt

BY = [ uha(w)dy / X{Tl?(yem( - b(H))}dy
_ o exp{712< 0+ aly, ))}dy
{

%(yeﬂz (y, 7 ))}dy

=e 72 exp

Il
)
4|
EC
\]l\ﬁ
gl
m o
ﬂw‘g
e

exp {712 (46 + aly, ) — b(6)) } dy

Je fo(y)dy=1

ORI b(9) _b(0) b(0) b
—e 27121 (e =) ) =e -2 -72¥e 2 =b(0).
’7’

2. Es bleibt noch zu zeigen:

Ubungsaufgabe 3.1.1. Beweisen Sie die Formel

VarY = 720" (6) (analog zu 1).
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3.2 Linkfunktion

Die Zielgrofsen Y;, ¢ = 1,...,n seien also unabhingig verteilt mit einer Verteilung, die
zur Exponetialfamilie gehort und einer (Zahl)Dichte wie in (3.1.1) bzw. (3.1.2). Setzen
wir voraus, dass b : © — R zweimal stetig differenzierbar ist mit 4”(6) > 0 fiir alle € ©.
Sei ein verallgemeinertes lineares Modell (3.0.1) gegeben.

Definition 3.2.1. (Natiirliche Linkfunktion)
Die Linkfunktion g : G — R heikt natiirlich, falls g = ()71, G = {¢/(0) : € O} und
g zweimal stetig differenzierbar ist mit ¢’(z) # 0 fiir alle x € G.

Die Frage, warum die natiirliche Linkfunktion so heifst, beantwortet folgendes Lemma:

Lemma 3.2.1. Falls das verallgemeinerte lineare Modell (3.0.1) die natiirliche Linkfunk-
tion besitzt, dann gilt (64,...,6,)" = XB.

Beweis. Wegen b”(0) > 0 ist &' (0) monoton steigend, also invertierbar. Fiihren wir fol-
gende Bezeichnungen ein:

T T :
NZ:}EK7 7}22%/37 Ii:(xilw"uxim) ) Zzla"'an

Da g invertierbar ist, gilt

pi=g Y&l =g (m), i=1,....n
Andererseits folgt u; = b/'(6;) aus Lemma 3.1.2, so dass

) Definition 3.2.1

b,(gl) :9_1(771' b/(nl) ) i = 17"'7”

Wegen der Monotonie von b folgt die Behauptung 6; =n; , i=1,...,n.
O

Beispiel 3.2.1. Berechnen wir die natiirlichen Linkfunktionen fiir die Verteilungen von
Beispiel 3.1.1.

1. Normalverteilung: da b(u) = %2, gilt

V(z) = 2% =z und somit g(x) = (V') '(z) == .

Die natiirliche Linkfunktion ist g(z) = x, somit gilt hier
(1s-- oy pmn) = (EYL, ..., EY,) = X3 .

Das ist genau der Fall der linearen Regression.
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2. Bernoulli-Verteilung: da b(6) = log(1 + ¢?), gilt

1
b/ — x:
(z) o Y
-~ L =
e*m+1_y
S -——1=e"
Yy
& = —log _yzlogly
= g(x) = (V)" (x) = log -

Das verallgemeinerte lineare Regressionsmodell im Falle der Bernoulli-Verteilung
wird bindgre (kategoriale) Regression genannt. Falls sie mit der natiirlichen Link-
funktion verwendet wird, nennt man sie logistische Regression. In diesem Fall gilt

(plv"' 7pn)T = (EYl, 7EYn)T

Qi:loglfip:w;rﬁ, i=1,...,n
T
o el = bi
L —pi
= Di = 69”‘
Pi = e
e%i B )
@pl:m, 7,:1,...,71.

Das Verhéaltnis
Di P(Y;=1)

l—pi P(Y;=0)"’
wird in der englischsprachigen Literatur Odd genannt. Der Logarithmus des Odds
heifst Logit:

1=1,...,n

Di
1—p;’

log t=1,....,n.

Logits sind also hier ,neue Zielvariablen“, die durch Linearkombinationen xZT B ge-
schétzt werden.

Eine alternative Linkfunktion, die oft benutzt wird, ist g(z) = ®~1(z), die Quan-
tilfunktion der Normalverteilung. Sie ist keine natiirliche Linkfunktion. Mit ihrer
Hilfe bekommt man das sog. Probit-Modell:

pi:@(x;ﬁ), 1=1,....n.
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3. Poisson-Verteilung: da b(f) = ¢’ ist in diesem Fall
g(z) =) Hz)=logz, >0

die natiirliche Linkfunktion. Somit hat das verallgemeinerte lineare Modell mit der
natiirlichen Linkfunktion folgende Darstellung

(log A1,...,logA,)T = X3 oder )\i:ex;’rﬁ,izl,...,n.

3.3 Maximum-Likelihood-Schatzung von

Da die (Z&hl)Dichte von Y; die Gestalt

exp {%(y@l +a(y,7) — b(@z))}

hat und Y; unabhéngig sind, kann man die Log-Likelihood-Funktion der Stichprobe
Y = (Y1,...,Y,) in folgender Form aufschreiben:

n 1 n
log L(Y0) =log [ | fo. (i) = 5 > (m +a(Y;,T) — b(@)) : (3.3.1)
i=1 i=1
Aus dem Beweis des Lemmas 3.2.1 folgt, dass

0, =) YWg Yzl B), i=1,....n, (3.3.2)

was bedeutet, dass die Funktion log L(Y, 0) eine Funktion von Parameter /3 ist. In der
Zukunft schreiben wir log L(Y, 8), um diese Tatsache zuAunterstreichen.
Unser Ziel ist es, den Maximum-Likelihood-Schéitzer § fiir 5 zu berechnen:

B = argmax log L(Y, 3) .
B

Dafiir wird die notwendige Bedingung des Extremums

dlog L(Y, )
0B

untersucht. Verwenden wir folgende Bezeichnungen:

=0, i=1,...,m,

_ 9log L(Y, )

Ui(B) 95, ,

UB) = (U1(8),...,Un(B) ",

I;(B) =E[U:(B)U;(B)], dj=1,....m.
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Definition 3.3.1. 1. Die Matrix I(8) = (1;;(83))";=; heift Fisher-Informationsmatriz.

2. Fiihren wir die sog. Hesse-Matriz W () als zuféllige Matrix
2

9B:i0B;

ein. Diese (m x m)-Matrix enthélt die partiellen Ableitungen 2. Ordnung der Log-
Likelihood-Funktion, die fiir die numerische Losung der Maximierungsaufgabe

W(B) = (Wi;(8))i5=1 mit Wi (B) = log L(Y, )

log L(Y, ) — mgx

von Bedeutung sein werden.
Satz 3.3.1. Man kann zeigen, dass U(f) und I(f) folgende explizite Form haben:

1. Es gilt

89_1(771) 1 .
Z(L’z] Y MZ )) 87]1 0_12<ﬂ)7 ]—17...,7’71,

2. Es gilt

Z$1j$lk< 9 (772)> 0215)7 j7k‘:1,...,m,

on; i
wobei 1; = z; 8, ui(B8) = 9”1 (z] B) der Erwartungswert von Y; und

o2() e 312 2y gy BED 2 )1 0T B))), i=1,..m

die Varianz von Y; ist.

Bewezs. 1. Fiihren wir die Bezeichnung

1(8) = % (Yibs +a (Yi,7) — b(6:)), i =1, ... ein.

Somit gilt

Durch die mehrfache Anwendung der Kettenregel ergibt sich
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Oli(B) _ OLi(B) 90; Ou; Omi
op; ~ 00; Ouw O 0B

1=1,....n, j3=1,....m

ali(B) _ 1 (Yz _ b’(@i)) Lemma .12 ?12(}/@ - Mz‘(ﬁ))y

SZZ = (g’;j)_l = ((b’(ei))’)_1 = (b'(6;)) " o (0?(25)>1 _ ag(;),

o 99~ (mi)

on; on;
wegen p; = EY; = g~ (),

on; . a(iU@'T B)
aB; 9B,

=z, t=1,...,n, j=1,...,m,

bekommen wir

n 2 L
Uj(ﬁ) = % Zwij (Y; — ui(B)) - 02(6) ) aga (1)
i=1 7 i
g t(m) 1

ZZZ:;J:Z']‘(Yi—Mi(ﬁ)) 3, ‘02(@, j=1....,m.

2. Firalle¢,j =1,...,m gilt:

n -1 -1
Iy(8) = BBV 8) = 3 sy Cov(¥i, 1) 2 200

k=1
bk, 01(8)

R 391(77k)>2 1
B ;xkiwkj < O o (B)
]

Bemerkung 3.3.1. Im Falle der natiirlichen Linkfunktion vereinfachen sich die obigen
Gleichungen. So sieht die Log-Likelihood-Funktion folgendermafen aus:
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(Yl B+ al¥i )~ bl B)).

i=1
Da in diesem Fall g=1(n;) =¥ (n;) , mi=x/B=06; gilt

log L(Y, ) =

39_1(7%') _ b/1<9i) Lemma 3.1.2 1 2(,8)

i
7270

und somit

1
=1
I]k(ﬁ) - % Zmijwlkal (B) ) ]7k =1
=1

Satz 3.3.2. Es gilt

waxm (Y- m@) i g) o k=1,

wobei
a_li 1 82 b/—lO _11'
s — ganin) wmd vi= (()677129 (77))’ i=1....m,
pi(B) =EY;, o7(8) = VarYi, mni=uz/p.
Beweis. Fiir beliebige j,k =1,...,m gilt
_ 0y (g eEm 8 - (a2 m) 1
B
S 0 (99~ (m) 1 ou(B)
=3 ((n—m(ﬁ))aﬂk( P ) - )L o)
S a (T"(() g ) () o )(m))
= i Y;l_ i
;(“ w5 (e
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wobel
ag_l(m) ) 1 Lemma T2 86/(9,) ) i . 1 . 86/(91) ) 891 i 1 . i%
on; 012(5) und Satz BT on; 72 b”(@‘) N 00; on; T2 b”(&i) 72 on;
und
0 (g '(m) 1\ _ 1% On m=alp 1 @x
8, \ on  o2B))  TomF 9k trogp
dabel ist
wi(B)
-1 -1 -1
09 (m) _ 99" (m) Om _ 09 (m)
Bk on OBk ;i ’
und 0; = (W) tog (), i=1,...,n. O

Fiir verallgemeinerte lineare Modelle mit natiirlichen Linkfunktionen gilt insbesondere

1 n
W(B) =—1(8) =~ Z; zijrio; () (3.3.3)
1=
weil in diesem Fall v; = 0 fur alle i = 1,...,n. W(f) ist also deterministisch. Tatsach-
lich ist nach Lemma [3.2.1|0; = :L"IB = 1n; und somit 86277921 =0,1=1,...,n.

Aus Bemerkung [3.3.1| aukerdem: u? = Lof(3).

7

Beispiel 3.3.1. Wie sehen U(8),I(f) und W () fiir unsere Modelle aus Beispiel 2.6.2
(natiirliche Linkfunktionen) aus?

1. Normalverteilung: dieser Fall entspricht der iiblichen multivariaten linearen Re-
gression mit normalverteilten Stérgrofen. In diesem Fall gilt p = X3, 72 = o2

Aus Bemerkung folgt

V() = X7V - XB),

18) = (B (U8) - Us(9));s jos = S XTX

W(B) = —1(p) -
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2. Logistische Regression: hier gilt 72 =1, u; = p;, 07 = pi(1 — p;),
i=1,...,n, p; € (0,1) und somit

1(8) = X "diag(pi(1 — pi)) X |
W(B)=-I1(8) ,

wobei p = (p1,...,0n)".

3. Poisson-Regression: es gilt 72 =1, yu; = \; = 02, i = 1,...,n und somit

7

Up)=X"(y-x, |,
1(8) = X "diag(\) X
W(B) = —1(8),

wobei A = (A1,..., )" .

Wann ist die Losung des Gleichungssystems U(S) = 0 auch ein Maximum-Punkt der
Funktion log L(Y, 3)?

Mit anderen Worten: Wann existiert der ML-Schéitzer 8 von (3, der eindeutig bestimmt
ist?

A~

B = argmaxlog L(Y, )
B

An der hinreichenden Bedingung eines Maximums folgt, dass die Hesse-Matrix W (/3)
negativ definit sein muss.

Betrachten wir den Spezialfall der natiirlichen Linkfunktion.

Dann gilt nach Bemerkung

e Das Gleichungssystem U(S) = 0 schreibt sich U(8) = 5 X T (Y — u(B)) =0

T2

e Die Matrix W(B) = —T—ﬂXTdiag(af(B))X ist negativ definit, falls zusatzlich
rg(X)=mund 0 < 0?(B) < oo fiiralle i = 1,...,n.

Unter diesen Bedingungen existiert also ein eindeutiger ML-Schétzer B fiir 3.

Geben wir jetzt Verfahren an, die das (im Allgemeinen nicht lineare) Gleichungssystem
U(B) = 0 numerisch 18sen. Diese Ansitze sind iterativ, d.h. sie néhern sich schrittweise
dem ML-Schétzer § an.
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1. Newton-Verfahren
Wihle einen geeigneten Startwert BO e R™.

Im Schritt £ + 1, berechne Bk_l’_l aus Bk,, k =0,1,... auf folgende Art und
Weise:

e Nimm die Taylor-Entwicklung von U(3) bis zur ersten Ordnung an der Stelle
B = U(B) = U(Br) + W (Br)(B — Br)-
e Setze sie gleich Null: U(S1) + W () (8 — fr) = 0

e Die Losung dieses Gleichungssystems ist Bk+1 :

Bk-‘rl:Bk’_W_l(Bk)U(Bk‘) ; k:071327"' ’
vorausgesetzt, dass W(Bk) invertierbar ist.

Breche den Iterationsprozess ab, sobald |By41 — Bk| < 6 fiir eine vorgegebene
Genauigkeit § > 0 ist.

Das Konvergenzverhalten dieses Verfahrens hingt entscheidend von der Wahl von Bo
ab, fiir dessen Konvergenz By nah genug bei B liegen muss. Ein weiterer Nachteil dieses
Verfahrens ist, dass die zufillige Matrix W () unter Umsténden nicht invertierbar ist.
Deswegen schlagen wir jetzt eine Modifikation des Newton-Verfahrens vor, bei der W ()
durch den Erwartungswert

EW(B) =—-1(8) (3.3.4)
ersetzt wird. Dass die Identitdt (3.3.3) stimmt, folgt aus dem Satz 3.3.2, und der
Tatsache, dass EY; = p;, ¢ = 1,...,n. Wenn man voraussetzt, dass rg(X) = m und

u; # 0, ¢ = 1,...,n, so ist nach Satz 3.3.1 I(f) invertierbar. Dieses Verfahren wird
Fisher Scoring genannt.

Der einzige Unterschied zu den Schritten des Newton-Verfahrens besteht beim Fisher
Scoring darin, dass man in Schritt 2 die iterative Gleichung

Brs1 =B+ I B)UBL) , k=0,1,...

einsetzt.
Im Falle einer natiirlichen Linkfunktion gilt nach Bemerkung 3.3.1

B = By + 74 (X Tdiag(o?(B)X ) %5 (XT(v — u(Be))

72

= B+ 7 (X Tdiag(o2(3)X) (X0~ u(B).
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3.4 Asymptotische Tests fiir

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Testregel fiir die Hypothese

Hy:B=PBovs. Hi: B#Bo mit B=(B1,....8m)" , Bo= Bots---sBom)"

zu konstruieren. Insbesondere sind die Haupthypothesen Hp : 8 = 0 bzw. Hy : 5; = 0
von Interesse, weil sie die Tatsache reflektieren, dass die Zielvariablen Y = (Y1,...,Y;,) "
von einigen Ausgangsvariablen (7.B. (x1j,...,%,;) im Falle der Hypothese 3; = 0)
unabhingig sind.

Um solche Hypothesen testen zu kénnen, werden Teststatistiken 7T;, vorgeschlagen, die
asymptotisch (fiir n — o) eine bekannte Priifverteilung (z.B. multivariate Normalver-
teilung oder x? - Verteilung) besitzen. Dafiir sind gewisse Vorarbeiten notwendig.

Sei

gEY) =X, i=1,...,n,

ein verallgemeinertes lineares Modell mit natiirlicher Linkfunktion g. Seien L(Y, 8) , U(f)
und I(3) die Likelihood-Funktion, der Vektor der partiellen Ableitungen von log L(Y, /)
bzw. die Fisher-Informationsmatrix in diesem Modell.
Durch 8, = B(Yl, ..., Yy, X) bezeichne man eine Folge von Schitzern fiir 5.

Es gelten folgende Voraussetzungen:

1. 4 Kompaktum K C R™, so dass alle Zeilen X;, 1 =1,...,n,n € N, von X in K
liegen. Dabei soll @ = 273 € © fiir alle 3 € R™ und z € K.

2. Es existiert eine Folge {I'; },en von diagonalen (m x m)-Matrizen I, = '), () mit

positiven Diagonalelementen und den Eigenschaften lim I',, =0, lim T} I,,(3)T",, =
n—oo n—o0

K~1(B), wobei K(f3) eine symmetrische positiv definite (m x m)-Matrix ist, V3 €
R™.
Satz 3.4.1. Unter obigen Voraussetzungen gilt:

es existiert eine I',,-Konsitente Folge von ML-Schétzern {Bn} fir 3,
(d.h. P <F;1|Bn — Bl <e,U(By) = 0) — 1 fiir n — 00), so dass

L Ty =T (B — B) — 2 N(0, K()) und

n—0o0

2. T, = 2(log L(Y, ) — log L(Y, B)) —2— 2, ,

n—00

Bemerkung 3.4.1. (vgl. [15], S.288-292)

m = dim 8

1. Oft wahlt man I'), = diag (ﬁ, Ce ﬁ)

2. Bisher wurde stets angenommen, dass der Storparameter 72 bekannt ist. Falls es
nicht der Fall ist, kann 72 durch
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1 n (Yz - #z(@n))Q

n—m P b”(9m~)

7A_2

geschiitzt werden, wobei 6,,; = (') (pi(Bn)), i = 1,...,n ist. Dieser Schitzer ist
. .. . 2 " Vary;
ein empirisches Analogon der Gleichung 7% = (e, AUS Lemma,

3. Die Aussage 2. des Satzes gilt auch, wenn man den unbekannten Parameter

72 durch einen konsistenten Schiitzer 72 ersetzt.

Wie verwendet man nun den Satz zum Testen der Hypothesen

Hy:B8=p80 vs. Hi:B# po,

oder komponentenweise
Ho:Bj=8j0,j=1...,m vs. Hi:3j1:8; #Bj 0 7
Sei
m
j=1

ein verallgemeinertes lineares Modell mit natiirlicher Linkfunktion g.
Nach Bemerkung gilt

log L(Y, 8) = 7—12 > (Yi«TiTB + a(Y;,7) — b(ﬂf?ﬁ))

i=1

wobei Y = (Y1,...,Y,)" und 2; = (241,...,%im) " . Deshalb gilt
T, = 32 3 Yix (Bn — Bo) — b(a] Bn) + b Bo)
T
i=1

Bei Vorgabe eines Exponential-Modells (7,b - bekannt), der Stichprobe der Zielvaria-
blen Y und der Designmatrix X wird Hy verworfen, falls 7,, > X%z71—a7 wobei m die
Anzahl der Parameter im Modell, X72n,1—a das (1 — a)-Quantil der y2, - Verteilung und
a € (0,1) das Signifikanzniveau des asymptotischen Tests ist. Dieser Test ist nur fiir
relativ groke n anwendbar. Der Fehler 1. Art hat dabei (fiir n — oo) die asymptotische
Wahrscheinlichkeit «. Falls eine einfache Hypothese

Ho:ﬂj:OVS.Hliﬂj#O

getestet werden soll, benutzt man die aus der Statistik 77 abgeleitete Teststatistik 7}:
Hy wird verworfen, falls
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T = ol
(Tn(Bn))ji
wobei z1_a das (1 — §)-Quantil der AV/(0,1) - Verteilung ist. Hierbei ist {I',} so gewéhlt
worden, dass K(B) = Id ist, V3 € R™. Dies ist ein asymptotischer Test zum Niveau a,
weil

Piy(|T3 > 21-3) = 1~ Py (1T < 21-g) —— 1= ®(z15) + B(~71_3)

NI
« [0
=1-(1-3)+1-(1-3) =0

1_‘13(2’17%)

wobeil

1 ’ t2
@(l’) = E / e_7dt

die Verteilungsfunktion der AV(0,1) - Verteilung ist.

Beispiel 3.4.1. (Kreditrisikopriifung)

vgl. Fahrmeir, L., Kneib, T., Lang, S. - Regression, S.208ff

Es liegt folgender Datensatz einer siidddeutschen Bank aus den 1990er Jahren vor:

Es werden Ergebnisse der Kreditrisikopriifung von n = 1000 Kreditantrigen (ca. 700
gute und 300 schlechte Kredite) analysiert:

) ) 0, falls das Darlehen vom Kunden ¢ zuriickgezahlt wurde
Zielvariable Y; =
1, falls das Darlehen vom Kunden ¢ nicht zuriickgezahlt wurde
Die Designmatrix X enthilt folgende Zusatzinformationen iiber den Kunden:

1, kein Konto

x;1 - Kontofiihrung des Kontos bei der Bank: =
0, sonst

1

0, kein oder schwaches Konto

, gutes Konto
xi2 - Bewertung der Kontofithrung: = { &

;3 - Laufzeit des Kredits in Monaten
;4 - Hohe des Kredits in DM

1 t
x;5 - Zahlungsverhalten beim Kunden : = { > 8
0, sonst

1, privat

Zi6 - Verwendungszweck: = )
0, geschiftlich

Frage: Wie soll B geschétzt werden?

Als Modell wird das Logit-Modell gewéhlt mit p; = P(Y; =1), i=1,...,n:
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Y=1 Y=0

T kein Konto 45.0 20.0
Z9 gut 15.3 49.8
schlecht 39.7 30.2

T4 Kredithohe Y=1 Y=0
0<...<500 1.00 2.14

500 < ... <1000 11.33 9.14

1000 < ... <1500 17.00 19.86

1500 < ... <2500 19.67  24.57

2500 < ... < 5000 25.00  28.57

5000 < ... < 7500 11.33 9.71

7500 < ... < 10000 6.67 3.71
10000 < ... < 15000 7.00 2.00
15000 < ... < 20000 1.00 0.29

5 Friithere Kredite Y=1 Y=0
gut 82.33 94.95

schlecht 17.66 5.15

xg  Verwendungszweck Y =1 Y =0
privat 87.53  69.29

beruflich 4247  30.71

Tabelle 3.1: Auszug aus dem Originaldatensatz

X1

x2 T3 T4

s

T

0274 0.393 20.903 3271

0.911

0.657

Tabelle 3.2: Mittelwerte Z; von z;; im Datensatz

Di

log = = fo+ zirf1 + zi2f2 + Ti3fs + wiafa + @5 B + wie P

)

wobei 5 = (607 see 766)T 3

m=71.

firi=1,...,n,

119

Ziel: Schatze Py, ..., Ps und prife, welche Faktoren fiir die kiinftige Kreditvergabe

relevant sind.

Hy : B; = 0 (Merkmal x; beeinflusst die Kreditvergabe nicht) wird abgelehnt, falls
p-Wert < a. Man sieht, dass u.a. auch g4 fiir die Kreditvergabe nicht relevant ist, was

der Intuition widerspricht. Eine Verfeinerung des Modells ist notwendig:
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Wert \/([771(/3’))“ T!  p-Wert

Bo
p1
B2
B3
B
Bs
Be

0.281 0.303 -0.94  0.347
0.618 0.175 3.53 < 0.001
-1.338 0.201 -6.65 < 0.001
0.033 0.008 429 < 0.001
0.023 0.033 0.72 0.474
-0.986 0.251 -3.93 < 0.001
-0.426 0.266 -2.69  0.007

Tabelle 3.3: Ergebnis zur

ML-Schétzung durch das Fisher Scoring Verfahren, wobei

(I I(B))” als asymptotische Standardabweichung von fJ; interpretiert

wird. Signifikanzniveau: o = 0.001

Neues Modell:

9EY;) = Bo + Brzi1 + Paziz + Biwis + Baxiy + Bizia + Bixy + Bszis + Potic

Wert \/(Igl(ﬁ))” T!  p-Wert

Bo
p1
B2
B3
B3
i
Bi
Bs
Bs

-0.488 0.390 -1.25  0.211
0.618 0.176 3.51 < 0.001
-1.337 0.202 -6.61 < 0.001
0.092 0.025 3.64 < 0.001
-0.001 < 0.001 -2.20  0.028
-0.264 0.099 -2.68  0.007
0.023 0.007 3.07 0.002
-0.995 0.255 -3.90 < 0.001
-0.404 0.160 -2.52  0.012

Tabelle 3.4: p-Werte fiir die Regressionskoeffizienten des neuen Modells

Frage: Welches Modell ist besser?
Mit anderen Worten, wir testen

Hy : 82 = 0 (lineares Modell) vs. Hy : 82 # 0 (quadratisches Modell) bzw.
Hy : B2 = 0 (lineares Modell) vs. Hy : 8% # 0 (quadratisches Modell) .

Dabei verallgemeinern wir die Art der statistischen Hypothesen wie folgt: es wird

Hy:CB=dvs. H : CB8#d
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getestet, wobei C eine (r x m) - Matrix mit rg C =r < m ist und d € R".
Zum Vergleich: frither haben wir

Hy:B=povs. H : B# B0, B,6€R"

getestet. Natiirlich ist 8 = [y ein Spezialfall von C'f = d mit C' = Id, d = . Die neuen
Hypothesen beinhalten Aussagen iiber die Linearkombinationen der Parameterwerte. Wie

soll Hy vs. Hy getestet werden?

Sei 3, der ML-Schétzer von 8 unter Hy, d.h. En = argmax logL(Y,p)
B € Rm: CB=d

Sei 3, der ML-Schitzer von 3 unrestringiert, d.h. By = argmax log L(Y, ).
B8 € Rm

Die Idee der folgenden Tests ist es, Bn mit 3, zu vergleichen. Falls die Abweichung Bn— Bn
grof ist, soll Hy abgelehnt werden.

Satz 3.4.2. Sei log L(Y, 3) die Log-Likelihood-Funktion der Stichprobe der Zielvariablen
Y = (Y1,...,Y,)", I,(B) die Fisher-Informationsmatrix, U(#3) die Score-Funktion des
verallgemeinerten linearen Modells mit natiirlicher Linkfunktion

g:9gEY)=X;6, i=1,...,n.
Wir fiihren folgende Teststatistiken ein:
1. Likelihood-Ratio-Teststatistik:
T, = 2(log L(Y, B,) — log L(Y, B,))
2. Wald-Statistik:
Ty = (OB — ) (CL (B)CT) M (CBy — d)

3. Score-Statistik: B N N B
T, = U(Bn) 1, (82)U(Br)

Unter gewissen Bedingungen an die Schétzer /3 und E (vgl. Satz D sind die Test-
statistiken 1 - 3 asymptotisch x?2,-verteilt: z.B. gilt fiir die Likelihood-Ratio-Teststatistik

T —— Xom -
n— 00

Folgerung 3.4.1. Der Satz 2.6.4 liefert uns folgende Entscheidungsregel: Hy wird abge-
lehnt, falls o
Tn(T;aTn) > Xgn,l—oz :

Dies ist ein asymptotischer Test zum Signifikanzniveau a.

Beispiel 3.4.2 (Fortsetzung). Es ergeben sich folgende Werte fiir die Teststatistiken:
T, =12.44, p-Wert: 0.0020

T =11.47, p-Wert: 0.0032 .
Fiir o = 0.005 gilt p-Wert < «, somit wird Hy : 57 = 0 abgelehnt = das quadratische

verallgemeinerte lineare Modell ist besser.



122 3 Verallgemeinerte lineare Modelle

3.5 Kiriterien zur Modellwahl bzw. Modellanpassung

Es ist bekannt, dass die Giite der Anpassung eines parametrischen Modells an die Daten
im Allgemeinen steigt, wenn die Anzahl der Parameter erhéht wird. Die Aufgabe eines
Statistikers ist es aber, ein gut passendes Modell mit einer mdoglichst kleinen Anzahl
an Parametern zu finden. Deshalb verwendet man folgendes Informationskriterium von
Akaike, um Modelle mit (mdéglicherweise) unterschiedlichen Parametersitzen zu verglei-
chen.

Informationskoeffizient von Akaike:

AIC = —2log L(Y, ) + 2m

wobei Y = (Y7,...,Y,) die Stichprobe der Zielvariablen im verallgemeinerten linea-
ren Modell und 3 der dazugehorige ML-Schitzer sei. Der Wert von AIC beriicksichtigt
einerseits die Forderung der Maximalitéit der Log-Likelihood-Funktion log L(Y, §), ande-
rerseits bestraft er Modelle mit einer grofsen Anzahl von Parametern m. Das Modell mit
dem kleineren AIC ist als besseres Modell einzustufen. Manchmal verwendet man statt
AIC den normierten Koeffizienten AIC/n.

Beispiel 3.5.1 (Fortsetzung). Berechnen wir den Informationskoeffizienten von Akaike
fiir das lineare und quadratische Logit-Modell im Beispiel der Kreditrisikopriifung:

Lineares Modell : AIC = 1043.815
Quadratisches Modell : AIC = 1035.371

Man sieht anhand des AIC, dass die Wahl zu Gunsten des quadratischen Modells ausféllt.

Der Nachteil der oben beschriebenen AIC-Regel liegt darin, dass die endgiiltige Ent-
scheidung dem Statistiker {iberlassen bleibt. Deshalb ist es wiinschenswert, einen stati-
stischen Test zu konstruieren, der die Giite der Modellanpassung beurteilen kann.

Wir werden jetzt den x2-Test beschreiben.

Sei

gEY) =X, i=1,...,n,

ein verallgemeinertes lineares Modell mit Linkfunktion g und Parametervektor § =
(B1,...,Bm) . Teilen wir die Zielvariablen Y7, ...,Y, in k Gruppen auf, so dass sie mog-
lichst homogen in Bezug auf die zu schétzenden Parameter sind. So liegt z.B. eine solche
Aufteilung vor, wenn der Wertebereich der Zielvariablen Y; ,geschickt” in k > m D Inter-
valle (ag, by| unterteilt wird:

—co<a<b=a<b=a3<...<bp_1=a; <b, <+

1 d 2
hsm=D m 3 X —m -1
————r
<0
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In die Gruppe [ fallen alle Beobachtungen Y;, die zu (a;, by| gehdren. Dabei miissen
(ar,by] so gewilt werden, dass fi; = ¢~ '(X;[3) innerhalb einer Gruppe konstant wird:
fi; = iy ¥V j aus Gruppe lEI Sei

o n = #{Y;:Y; € (a,b]} die Klassenstirke der Klasse [
oY, = n% > Y das arithmetische Mittel innerhalb der Klasse [

e /3 der ML-Schitzer von 3, der aus Y gewonnen wurde

o [;(B) = > log fp(Y;) die Log-Likelihood-Funktion der Zielvariablen Y; innerhalb
der Gruppe [

o [ = g_l(XlB) und v(f1;) der Erwartungswert- bzw. der Varianzschitzer von pu; =
EY;, die aus dem ML-Schétzer 8 gewonnen wurden

Dabei ist v(f1;) = 72" (0~ 1(i;)), wobei b(-) der entsprechende Koeffizient in der Dichte
fo aus der Exponentialfamilie ist. Man bildet folgende Teststatistiken:

v=3 (Vi — ju)?

2ol /m

k
D =27 (i(ju) — L(Y7))

=1

Satz 3.5.1.
Falls n — oo und die Anzahl n; — oo V [, dann gilt unter gewissen Voraussetzungen
Folgendes:

Dies ist eine informelle Beschreibung des Vorgangs, bei dem fiir jedes Y; n; unabhingige Kopien von
Y; erzeugt werden, die die i-te Klasse bilden.
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Folgerung 3.5.1.
Mit Hilfe der Behauptungen des Satzes 2.6.5 kdnnen die Hypothesen

Hy:Y = (Y1,...,Y,) stammt aus dem Modell g(EY;) = X;68, i=1,...,n
VS.
Hy:Y = (Y1,...,Y,) stammt nicht aus dem Modell g(EY;) = X;6, i=1,...,n

folgendermafen getestet werden:
Hy wird (fiir grofe n) zum asymptotischen Signifikanzniveau a verworfen, falls

2 2 2
X" > Xi—m—1,1-a bz2W. D >Xj 114 -
Diese Tests sollten aber nicht verwendet werden, falls die Klassenstéarken n; klein sind.

Beispiel 3.5.2.
Wie sehen die oben beschriebenen Tests im Falle der Logit- bzw. Poisson-Regression
aus?

1. Logit-Modell: Y; ~ Bernoulli(p;), i =1,...,n

= verallgemeinertes lineares Modell log

:Xiﬁ, izl,...,n
—Di

Wir teilen Y7, ..., Y, in k Klassen auf, so dass die Wahrscheinlichkeit des Auftretens
von 1 in jeder Klasse moglichst gut durch Y; = n% > Y; geschitzt wird. Somit gilt

o X1 B R R R
mit iy = P = g~ (XiB) = Al v(pr) = pi(1 — pr)

k
Z 1—pl /nl

2. Poisson-Modell: Y; ~ Poisson(\),
= verallgemeinertes lineares Modell log); = X;6, i=1,...,n
Somit gilt mit ﬂl = 5\[ = eXlﬁA, ’U(j\l) = j\l

k PR A
o2 (Vi = \)*
Ar/m
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In diesem Kapitel werden Methoden zur Reduktion der Komplexitdt von sehr grofen
statistischen Datensétzen vorgestellt, die als Hauptkomponentenanalyse (HKA) bekannt
sind (engl. Principal Component Analysis, PCA). Mit ihrer Hilfe ist es moglich einen
sehr hochdimensionalen Datensatz X = (Xi,...,X,)T € R" auf wenige wirklich wich-
tige Komponenten ¢ = AX € R zuriickzufithren, d < n, die aber dabei die meiste
Variabilitat des originalen Datensatzes X beibehalten. A ist dabei eine (d x n)-Matrix,
die zu finden ist, wenn gewisse (in angegebene) Nebenbedingungen erfiillt sind.
Andere Beispiele von Anwendungen sind Visualisierung von komplexen Datensétzen,
Ausreiker-Erkennung, Cluster-Analyse u.s.w.. Fiir eine Ubersicht siehe z.B. [§].

4.1 Einfiihrung

Um nachfolgende Problemstellungen zu motivieren, betrachten wir ein Beispiel des Text
Mining aus der Autoindustrie:

Beispiel 4.1.1. Ein Autohersteller ist daran interessiert, seine Verluste, die in Folge
von Betrug und Inkompetenz seitens seiner Niederlassungen bei Garantie-Reparaturen
auftreten, zu minimieren. Deshalb mdchte er eine Aufélligkeitsanalyse von Reparatur-
besichtigungen aus Garantie-Werkstéitten betreiben, die dazu fiihren sollte, computerge-
stiitzt, verdichtige Meldungen zu finden, die nachher manuell und einzeln weiter gepriift
werden. Ein weiterer Anreiz fiir die automatischen Fritherkennung von Auffélligkeiten
besteht darin, dass flichendeckende Priifungen nur fiir wenige Niederlassungen und in
unregelmafigen Zeitabstdnden (aus Kostengriinden) moglich sind, und selbst die konnte
man sich sparen. Ein typischer Text, der eine Garantie-Reparatur beschreibt, verwen-
det maximal 300.000 Worter aus einem Fachwortschatz. Daher werden solche Texte als
Vektoren x = (x1,...,7,)] der Linge n = 300.000 dargestellt, wobei

S 1 , falls das Wort ¢ im Text x vorkommt
1 0 ,sonst

Diese Vektoren z werden normiert, so dass sie auf der Sphiire S”~! liegen. Innerhalb
eines Jahres entsteht dadurch eine riesige Datenbank solcher Vektoren x mit mehreren
Millionen Eintrdgen. Die Aufgabe eines Statistikers besteht in der drastischen Reduk-
tion der Dimension n — 1 des Datensatzes, so dass eine Visualisierung des Datensatzes
moglich wird. Eine mogliche Losung liegt in der Verwendung von HKA. Die HKA geht
in ihren Urspriingen auf die Arbeiten von Beltran (1873) und Jordan (1874) zuriick, die

125
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die Single Value Decomposition verwendeten. In der mehr oder minder modernen Form
(vel. erscheint sie erst in den Arbeiten von K. Pearson (1901) und H. Hotelling
(1933). Auch der Name HKA stammt von Hotelling. Eine Weiterentwicklung der Me-
thoden ist Girshick (1939), Anderson (1963), Rao (1964) und anderen zu verdanken.
Erst nach der Einfiihrung der PCs ist aber diese Methodologie richtig angewandt gewor-
den. Denn ohne Computer ist die Berechnung von Hauptkomponenten fiir n > 4 sehr
schwierig. Seit den 1980er Jahren gibt es einen rasanten Anstieg der Anwendungen von
HKA in allen Wissensbereichen (vor allem in Ingenieurwissenschaften), wo multivariate
Datensétze analysiert werden sollen.

4.2 Hauptkomponentenanalyse auf Modellebene

In diesem Abschnitt wollen wir das Hauptproblem der HKA fiir Zufallsstichproben X =
(X1,...,X,)T mit bekannter Kovarianzstruktur einfiihren. Sei X = (X1,..., X,)7 eine
Zufallsstichprobe von Zufallszahlen X; mit bekannter Kovarianzmatrix ¥ und VarX; €
(0,00), © = 1,...,n. Selen A\; > Ay > ... > A, > 0 die Eigenwerte von ¥, die in
absteigender Reihenfolge geordnet und alle von einander verschieden sind. Wir suchen
Linearkombinationen o’ X von X;, die die maximale Varianz besitzen, wobei der Vektor
a entsprechend normiert ist z.B., so dass & € S~ ! in der Euklidischen Norm.

Definition 4.2.1. Die Linearkombination oz;fFX, i = 1,...,n, heilt i-te Hauptkompo-
nente von X, falls sie die maximale Varianz besitzt unter der Bedingung, dass a; € S™~ 1
und of X, 0l X, ..., o] | X und o] X unkorreliert sind:

Var o' X — max
(e}

la| =1 (4.2.1)
Cov(@"X,af X)=0, j=1,...,i—1

Dabei heifft a; der Koeffizientenvektor der i-ten Hauptkomponente aiTX .

Satz 4.2.1. Die i-te Hauptkomponente von X ist gegeben durch
Y=ol X,
wobei «; der Eigenvektor von ¥ mit Eigenwert A; ist. Dabei gilt
Var(V;) =N, i=1,...,n.

Beweis. Zeigen wir, dass die Aussage des Satzes gilt fiir ¢ = 1,2. Fiir ¢ > 2 ist der Beweis
analog.

Fiir ¢ = 1 gibt es eine Nebenbedingung |a] = 1 in (4.2.1), die in die Lagrange-
Zielfunktion

fla) = Var(aTX) +AJa)* = 1)
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iibernommen wird. Dabei gilt

2 2
Var(aTX) = E(aTX - EaTX> - E(aT(X - EX)) = EaT(X - EX)(X — EX)Ta
= aTE(X —EX)(X —EX) o =al2a,

la|? = ol - o, und f(a) = aTSa + Mala —1).
Die notwendige Bedingung des Maximums ist

of _o 9 _

=0, =0,
O oA\
wobei die zweite Gleichung einfach die Nebenbedingung |«| = 1 représentiert.
% = (%,...,%), wobei a = (a!,...,a™)T und % = 0 schreibt sich ¥a — Aa =0 in

Vektorform oder Ya = Aa, was heilst, dass a ein FEigenvektor von ¥ mit dem Eigenwert
A ist. Da Var(a? X) = o’ Ya maximal sein soll, gilt

Var(a?X) =o' a=xala = A
1

umd A=A >X>...> A\, => A=) und o = o&r3.
Fiir ¢ = 2, soll die Maximierungsaufgabe

af'Ya — max
(67

ol a=1

Cov(al X,aTX) =0

beziiglich a gelost werden, wobei

Cov(a1 X, aTX) = oleZoz =a’Ya; = o M\a; = Malay.

Das heikt, folgende Funktion soll maximiert werden:

fla) =aTSa + MaTa —1)+ 6ol .

Genau wie oben bekommt man

g =Ya+ A a+da; =0
Oa
Durch die Nebenbedingungen af Ya = 0 und af'a = 0 (siehe oben) bekommt man
of
ozr{% =dala; =6=0,

was bedeutet, dass Ya = Aa und « ist wieder ein Eigenvektor von > mit Eigenwert .
Da « orthogonal zu «; sein soll und Var(a’ X) = A maximal sein soll, bekommt man
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a:agund)\:)\Q:YgzazTX.

O
Ubungsaufgabe 4.2.1. Fiihren Sie den Beweis fiir i > 2 durch!
Sei nun A = (aq,...,q,). Dies ist eine orthogonale (n x n)-Matrix, fiir die gilt (aus
dem Satz [4.2.1)), dass
YA =AA, A=diag(A1,...,\n),
oder, dquivalent dazu,
ATS A=A, ¥ =AAAT (4.2.2)

Satz 4.2.2. Fiir eine (n x m)-Matrix B, mit orthogonalen Spalten b;, i = 1,...,m,
m < n,sei Y = BT'X und Xy = Cov(Y) = BTYB die Kovarianzmatrix von Y. Dann
gilt

A, = argmax Spur(Xy ),
B

wobel A, = (g, ..., o).

Beweis. Da aq,...,a, eine Basis in R” bilden, gilt

n
bk:E croy, k=1,...,m,
i=1

wobei B = (b1,...,by), oder, in Matrixform, B = AC, mit C = (¢;5), i = 1,...,n,
j=1,...,m. Daher gilt

Sy =B"SB=CTATSAC =CTAC =) Nee],

A j=1
wobei c? die j-te Zeile von C ist. Deshalb gilt

Spur(Xy) = Z /\jSpur(cjc?) = Z AjSpur(c?cj) = Z Ajlej)?.
j=1 j=1 j=1

Da C = A7'B = AT B, gilt

ctc =BT AATB=B"B =1,
~— S~
I, Im
wobel
I, = diag(1,...,1).

~—
k
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Somit

n m
2.2 ch=m
i=1 j=1
und die Spalten von C sind orthonormal. Daher kann C als ein Teil (erste m Spalten) einer
orthonormalen (n xn)-Matrix D gesehen werden. Da auch die Zeilen von D orthonormale
Vektoren sind und ¢/ die ersten m Elemente der Zeilen von D bilden, gilt

j=1
Da
n m n
Spur(Xy) = Z i 622] = Zﬁl)\’n
=1 j=1 i=1
——
Bi

wobei 8; <1,i=1,...,n, > ., fi =m, und

AL > Ao > > Ay, Zﬁi)\i—nrnax
=1

firi=...=8mn=1Bm+1=... = B, =0. Aber wenn B = A,,, dann gilt

=4 L olsi=jsm

Y71 0 ,sonst ’
woraus 1 = ... = By = 1, By1 = ... = By = 0 folgt. Somit ist A,, die Losung von
Spur(Xy) — maxp. O

Die Behauptung des Satzes bedeutet, dass

m m
Var (Z YZ> = Var <Z aiTX>
i=1 i=1
maximal ist fiir Vm = 1,...,n, falls Y; Hauptkomponenten von X sind.

Folgerung 4.2.1. (Spektraldarstellung von X). Es gilt

D= N-a-of (4.2.3)
=1

Beweis. Die Darstellung folgt aus (4.2.2)), weil

Y= (ai,...,0n) -diag(A, ..., \) - (a1, ..., a)
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Bemerkung 4.2.1. 1. Da A\; > X2 > ... > A, mit |a;] = 1, Vi, folgt aus der Darstel-
lung , dass die ersten Hauptkomponenten nicht nur den Hauptbeitrag zur
Varianz von Xj;, sondern auch zu den Kovarianzen liefern. Dieser Beitrag wird mit
steigendem ¢ = 1,...,n immer geringer.

2. Falls Rang(X) = r < n, dann bedeutet (4.2.3), dass ¥ komplett aus ihren ersten r
Hauptkomponenten und Koeffizientenvektoren bestimmt werden kann.

Lemma 4.2.1. Sei ¥ eine positiv definite symmetrische (n x n)-Matrix mit Eigenwerten
A1 > A2 > ... > A, > 0 und entsprechenden Eigenvektoren oy, ...,ap, |ai] = 1,1 =
1,...,n. Dann gilt

aTYa
M= sup S
€Sy ,a#£0 ’O“
wobei Si = (aq, ... ,oq.ﬁ_1>l fiir beliebige k =1,...,n
Beweis. Sei
of'ya
€= Sup ——
aESk ’O[’

Zeigen wir, dass A\ < ¢ < \g.

1. ¢ > M\;: Flir a = oy, beweist man

a{Eak B /\kagak

T T
Qg O Qg O

c> = A

2. ¢ < A\i: Es ist zu zeigen, dass
n
a’Sa < Mela?, Ya €Sy, a#0, YVaeR" a= Zcz-ai,
i=1

weil {a;}] ; eine orthonormale Basis bilden.

a€eS, = cp=...=cp_1=0,

dass heifst

n n n n T n
o= Z cioy, o= Z cixoy = Z Ci Ay, al'Ya = (Z ciai> (Z )\Z-c,-ozi>
=1

i=k i=1 i=1 i=1
= E CiCjA; a ozZ g 62)\1, |oz]2 E 02
t,j=1

6”
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Deshalb gilt fiir a € S,
n n n
a"Sa=> "N < > Md =MD = Mlal,
i=k i=k i=k
und ¢ < A\ weil A\ > )\j, 7> k.
O
Satz 4.2.3. Seien B, Y und Xy wie in Satz Dann gilt
A, = argmax det(Zy),
B
wobei Ay, = (a1, ..., o).
Beweis. Sei k € {1,...,m} fixiert. Fiihren wir S = (o,...,4_1)" C R¥ ein (wie in
Lemma . Seien p11 > g > ... > p, Eigenwerte von ¥y = BT B mit entsprechen-
den Eigenvektoren 1, ..., vm, die orthonormiert sind. Sei T, = (Vg41,---,¥m) C R™. Es

gilt offensichtlich

Dim(Sy) =n—k+1, DimT} = k.
Genau wie in Lemma kann gezeigt werden, dass Vy # 0, v € T, gilt

TSy

T2 >
]2

Betrachten wir Sy = B (Tx) € R™. Da B eine orthonormale Transformation ist, ist sie

eindeutig und somit Dim(Sy) = Dim(7}) = k. Aus der Formel

Dim(Sk U gk) + Dim(Sk N gk) = DimS}, + Dimgk
folgt
Dim(S), N Sy) = DimSy, + DimS; — Dim(S, USK) >n—k+1+k—n=1
k+1 k <
n—k+ <n

das heift, da € S N §k, a # 0. Fiir dieses a gilt o = By, v € T, und deshalb

Ty ~2 TBTy,B aTYa
mS T = S e S

T
v
~—

7T BT By

nach |y| = |B~|, weil B Distanzen beibehélt. Deshalb gilt p < Ay fiir alle k =1, ...

und
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det(Xy) = H,uk < H A = maxdet (Xy) < ﬁ
=1 k=1 k=1

Allerdings gilt fiir B = A, px = A, Kk =1,...,m, deshalb

Ay, = argmax det(Xy).

B
O

Nun betrachten wir geometrische Eigenschaften von Hauptkomponenten.
Proposition 4.2.1. Die Hauptkomponentenkoeffizienten aq, ..., ay, sind die Hauptach-

sen des Ellipsoids 7%~z = ¢, mit Halbachsenlingen v/c);, i =1,...,n

Beweis. Die Hauptkomponenten von X sind gegeben durch Z = ATX, wobei A =
(ai,...,ay) eine orthonormale Transformation ist, deshalb AT = A=!, X = AZ. Daher
gilt fiir unser Ellipsoid

P e = ZTATYS VA = 2TA 2 =,
Subst.x=Az

wobel

1 1

AT 1A = A1 = di — L —
lag )\17 7)\n

) . A =diag(A1, ..., ),

weil £7! dieselben Eigenvektoren mit Eigenwerten )\% hat. Daher kann das Ellipsoid

2TA=17 = ¢ in seiner normierten Form als

noo,2
I
c\k
k=1
dargestellt werden. Daraus folgt, dass «; in die Richtungen seiner Hauptachsen zeigen

und, dass seine Halbachsenldngen gleich v/c\; sind. O

Bemerkung 4.2.2. (Multivariate Normalverteilung). Falls X ~ N(0,X) gilt, dann ist
7Y "1z = ¢ ein Ellipsoid der konstanten Wahrscheinlichkeit fiir X, weil die Dichte von
X

, xeR"

1 1 gy } 1

T) = exp ——x X x - -

fx(=) Vdet X p{ 2 (2m)2

auf diesem Ellipsoid konstant bleibt. Sonst definiert 7%~ ~'2 = ¢ Konturen der konstan-
ten Wahrscheinlichkeit fiir X. Dabei zeigt der Vektor «a;q in die Richtung der gréfiten
Varianz von ol X (es ist die grofite Hauptachse mit Linge v/cA; des Ellipsoids); as zeigt
in die Richtung der zweit grokten Varianz (Halbachse v/c)Az), usw. (vgl. Bedingung4.2.1)).
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Bemerkung 4.2.3. Eine andere Form von Hauptkomponentenanalyse ist moglich, wenn
man statt X = (X1,...,X,)? die normierte Stichprobe X, = (Xj/wi,..., Xn/wn)?
benutzt, wobei Gewichte w = (wi,...,wy,)? eine gewisse Priiferenz in der Analyse zum
Ausdruck bringen und somit Vorinformationen enthalten. Eine hiufige Wahl ist

wi = /oy = v/ VarX;
was zur HKA von X* = (X7,..., X)), X = \/\%, 1 =1,...,n mit Hilfe der Korrela-
tionsmatrix ¥* = (Corr(X}, X;));,j=1 fithrt

COV(Xi, XJ)
\/ VarXiVaer

Dabei kommt man auf andere Hauptkomponenten az‘TX ¥, fir die of # o gilt, i =
1,...,n.

Corr(X;, X;) = = Cov(X[, X]), 4,j=1,...,n

Was sind dann Vor- bzw. Nachteile von HKA basierend auf (X, ¥) und (X*,¥*)?
Nachteile von (X,X)-HKA:

1. Die HKA basierend auf (X*,¥*) hangt nicht von der Wahl der Mafeinheiten von
X ab. Somit sind Vergleiche der Ergebnisse von HKA von mehereren Stichproben
unterschiedlicher Herkunft moglich.

2. Falls die Varianzen von X; sehr unterschiedlich sind, so werden die Variablen X;
mit groften Varianzen auch die ersten HK bestimmen, was eindeutig einen Nachteil
darstellt. Die HKA basierend auf (X*, ¥*) ist frei von diesem Nachteil. Die (X, X)-
HKA ist in solchen Féllen nicht aussagekriftig, weil sie (in leicht verdnderter Form)
einfach die Variablen X; in der Reihenfolge absteigender Varianzen ordnet.

Beispiel 4.2.1. Sei X = (X3, X3), wobei X; die Lange darstellt und X5 das
Gewicht. X; kann in cm oder m gemessen werden, Xo allerdings nur in kg. In
diesen zwei Fillen seien die Kovarianzmatrizen von X gegeben durch

80 44 8000 4400
1= ( 44 80 > baw. 2z = < 4400 8800 )

Die Berechnung der ersten HK ergibt in beiden Féllen

ol X =0,707X; +0,707X; fiir £; bzw. al X =0,998X; + 0,055X, fiir Xy.

Zu bemerken ist, dass im ersten Fall X; und Xs gleiche Beitrége zur 1. HK besitzen,

wobei im 2. Fall X; den dominierenden Einfluss ausiibt. Dazu gilt )\l)jrl/\z -100% =

77,5% im ersten Fall und )\1/})\2 -100% = 99,3% im 2. Fall (es ist der Anteil der

Variation der ersten HK von der gesamten Varianz).
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3. Falls Zufallsvariable X; in X unterschiedlicher Herkunft sind (wie im obigen Bei-
spiel), dann ist die Interpretation des Anteils der Variation problematisch, weil in
der Summe A\ + ... + )\, m?, kg?, usw. aufsummiert werden. Die HKA basierend
auf (X*, X*) dagegen betrachtet maflose Gréfen, so dass die Summe A\ +...+ A,
durchaus interpretierbar ist.

Vorteile von (X, Y)-HKA:

1. Falls statt X bzw. X* ihre empirische Analoga 3 bzw. $* benutzt werden (wenn
Y (X*) nicht bekannt sind, miissen sie aus den Daten geschétzt werden), dann hat
(X,%)-HKA Vorteile, weil die statistischen Methoden hier einfacher sind als bei
(X*,%*)-HKA.

2. Wenn X; in X alle dieselbe Mafkeinheit besitzen, dann ist die HKA basierend
auf (X,Y¥) manchmal vorteilhafter, weil bei der Standardisierung von (X,X) auf
(X*,X*) der Bezug zu den Einheiten, in denen X gemessen wurde, verloren geht.

Bemerkung 4.2.4. Manchmal wird in Definition 4.2.1 statt |a| = 1 die Normierung
lak| = vV Ak, k=1,...,n benutzt (sieche Optimierungsaufgabe (4.2.1))). Dies ist insbeson-
dere der Fall in der korrelationsbasierten HKA.

Bemerkung 4.2.5. (Gleiche Figenwerte \;). Falls einige Eigenwerte von X gleich sind,
zB. A1 =X = ... =X > A\er1 > ... > A\, bedeutet dies, dass es einen linearen Un-
terraum der Dimension k gibt, in denen eine beliebige Basis die ersten k Eigenvektoren
darstellt. Dies bedeutet, dass fiir die HKA die ersten k Eigenvektoren nicht eindeutig defi-
niert werden kénnen. Geometrisch interpretiert: Die ersten k Halbachsen von 27 Y71z = ¢
sind gleich, d.h., das Ellipsoid 27 ¥ ~!z = ¢ hat einen sphirischen k-dimensionalen Durch-
schnitt durch den Ursprung, in dem die Richtungen der Halbachsen beliebig (orthogonal
zueinander) gewahlt werden konnen.

Bemerkung 4.2.6 (\; = 0). Wenn Ay > ... > Ay > Aygr1 = ... = Ay = 0, dann
gibt es in der Stichprobe X lediglich n—Fk linear unabhéngige Zufallsvektoren X;. Deshalb
sollten nur diese n — k& Variablen zur Analyse benutzt werden.

4.3 Hauptkomponentenanalyse auf Datenebene

Bei diesem Abschnitt wird nicht mehr vorausgesetzt, dass die Kovarianzmatrix ¥ be-
kannt ist. Deshalb soll sie durch die empirische Kovarianzmatrix S ersetzt werden.
Seien X!, X2 ... X™ unabhiingige Realisierungen eines n-dimensionalen Zufallsvektors
X=(X1,... X)), Xt =(X¢,...,X))T,i=1,...,m. X' wird als Beobachtung von X
interpretiert.
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Definition 4.3.1. Definiere den n-dimensionalen Zufallsvektor a; durch

m
ap = argmax Y; —Y)?
acRn 1M — 1 ;( ! )
mit Nebenbedingungen |a| = 1, a unkorelliert mit ai,...,ax_q fiir alle k = 1,...,n,

wobel

m
Vi=d'X', i=1,....m, Y==)Y,
=1

So definiert a%X die k-ten Hauptkomponenten von X mit Koeffizientenvektor ay, Y, =

T vi
ap X
1,...,

ist die Auswertung der k-ten HK auf der i-ten Beobachtung X' von X;, i =
m,k=1,...,n.

Lemma 4.3.1. Es gilt

wobel

m

1 _
— (Y - Y=l k=1,....n,
m—liz1

1 & 1 &
Yi=—) Yy, Xpe=—) X}, k=1,...,

und [, der Figenwert der empirischen Kovarianzmatrix 3 = (&Zj)?j:l ist,

~ 1 t v t v ..
Uz’jZTH;<Xi—XZ’)(Xj—Xj>, hL,i=1,...,n, L1 >l>...>1,.
ay, ist der Eigenvektor von 3 mit Eigenwert Iy, k =1,...,n.
Beweis.

Ubungsaufgabe 4.3.1. Vergleiche den Beweis des Statzes

O

Im Folgenden werden wir X* durch X? — X ersetzen und dabei die Bezeichung X*
beibehalten, ¢ = 1,...,n.

Bemerkung 4.3.1. Die Eigenschaften der HKA formuliert in Satz [4.2.2] Folgerung

4.2.1
4.3.1

Satz Proposition bleiben auch in ihrer statistischen Version (Definition
erhalten, mit folgenden offensichtlichen Modifikationen: ¥ wird ersetzt durch X,

A= (a1,...,ap) durch A = (a1,...,a,), Ay = (Q1,..., ) durch Ay, = (a1,...,am),
Yy durch die empirische Koviarianzmatrix >y von Y. So benutzt beispielsweise die
Spektraldarstellung von X
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n
2 = ZliaiaiT (4.3.1)
=1

Ubungsaufgabe 4.3.2. Zeigen Sie es!

Zeigen wir eine weitere Eigenschaft der empirischen HKA | die auch als eine dquivalente
Definition betrachtet werden kann:

Satz 4.3.1. Sei B eine (n x p)-Matrix, p < n, mit orthogonalen Spalten. Seien Z; =
BTX® i=1,...,m Projektionen von X% i = 1,...,m, auf einen p-dimensionalen Un-
terraum Lpg. Definiere

m

aB) =Y |x' -z

i=1
Dann gilt

Ap = (ai,...,ap) = argmin G(B).
B

Beweis. Nach dem Satz von Pythagoras gilt ’Xi‘Q = |Zi|* + | X' — Z;|2, deshalb

Z’XZ Z\Z\ — min
falls .
Z 1 Z;i|? ZZiTZi => X7TBBTX'" - max.

i=1 i=1
Es gilt

m m m
= Spur (Z XiTBBTXZ’)> => Spur (X"BBTX") =) " Spur (BT X'X'"B)
i=1 i=1 i=1

= Spur | BT (Z XiXiT> B | = (m —1)Spur(BTEB)
i=1

—_—————
Ekm—l)f)

Zusammengefasst gilt

G(B) = (m — 1)Spur (BTi]B) ,
die nach Bemerkung und Satz maximal wird, falls B = A,,. O

'Da X* durch X? — X ersetzt wurde.



4 Hauptkomponentenanalyse 137

Bemerkung 4.3.2. Wie kann Satz[4.3.1]als dquivalente Definition der empirischen HKA
benutzt werden? a; werden als orthogonale Vektoren definiert, die einen linearen Unter-
raum Ly, = (a1, ..., ap) aufspannen, p = 1,...,n—1, mit der Eigenschaft, dass die Summe
der quadratischen orthogonalen Abstéinde von X zu L, minimal wird. So wire es z.B.
fiir p = 1 L; die beste Gerade, die den Datensatz X!,..., X" approximiert, fiir p = n—1
wére L, die beste Hyperebene mit derselben Eigenschaft (vgl. lineare Regression).

Der folgende Satz gibt uns gleichzeitig eine effiziente Berechnungsmethode und eine
neue Interpretation der HK an.

Satz 4.3.2 (Singulirwertzerlegung). Sei X = (X'-X,X?-X,...,X™— Y)T eine

(m x n)-Matrix, die zentrierte Beobachtungen X* von X enthilt. Sei Rang(X) = r <
n, m. Es gilt folgende Zerlegung;:

X =ULAT, (4.3.2)
wobei U eine (m x r)-Matrix mit orthonormalen Spalten ist

L:diag(ﬂ,...,l;) wobei  [; = (m—1);

die Wurzel aus dem i-ten (nicht trivialen) Eigenwert von X7X = (m — 1)% ist, i =
1,...,7. A, = (a1,...,a,) ist die (n x r)-Matrix mit Spalten a;

Beweis. Definiere U = (uq, ..., u,) mit Spalten u; = )N(%, i=1,...,r. Zeigen wir, dass

die Darstellung (4.3.2) gilt. Laut Spektraldarstellung (4.3.1)) gilt

-
(m—l)f):)zT)?:ZZ?aia;, weil I;=0i=r+1,...,n.

i=1
Deshalb
Ea{ r i~ T I —0. noo_
vLAT =vu | | =Y XZhal =) Xae! "T=TTY Xa
l~ al i=1 i i=1 i=1
rr

)?al- =0,i=r+1,...,n, wegen rang()?) = r und Zentrierung der Spalten von X durch
X. Da die Vektoren a; orthonormal sind, gilt

Bemerkung 4.3.3. Die Matrix U liefert folgende Versionen von Auswertungen

Yie =al X' = XTay, Y =wply, i=1,...,m, k=1,...,n
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Es gilt

_ Var(Yy) I 1 .
Var(u) = T’% RO, Vi, k

4.4 Asymptotische Verteilung von HK bei normalverteilten
Stichproben

Sei nun X ~ N(u,X), ¥ habe Eigenwerte \; > Ay > ... > A\, > 0 und entsprechende
Eigenvektoren ai, k= 1,...,n. Berechne

)\:(Ala"'a)\n)Ta l:(l17"'aln)T> Oék:(Oékl,...,Odkn)T, ak:(aklv"'>akn)Ta
k=1,...,n
Satz 4.4.1. 1. [ ist asymptotisch (fiir m — oo) unabhéngig von ay, k =1,...,n.
2. lund ax, k =1,...,n sind asymptotisch m — oo multivariat normalverteilt, mit

asymptotischen Erwartungswerten

lim E(l) =X und lim E(ay) =, k=1,...,n.

m—00 m—00
3. Es gilt
2X2 e
Cov(lg,lp) ~ < m=1" "™ fiir m — oo
0, k#K
)\ . )\lal Sy )
it Ytk ungzy F=K
COV(Cij, ak/j/) ~ fflI‘ m — 0o.
)xk)\k/akjak/j/ k # k/

(M=) (= A)??

Ohne Beweis!
Die Aussagen von Satz kénnen dazu benutzt werden, ML-Schéitzer sowie Konfi-
denzintervalle fiir A und o} zu konstruieren.

Ubungsaufgabe 4.4.1. 1. Zeige, dass ein ML-Schétzer fiir X durch mT_lﬁl gegeben
ist.

2. Zeige, dass der ML-Schétzer

fiir X ist A= m=1y
fiir oy ist Q= ap, k
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3. Zeige, dass die ML-Schétzer in 2. mit Momenten-Schétzern fiir A und oy, iiberein-
stimmen, die aus dem Satz gewonnen werden kénnen.

Folgerung 4.4.1 (Konfidenzintervalle fiir A\;). Ein asymptotisches Konfidenzintervall
fiir A, (m — o0) zum Niveau 1 — « ist gegeben durch

-1 -1
I |1 2 g [ 1+ 2
k m—1- ok m—_1: ’
wobel m so grof ist, dass —4/ %z% <1

Beweis. Da [ ~ ()\k, — ) fiir m — oo aus Satz 4.4.1} 2. und 3., gilt

[N]1s)

MNN(O,D fiir m — oo.

Daraus folgt

. lp— A /m—1
(¥< < o == —_—
Aﬂop(%— T
oder fiir m — oo
2
e e R
m — ——

l
k <\
1-— malz% 1+ 179
mit Wahrscheinlichkeit 1 — a. O
Da alle I, k = 1,...,n asymptotisch (m — oo) unabhingig sind, kann ein simulta-

ner Konfidenzbereich fiir [ als kartesisches Produkt der Konfidenzintervalle fir [, aus
Folgerung angegeben werden.

Lemma 4.4.1. Es gilt
(m — 1)k <lki}71 +IY - ZIn) ap—t—s X2
m—0o0

Ohne Beweis!
Daraus folgt das (asymptotische) Konfidenzellipsoid fiir o zum Niveau 1 — 3

{y eR": (m—1)y" (lki_l +18 - QIn) y= Xi—l,ﬁ} :
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Bemerkung 4.4.1. Folgerung bzw. Lemma kénnen zur Konstruktion von
statistischen Tests fiir A\ bzw. oy folgendermalen verwendet werden:

1. Testen von Hp : A\, = Ak, v.s. Hy @ A 7# Ak,
Die Hypothese Hy wird verworfen, falls

Dies ist ein asymptotischer Test (m — oo) zum Niveau «.

2. Testen wir Hy : ap = ak, v.s. H1 @ ag # o,
Die Hypothese Hy wird abgelehnt, falls

(m — l)akT.O (lkffl + lk_li - 2In> Qky = ngfl,a'

Dies ist ein asymptotischer (m — o0o) Test zum Nivieau a.

4.5 AusreiBererkennung

In diesem Abschnitt gehen wir davon aus, dass unsere Stichprobe X', X2, ..., X™ einige
Ausreifer enthalten kann. Was aber ist ein Ausreifter? In der statistischen Literatur gibt
es dazu keine einheitliche Meinung. Allgemein wiirden wir sagen, dass die Beobachtung
X' ein Ausreifer ist, wenn sie einen untypischen Wert (in Bezug auf die Verteilung von X)
annimmt. Es kann z.B. ein ungewthnlich hoher bzw. niedriger Wert von einigen Koordi-
naten von X' sein. Es kann aber auch eine ungewdhliche Kombination von gewdhnlichen
Koordinatenwerten einiger Koordinaten von X sein. Der Grund fiir solche untypischen
Werte X? kann ein MeRkfehler, aber auch eine Anomalie im Datensatz sein.

Beispiel 4.5.1. Sei X = (X, X3), wobei X; ="Korpergrofe"(in cm) und X = “Ge-
wicht” (in kg) von Kindern im Alter von 5 bis 15 Jahren sind. Das Merkmal X wird in
einer medizinischen Studie n mal gemessen. Dabei sind Beobachtungen X* = (250, 80)
und X7 = (175, 25) als Ausreifer klassifiziert worden, und zwar daher, weil X’ = 250cm
eine unvorstellbare Kérpergréfe ist, bei X7 sind sowohl X7 = 175 als auch XJ = 25 im
mittleren Wertebereich von X; und Xs, ihre Kombination jedoch ist praktisch unméglich.

Wie kénnte man Ausreifer enttarnen? Normalerweise werden untypische Werte von X*
anhand von Plots des Datensatzes X!,..., X™ als Einzelpunkte, die nicht in der grofen
Punktwolke liegen, identifiziert. Bei hoher Dimension n von X ist es jedoch schwierig, so
einen Datensatz zu visualisieren. Deshalb kann man vorschlagen einen Datenpunkt der
ersten 2-3 HK von (X!,..., X™) zu erstellen. Dann werden dort ungewdhnlich grofe bzw.
kleine Werte von X,g sofort erkennbar. Um jedoch eine ungewdhnliche Zusammensetzung
von gewdhnlichen Koordinatenwerten X, zu entdecken, bedarf es der letzten HK. Dazu
wird die Auswertung folgender Statistiken empfohlen:
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Seien ai,...,a, die Koeffizientenvektoren der HK von (X1!,..., X™). Seien Yj; = agXi,
i=1,....,m, k=1,...,n die Auswertungen der HK zu den Beobachtungen X'. Seien
I, k = 1,...,n die Eigenwerte der empirischen Kovarianzmatrix ¥ von (X1!,..., X™).

Fiir ein 1 < ng < n, definieren wir die Statistiken

n n y2 n
)= > Vi 4o = 3 5 dPmo= 3 W
k=n—mno+1 k=n—ng+1 k k=n—ngp+1

Y;
d§4) (ng) = max | Zk‘

n—no+1<k<n \/

Lemma 4.5.1. Es gilt

@y — (vi ¥\ - i ¥ —
d’(n) = (X'-X)" 2N (X'=X), i=1,...,m,

wobei Y, an ihren empirischen Mittel gemessen werden, das heiftt, Y;; werden durch
Yie — Ye ersetzt, k=1,....,n,i=1,...,m.

Beweis. Es gilt

S = ALAT,  wobei L =diag(ly,...,l,) und A= (ay,...,an).

Daher
“t=ALT' AT mit L7 =diag(lyt, ..., 000,
Da zusitzlich Y; = ATX? fiir V; = (Yir,...,Yin) ', i =1,...,n, es gilt
X =ATY, = Ay, x7"T =vTAT, i=1,...,n
und deshalb

1 m o 77i m . 7T77T .
Ez:: AY, Y_m;Y, X =Y AT
Daher gilt

(X -X) S (X -X)= (v, V) ATAL ' ATA (Y, - Y)

I 1

2

= -1 ZYZ’“—
k=1
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Um nun Ausreifer in (X1!,..., X™) zu erkennen, werden Werte dgj)(n), i=1,...,m,

j=1,...,nfiir n = 1,2, 3 berechnet. Beobachtungen X* mit den gréften Werten dz(j) (n)
werden als mogliche Ausreifser eingestuft. Zusétzlich kann ein Plot von einer Punktewolke

D= {(dZ@)(n) . d§2)(n0),d§2)(no)> i=1,... m}

dabei behilflich sein. X? wird hier als Ausreifier erkannt, wenn
(@) = P (no), dP (n,))

isoliert von der iibrigen Punktwolke D liegt.

Bemerkung 4.5.1. Falls X ~ N(u,Y) mit bekannten g und ¥, und HKA auf Modelle-

bene durchgefiihrt wird, kénnen Verteilungen von dz(j )(no) explizit angegeben werden. Es

(4)

sind (aufer d;’) Gamma-Verteilungen mit bekannten Parametern z.B. d§2)(n0) ~ X2,

i = 1,...,m. Die Verteilungsfunktion von d§4) (ng) ist ®"0(x), wobei ®(x) die Vertei-

lungsfunktion der N(0,1)-Verteilung ist. Dann kénnen Konfidenzintervalle fiir dgj )(no)
eine formale Entscheidungsregel dafiir liefern, ob X einen Ausreifer darstellt. Diese
Vorgehensweise basiert zwar auf einer festen mathematischen Grundlage, ist aber in der
Praxis wenig einsetzbar, da der Fall von normalverteilten Daten (und dazu mit bekannten
Parametern p und X!) duferst selten vorliegt.

Bemerkung 4.5.2. Statistiken dgz),d§4) betonen die letzten Statistiken mehr als dgl)
(wegen der entsprechenden Normierung). Deshalb sind sie zur Entdeckung von unge-
wohnlichen Korrelationen in den Daten geeignet (wie etwa in Beispiel Beobachtung

X7 = (175,25)). Statistik d§3) betont die ersten HK. Daher ist sie anzuwenden, um un-

gewdhnlich grofe (kleine) Werte von Koordinaten X! zu entdecken (Xi =250 im Beispiel
151).

4.6 Hauptkomponentenanalyse und Regression

Sei folgendes multivariates lineares Regressionsmodell gegeben: Y = X3 + &, wobei
Y = (Y1,...,Y,)T der Vektor der Zielvariablen ist, X = (X;;)i=1,..nj=1,.m die (nxm)-
Matrix der Ausgangsvariablen, Rang(X) = m, ¢ = (£1,...,6,)7 der Vektor der Storgro-
fen, wobei &; unabhingig sind mit Ee; = 0, Vare; = 02, i = 1,...,n. O.B.d.A. werden
wir voraussetzen, dass X (wie in Satz zentriert ist, d.h., das empirische Mittel der
Zeilen von X ist Null, oder, etwas detaillierter, X;; wird erstellt durch X;; — Yj, wobei

— 1 ‘
Xj:ﬁZXij’ ]:1,...,177,.
=1

Wenn einige Variablen X;; in X nahezu linear abhéingig sind, das heift det(XTX) ~ 0,
dann wirkt es sich auf den Schéitzer 5 von 3 als hohe Instabilitdt in seiner Berechnung
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aus, weil Cov(f) = 02(XTX)™! (vgl. Satz sehr geringe Varianzen von Bj enthalten
wird. Ein Ausweg aus dieser Situation wird die Verwendung von Verallgemeinerungen
sein wie in Kapitel Eine andere Moglichkeit ist es, die HKA fiir X zu verwenden, um
so lineare Abhéngigkeiten in X durch die letzten HK zu detektieren und einige Variablen
Bj aus der Regression auszuschliefien. Genau diese Moglichkeit werden wir in diesem
Abschnitt ndher beschreiben

Seien ay, ..., a, die Koeffizientenvektoren der HK (das heift Eigenvektoren) von X7 X.
Sei Z;, = ani die Auswertung der k-ten HK der i-ten Zeile X* von X, i = 1,...,n,
E=1,...,m. Mit Z = (Zy) gilt Z = XA, wobei A = (ai,...,a,) eine orthogonale
(m x m)-Matrix ist. Stellen wir die Regressionsgleichung Y = X + £ folgendermafen
dar:

_ T _ T _ o ATq
Y—XAXI4 6+5—XZAA B+E =Zy+E, wobei v = A" 3 ist. (4.6.1)
g

Somit hat man die alten Ausgangsvariablen 3 durch ihre Transformierte v = AT ersetzt.
Nun folgt die Schatzung von ~ aus Satz [2.2.1}

§=(2T2)" 27y =L 27y, (4.6.2)

wobei L = diag(ly,...,L,) die Eigenwerte I; von X7 X enthilt. Dies gilt, weil Z ortho-
gonale Spalten besitzt. Daher gilt

m
B=Ay=AL"'Z"Y = AL AT XTY = "I apaf XY,
(XTX)71 k=1
wobei wir in der letzten Gleichungsmetrik Formeln (1.6.1)), (4.6.2)) und die Spektraldar-

stellung (Folgerung von (X7 X)~! benutzt haben. Aus Satz [4.2.2| folgt auferdem,
dass

m
Cov(B) = o2 Z l,;laka{.
k=1
Somit haben wir folgendes Ergebnis bewiesen:

Lemma 4.6.1. Die MKQ-Losung der Regressionsgleichung Y = X3 + £ ist gegeben
durch

Dabei gilt
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Bemerkung 4.6.1. Was sind die Vorteile der in (4.6.1)-(4.6.2)eingefithrten Vorgehens-

weise?

1. Nach dem Bestimmen der HK von X7 X ist die Berechnung von 4 = L™'Z7Y
einfach und schnell, weil (4.6.2) keine Inversen Matrizen mehr enthilt (L~! =
diag(l;!,...,1;!) ist dann explizit bekannt).

2. Wenn einige I sehr nahe bei Null sind oder sogar Rang(X) < m ist, kénnen einige
der letzten HK (mit Varianzen, die sehr klein oder gar Null sind) von X7 X einfach
von der Regression ausgeschlossen werden. Dies wird durch den neuen Schétzer

P
B = Z I tapal XY
k=1

erreicht, p < m.

Lemma 4.6.2. Sei Rang(X) = m:

1. Der Schitzer B ist verzerrt:

EB=(1- i apar

k=p+1

2. Es gilt:

P
Cov g 5 Yagal
k=1

Beweis. 1. Da

m
Z 5 akakX Y

ist und B erwartungstreu ist, gilt

EF=EB— Y I 'apaf XTEY =5 — Z lklakakXTXB B— Z axay B

k=p+1 k=p+1 k=p+1
lkak

2. Wird gezeigt in:
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Ubungsaufgabe 4.6.1.
O

Geben wir noch eine dquivalente Formulierung der Regression mit Hilfe der HKA. Statt
v = AT B zu verwenden, werden wir diesmal von der Singulirwertzerlegung (Satz |4.3.2))
fiir X Gebrauch machen:

X =UL3 AT,
wobei U eine (nxm)-Matrix mit orthonormalen Spalten ist (die normierte Auswertungen
von HK an Zeilen von X enthalten) und L3 = diag(V11, ..., VIy). Fithren wir die
Bezeichnung
§=L1AT3 (4.6.3)
ein, so gilt
Y = XB+E=UL3ATB+E =US + €.
0

Der MKQ-Schétzer fiir 6 wire

o= Uty tuty =UuTly,
I

weil U orthonormale Spalten besitzt. Aus 1} folgt 8 = AL"%6 und deshalb

B=AL"36= AL 2UTY.

Dabei ist der Zusammenhang zwischen v und § folgender:

Wir haben somit folgendes Lemma bewiesen:

Lemma 4.6.3. Die HK-Form Y = U¢ + £ der Regression Y = X3 + £ hat die MKQ-
Losung & = UTY bazw.

B=AL2UTY. (4.6.4)
Dabei ist der Parametervektor § einfach eine normierte Version von : § = L%'y

Bemerkung 4.6.2. 1. Da es effiziente Algorithmen zur Berechnung der Singulér-
wertzerlegung gibt, bietet die Berechnungsformel klare Rechenvorteile ge-
geniiber der gewdhnlichen Formulierung 8 = (X7 X)"1XTY, in der X7 X invertiert
werden muss.



146

4 Hauptkomponentenanalyse

2. Statt die Ietzten m — p HK von XTX aus der Regression auszuschliefen (vgl. Be-

merkung 4 2.), ist es allgemeiner moglich den Schitzer B iiber einer Teilmenge
M von {1, . ,m} zu berechnen:

BM = Z l 1akakXTY
keM
Dies benutzt, dass nur HK mit Varianzen I, k € M, fiir die Schétzung beriicksich-
tigt werden. Dann gilt auch

Cov(Buy) = o2 Z I taat,
keM
vgl. Ubungsaufgabe Diese Vorgehensweise benutzt den Auschluss der Kom-
ponenten Y, k ¢ M von v = (y1,...,vm)! aus der MKQ-Schiitzung. Aquivalent
kann man vom Ausschluss der Komponenten 03, k ¢ M von § = (01,...,0m)"

reden, weil 6 = L%, also 0 = VIp i Vk ist.

Was sind mégliche Strategien zur Wahl der Indexmenge M?

1. M ={k: 1l > I*} fiir einen vorgegebenen Schwellenwert [* > 0. Wenn

1 m
Tt

bei 1 liegt, so kann [* € (0,01;0,1). Der Nachteil dieses Verfahrens liegt darin,
dass manche HK, die wichtig fiir die Vorhersage von Y sind, oft kleine Varianzen
besitzen und somit hier aus der Betrachtung ausgeschlossen wurden.

Sei 02 das i-te Diagonalelement von (X7 X)~!. Es gilt offensichtlich o2 = Vj—g@
(vgl. Satz , i = 1,...,m. Dann kann man M = {k : o2, > o*} wihlen
fiir einen geeigneten Schwellenwert o*. Zur Wahl von o* siehe [§], S. 174. Diese
Methode besitzt denselben Nachteil wie 1..

= {1,...,p}, wobei p ist die grofte Zahl < m, fiir die eines der folgenden
Kriterien erfiillt wird:
a) Es gilt:
DB~ )" < 3 E(R =B, V8= (B Bn)T SR (465
i=1 i=1

b) Es gilt:

E(c"By — ¢"B)? <E(c"B—c"B)? VBER™ ce R™
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c) Es gilt:

~ 2 ~ 2
E‘XﬂM —Xﬂj <E ’XB - XB‘

Dabei orientiert sich das Kriterium a) an der Aufgabe, 5 moglichst prizise zu
schitzen. Kriterien b) und c¢) dagegen erzielen das beste Ergebnis bei der Vorhersage
von EY = X8 durch X 3); bzw. X 3. Alle Grofen in a)-c) sind mittlere quadratische
Fehler, die sowohl den Bias als auch die Varianzen von (3 beriicksichtigen.

In der statistischen Literatur sind viele weitere Strategien beschrieben, die in konkreten
Situationen einen verbesserten Schitzer 8ys im Vergleich zu 3 erzielen. Die Fragestellung
der optimalen Wahl von M ist jedoch immer noch offen.

Eine Alternative zur Einschrinkung der Menge von HK in der Regression (das heifit
zum Ausschluss von HK mit [ & 0) ist der folgende Schétzer Spr:

m

Br=> (I + Kp) arai XY,
k=1
wobei K1,..., K, > 0 Gewichte sind, die eine zusétzliche Auswahl von Einflussgrofen

in der Regression darstellen. Durch diese Gewichte wird erreicht, dass I ~ 0 keinen
destabilisierenden Einfluss auf die Schitzung mehr ausiiben.

Ubungsaufgabe 4.6.2. Zeigen Sie, dass 2)
~ s l
Cov(Bp) = 0> ———araf

1) BR ist ein verzerrter Schitzer von . Finden Sie den Bias von BR!

Die Bezeichnung ER steht fiir (Engl.) Ridge Regression. Hier stellt sich die Frage der
Wahl von K, k =1,...,m. In der Praxis wird oft empfohlen, K = K, k =1,...,m,
wobei K klein ist, zu wihlen.

Noch eine Anwendung der HKA in der Regression wird durch die sogeannte latente
Wurzel-Regression (Engl. latent root regression) gegeben. Diese Art der Regression ver-
sucht, nur solche HKA zu eliminieren, die gleichzeitig kleine Varianzen I besitzen und
keinen Wert fiir die Vorhersage von EY durch X darstellen. Dabei wird die HKA an
der (m+1) x (m+1)-Matrix X7 X mit X = (Y, X) durchgefiihrt. Seien ay, k =0,...,m

die Koeffizienten der HK von X7 X , mit entsprechenden Eigenwerten I, k = 0,...,m.
Sei dabei a; = (aro, .-, arm)’, k=0,...,m. N

Definieren wir die Indexmenge der auszuschliefenden HK als My, = {k =0,...,m: [} <
I*,lako| < a*}. Dies ist die Indexmenge von solchen HK, die kleine Varianzen besitzen
und keinen grofen Einfluss auf die Prognose von Y ausiiben. Sei M = {0,...,m}\ M.

Definiere
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BrL = crag, wobei {cg, ke M} =argmin|Y — XB\Q, mit 8 = Z cray,
keM B keM

Satz 4.6.1. Es gilt

a7

~ ago
2
Ui Zie]\/[ 7

K3

C = , keM

Ohne Beweis!

Schwellenwerte {* und a* sind immer noch empirisch zu wéahlen.

4.7 Numerische Berechnung der Hauptkomponenten

Um zu verstehen, was statistische Software-Pakete bei der Berechnung von HK tun, ist
es wichtig, einige Algorithmen dazu zu kennen. Dabei wird man sich dariiber im Kla-
ren, warum manchmal die Ergebnisse schlecht sind (z.B. bei Eigenwerten, die fast gleich
sind) oder welche Einschrinkungen diese Algorithmen an die Grofe der zu bearbeitenden
Datensitze (in Speicher und /oder Laufzeit) implizieren. Wir werden hier eine kurze Uber-
sicht dieser Methoden geben. Da die HKA im Wesentlichen darauf basiert, Eigenwerte
Ai und Eigenvektoren «; einer positiv semi-definiten (m x m)-Matrix ¥ zu berechnen,
werden wir uns mit dieser Berechnung beschéftigen.

Sei also ¥ eine (m x m)-Matrix mit den Eigenvektoren ay,...,a;,, und Eigenwerten
A,y ..., Am, die positiv semi-definit ist. In der Fachliteratur sind mindestens 4 Methoden
zur Berechnung von «; und \; bekannt:

1. Potenzmethode
2. QR-Zerlegung
3. Singulirwertzerlegung

4. Neuronale Netzwerke

Wir werden hier kurz nur die Essenz der Potenzmethode erwdhnen: diese stellt einen
iterativen Algorithmus zum Auffinden von A; und oy dar, falls Ay >> Ao > ... > A. Sei
ug der Anfangsvektor aus R™. Schreibe u, = Yu,_1 = X"ug fiir alle r € N. Wenn

m
ug = E C; O
=1

in der Orthonormalbasis aq, ..., o, Koordinaten ¢y, ..., ¢y, besitzt, dann gilt
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m m
U = X ug = g Yoy = E cidjag, r€EeN
i=1 =

Sei ur = (Upt, -y Upm) T, @ = (i1, - oy Qi) T
Lemma 4.7.1. Es gilt

Upg

Up—1,4 T—00

fliri=1,...,m und

aq
Cz)\g r—00

Beweis. Fiir j =1,...,m gilt

m
r
urj: E ci)\iaij
=1

und deshalb

m T az]
(Y Zi:1 Cz/\z Y =T
. r—1 ag
Upr—1,5 Zz 1 Cz)\ )\T ‘7
m v r—1
Clalj)\l + Zi:Q Ci ()Ti) )\iaij C1Q )\
= > A1 = A1, Well/\ <l,1=2,...,n

r—1
m i rT—00 C1014
cronj + 3 2ily G (rl) Qg ’

weiterhin,

m T
Uy C; )\i
r:al—i—g — | ] ai— a1.
U] £~ 1 \ A1 r—oo
=2
]

Die Tatsache, dass c¢; unbekannt ist, soll uns nicht stéren, denn Q)f,’: kann zum Ein-

heitsvektor normiert werden. Aus dem Beweis des Lemmas [4 wird klar, dass die

Konvergenz-geschwindigkeit von wo eegen A1 und von a /\; gegen « genau dann

schlechter wird, wenn A; =~ Ao, wenn also —f ~ 1.

Was wire aber im Fall Ay & Ay zu tun, um die Konvergenz des Verfahrens zu beschleu-

nigen? Statt ¥ kann man in den Iterationen ¥ — pl verwenden, um das Verhiltnis iQ £

kleiner zu machen. Oder, statt ¥ verwendet man (X — pI ) , das heift, man 18st das
Gleichungssystem (X — pI) u, = wu,—1 fiir jedes r € N. Somit ist fiir die geeignete Wahl
von p die Konvergenz zu i, k = 1,...,m moglich (im zweiten Fall).
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Ubungsaufgabe 4.7.1. Konstruieren Sie diese Vektoren und beweisen Sie die Konver-
genz!

Eine Beschleunigung der Konvergenz kann auch erreicht werden, wenn statt {u,} die
Folge {ug,} betrachtet wird, ug, = T2ru0, r € N. Weitere Mafsnahmen zur Verbesserung
des Algorithmus der Potenzmethode findet man in [§], S. 410-411.
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