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1 Vorwort

Die Qualitat des Mathematik-Unterrichts an deutschen Schulen und Gymnasien hat in
den letzten 30 Jahren kontinuierlich abgenommen. Dies hat eine Reihe demographischer
sowie bildungspolitischer Griinde, zum Einen. Zum Anderen reflektiert es den allgemei-
nen Trend der rapiden Verschlechterung der Schulausbildung in der ganzen Welt, die viele
Lander derzeit erleben. Aus dem Wortschatz und den Fachbiichern der Schiiler verschwin-
den solche Begriffe wie ,Satz“, ,,Lemma“, ,Beweis®, die bestenfalls durch ,, Kompetenz*,
,Begriindung* und ,,Erklarung® ersetzt werden. Schwach ausgebildete Schiiler absolvie-
ren anschlieBend an den Universitdten das Lehramtsstudium und werden nur méfig gu-
te Mathematiklehrer, die komplexe mathematische Sachverhalte kaum weiter vermitteln
konnen... So schlieit sich der Circulus Viciosus. Die Mathematik gilt in der Schule als eins
der unbeliebtesten Facher, das kaum etwas niitzt. Auflerdem ist es ,streflig“ geworden,
zu viele Hausaufgaben zu bekommen, denn das Schulleben soll doch entspannt sein und
yopal machen”. Dazu wird die MittelméBigkeit der Losungswege, das Nicht-Abweichen
vom vorgegebenen Pfad von vielen Lehrern gerade favorisiert! Man orientiert sich oft beim
Aufbau des Unterrichts an den schwécheren Schiilern der Klasse. Die Wortkombination
,Elitebildung® ist nicht mehr ,in“... Man hat einfach verdrangt, dass nicht die breite Mas-
se, sondern gerade die besten Wenigen, die Speerspitze der Gesellschaft, das ,,Salz der
Erde® den Fortschritt der gesamten Menschheit vorgeben und entscheidend mitgestalten.
Wenn dies alles weiterhin ungebremst seinen Lauf nimmt, droht den européischen Landern

in Kiirze ein neues Bildungsmittelalter.

Deshalb ist es von enormer Wichtigkeit, diesem Prozess entgegen zu wirken und sich der
Ausbildung der wissenschaftlichen Elite zu verschreiben. Diese Elite beginnt in der Schule,
dort miissen wir die Begabtesten abholen. In der Mathematik gibt es bereits Mittel und
Wege, die sich dabei bestens bewédhrt haben. Eins davon sind Mathematik- Wettbewerbe,
in denen man auf die langjéahrige Erfahrung der besten mathematischen Schulen der Welt
zuriick greifen kann. Das vorliegende Vorlesungsskript ist dabei ein Versuch, einen relativ

kleinen Teil der Finessen der Schulmathematik in den héheren gymnasialen Jahrgangs-



1 Vorwort

stufen 11-13 den Schiilerinnen und Schiilern verstdndlich und zugénglich zu machen. Es
entstand aus einer Vorlesungsreihe, die der Autor am Begabtenseminar fiir Schiiler in
der Mathematik an der Universitdt Ulm (2019-2021) gehalten hatte. Die meisten Inhalte
des Skriptes werden an den Gymnasien bestenfalls erwahnt, aber keinesfalls systematisch

geiibt.

Dabei griff der Autor auf die zum Grof3teil nicht iibersetzten russischsprachigen Quellen
zuriick, die der renommierten sowjetischen Mathematik-Schule (1960-1990er Jahre) ent-
springen. Die Tradition der Schulinternate fiir begabte Schiiler im ehemaligen Ostblock
geht auf den bekannten russischen Mathematiker A. N. Kolmogorow (1903-1987) zuriick.
Sie hat eine Reihe exzellenter Wissenschaftler in einigen naturwissenschaftlichen Féchern

vorbereitet, die in allen Teilen der modernen Welt arbeiten.

Das Skript beginnt mit dem Umgang mit rationalen Gleichungen, Ungleichungen und
Systemen. Es folgen Probleme, die Wurzeln, Betriage, Potenzen, Logarithmen sowie trigo-
nometrische Funktionen enthalten. In Kapitel 4 betrachtet man lineare sowie nicht-lineare
Gleichungssysteme mit dazu gehorenden Losungsmethoden, die teilweise auch deutlich
iiber dem Niveau des Schulprogramms liegen. Es folgt ein Kapitel iiber die geometrischen
Probleme in der Ebene sowie im dreidimensionalen Euklidischen Raum, in denen die li-
neare Algebra sowie Vektor-Methoden der analytischen Geometrie niitzlich sein kénnen.
Das wohl spannendste Kapitel behandelt die Mathe-Olympiaden-Probleme (Kapitel 6),
das mehrere historisch gestellte Aufgaben mit ungewchnlichen Losungsansétzen prasen-

tiert.

Jedes Kapitel hat eine Formel- und Faktensammlung, die der Schiiler am Besten auswendig
lernen soll. Dieser folgt eine Hausaufgaben-Sammlung, die sich an die im Text des Kapitels
erkldrten Losungswege orientiert. Die meisten Aufgaben sind mit Losungen versehen, die

in Kapitel 7 zu finden sind.

Der Autor mochte den Herren Nicolas Kainz und Linus Lach den aufrichtigen Dank fiir
die Mitarbeit bei der Erstellung des Skriptes aussprechen. Herr Lach hat die Formel- sowie
Aufgabensammlungen getippt. Herr Kainz ibernahm die Vorlesungen und Losungen sowie
die Gestaltung jeglicher Grafiken und Abbildungen in diesem Skript. Das Korrekturlesen

sowie die Gestaltung des Layouts wurden ebenso von Herrn Kainz durchgefiihrt.

Last but not least: Der Autor dankt herzlich seinen ersten Mathematiklehrern Nelli F.
Schewtsowa (Gymnasium Nr. 1 in Nowossibirsk) und Wladimir N. Djatlow (Staatliche
Universitdt Nowossibirsk), die ihn in die aufregendste Welt der Mathematik eingefiihrt
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hatten.

Ulm, den 10.01.2021

Prof. Dr. Evgeny Spodarev



2 (Un)gleichungen

In allen Teilgebieten der Mathematik werden eine Reihe verschiedener Gleichungen sowie
Ungleichungen benutzt, um Probleme und Sachverhalte beschreiben zu konnen. Meist
soll eine Losungsmenge als Teilmenge der reellen Zahlen gefunden werden, wobei die
(Un)gleichung fiir eine Zahl z € R genau dann als erfiillt angesehen wird, wenn x innerhalb
der Losungsmenge liegt. Der Ausdruck

<<

A ~B

>2>

soll in dieser Vorlesung bedeuten, dass ein beliebiges der vier Symbole <, <, >, > zwischen

der linken Seite A und der rechten Seite B steht. Im Folgenden werden einige typische

solcher (Un)gleichungstypen mit passenden Losungsstrategien beschrieben.

2.1 Rationale (Un)gleichungen

2.1.1 Allgemeine Form

Gemeint sind hier Ungleichungen des Typs

P,(z) <<
Qm(z) >2

mit P,(x) =ag+ a1z + -+ apz™, Qu(x) =bg+byx+--++bypx™ und n,m € N.

2.1.2 Die Intervallmethode

Die Intervallmethode ist eine Losungsstrategie zur Losung von rationalen Ungleichungen.

Man geht dabei wie folgt vor: Finde alle Nullstellen {¢;}* ; (sogenannte kritische Punkte)




2 (Un)gleichungen

von P, und @), fiir ein N 5 £k < m +n und trage sie auf der Reelachse auf. Die Funktion

f(x):= 5;2((?) behalt ihr Vorzeichen zwischen zwei kritischen Stellen bei. Setze anschliefend
in jedem Intervall (c¢;,c;y1) mit i € {1,...,k — 1} einen beliebigen Punkt daraus in f ein,
um das Vorzeichen von f auf diesen Intervallen zu bestimmen. Die Nullstellen von @),

9
e}

sind als leer gekennzeichnet, also , nicht inklusive, da sie nicht zum Definitionsbereich

von f gehoren. Dieses Schaubild kénnte dann zum Beispiel wie in Abb. 2.1 aussehen.

reelle Zahlen

Abbildung 2.1

Bringe die Ungleichung f(x) 55 0 in die Form

[T(x - ;)%
g(z) =2 0
3131(:[ - B 77

¢ P
mit {¢;}%, = {ai}t, u{B; le und Y {; =n sowie ) p; = m. Bestimme das Vorzeichen von
i=1 j=1

f bzw. g in (o0, ¢1) bzw. (cx, +00) und daraus die entsprechende Losungsmenge.

2.1.3 Vorzeichenregel

Es gilt die folgende Regel beziiglich des Vorzeichens von f auf den einzelnen Teilintervallen:
Falls ¢; ein «; oder 3; mit Potenz ¢; oder p; gerade ist, so wechselt das Vorzeichen von
f beim Ubergang von rechts nach links bei c¢; nicht. Andernfalls wechselt das Vorzeichen
von f bei ¢;.

Im Folgenden werden einige Beispielrechnungen vorgestellt, bei denen die Intervallmethode

angewandt wird.

Aufgabe 2.1

Lose




2 (Un)gleichungen

Lo6sung 2.1

-3t -x+3=0*(z-3)-(z-3)=(z-3)(x-1)(z+1)

2 +3r+2=(z+1)(z+2)

- -1 1 3
kritische Punkte:
o (o) o o
- C—2 C—l 1Q _ C3 rezlle Zahlen
Abbildung 2.2
)z -1D)(z+1 3z -1
oy E=DEDE) _@=HE-)
(z+1)(z+2) (z+2)
Losungsmenge: ze€(-2,-1)u(-1,1)u(3,+0c0)
Aufgabe 2.2
Lose
(x=3)2(x-T7)3(x+1)
fa) = s
(z-2)(z+4)
Losung 2.2
(-3)2>0und (z+4)*>0 gilt immer, also folgt fiir « # -4
(z=T)(z+1)
>0 -2 >0.
- 2
kritische Punkte: ’
[} o [
4 / + ‘\. 3 7 y — + .
- ;‘.-1 2 ¢ ' reelle Zahlen

Abbildung 2.3



2 (Un)gleichungen

Losungsmenge: 1z €[-1,2)U[7,+00)uU{3}

2.2 (Un)gleichungen mit Betragen

Aufgabe 2.3

Lose
|2% + 22| - |2 - 2| = |2? - 2.

Lo6sung 2.3
Bestimme dafiir alle Nullstellen der einzelnen Betrige: {-2,0, 1,2}

reelle Zahlen

L

I | |
-2 0 1 2

Abbildung 2.4

Nach Abschnitt 2.6.1 (Formelsammlung) treten fiinf verschiedene Fille auf:

a) r<-2
2 +20-(2-2)=2*-2
<~ 4xr =2
1
== r==>-2
2
:}@
b) z€[-2,0]

—x?-2r+x-2=0’-2x
> 212 = -2

— J



2 (Un)gleichungen

c) xzel0,1]
22 +2r+x-2=0-1>
—r’+x-1=0
{—1+¢5 —1—\/5}
<€ 5 , 5
—_——— — —
€[0,1] <0
-1+V5
> I =
2
d) ze[l,2]
2 +2r+x-2=0>-2
1
—x==¢[1,2]
2
:)@
e) r>2

P +2r-x+2=0"-1

= xr=-1<2

— J
" -1+v5
Losungsmenge: = = 5
Aufgabe 2.4
Lose
|22 — 1| 1
—_— > -
x?-x-2 2
Losung 2.4

Es treten hier zwei Fille auf:

1 20 -1 1
> = 5=
2 2-x-2 2
1 -2x+1 1
Tr< —= > —_— > =
2 2-x-2 2



2 (Un)gleichungen

Zu 2.1:

2r -1 1 z(b-1)

——= > = ——>0
2z-2 2 (z+1)(z-2)

Mittels der Intervallmethode erhalten wir x € [(—1, 0)u(2, 5)] n[3,+00] =(2,5).
Zu 2.2:

-2z +1 N 1 — (1-z)(z+4) 50
x2-x-2 2 (x+1)(x-2)

Mittels der Intervallmethode erhalten wir x € [(—4, -1)u(l, 2)] n[-o0,3] = (-4,-1).

Losungsmenge: € (-4,-1)u(2,5)

2.3 (Un)gleichungen mit Wurzeln

Aufgabe 2.5
Lose

Vr+5-+vz=1.
Losung 2.5

Definitionsbereich: z € [-5,+00] N[0, +00] = [0, +00]

Die Wurzelfunktion ist monoton steigend. Daher gilt fiir alle x > 0
Vi+5>\/r<=Vr+5-Vr>0

und damit auch

Vr+5=1+7%
—=zr+5=1+2/r+2
—2/x=4
= V2=2 < 1=4



2 (Un)gleichungen

Losungsmenge: z =4

Aufgabe 2.6
Lose

Va?-4r+3>2-1x.

——
=g(x)
Losung 2.6
g
N X
U
Abbildung 2.5

Definitionsbereich:

g(2)20<= (z-1)(x-3)20 <=z € (-00,1]U[3,+00)

Es treten nun zwei verschiedene Fille auf:

a) 2-2>20e <2

2?4z +3>(2-12)?

1’ —4x+3>4-4r + 2>

= 32>4

:}@

b) 2-2<0e=x>2
Da fiir alle z aus dem Definitionsbereich \/g(z) > 0 > 2 — x gilt, folgt in diesem Fall

ze[(-00,1]U[3,+00)]N[2,+00) = [3, +00).

Losungsmenge: € [3,+00)

10



2 (Un)gleichungen
2.4 Exponentielle (Un)gleichungen

Aufgabe 2.7

Lose
|z - 3" = (2 - 3)%.

Loésung 2.7
Definitionsbereich: z € R

Nach Abschnitt 2.6.4 (Formelsammlung) treten zwei verschiedene Félle auf:

a) re{2,4} = |r-3|=1<(z-3)2=1

o = 3" = (z - 3)?
@1312—33:1
—1=1

— xe{2,4}

b) 2¢{2,4} < |r-3|#1 < (z-3)241

o =3[ = (2 - 3)?
—=?-r=2
—r’-x-2=0

—xe{2,-1}

Lésungsmenge: x¢€{2,4,-1}

Aufgabe 2.8
Lose
4.9%71 = 3y/92z+1
>0 >0
Losung 2.8

Definitionsbereich: zeR

11



2 (Un)gleichungen

Wenn auf beiden Seiten der Gleichung der log,(-) angewandt wird, erhalten wir

49771 = 3/ 22041

2z +1
<2+ (r-1)log,9=1og,3 + v

log, 2
1
<:>2+2(m—1)10g23:10g23+x+§
3
<:>§+2xlog23—3log23—x20

1 1
«— 2z(log, 3 - 5) =3(log, 3 - 5)

3
—xr=-.
2
Losungsmenge: = %
Aufgabe 2.9
Lose
(422 + 22+ 1)7 " < 1.
| —
=g(z)
Losung 2.9

Die Diskriminante D, von g ist
Dy,=2*-4-4-1=4-16=-12<0.

Also hat g keine Nullstellen. Zudem ist g eine nach oben gedffnete Parabel, damit liegt ¢
vollstandig oberhalb der x-Achse, das heifit g(z) > 0 fir alle z € R. Der Definitionsbereich
ist folglich ganz R.

Nach Abschnitt 2.6.4 (Formelsammlung) treten zwei verschiedene auf:

a) g(x)21=>22-2<0

o)

g(z)>1

1
<:>{L'({L'+§)ZO X

:xe(—oo,—%]ul(),+oo) -

L\J<
(]
v

Abbildung 2.6

12



2 (Un)gleichungen
x(x —1)

2?2 -x<0

— z(r-1)<0 X

— z€[0,1] (\/1

Abbildung 2.7

A J

Zusammen ist also z € [0, 1].

b) g(z)<1=>22-2>0 )
Analog zur Rechnung in a) erhalten wir z € | — %, ] N [(—oo,O] ull, +oo)] = [— %,0].

1 1]
Losungsmenge: x¢€[0,1]u [ - 5,0] = [— 3 1

2.5 Logarithmische (Un)gleichungen

Aufgabe 2.10

Lose

f(z):= 10g0,3(10g2(10g;c—2 25)) > 0.

Losung 2.10
Da das Argument des Logarithmus grofler als 0 und die Basis positiv, aber nicht gleich 1

sein darf, folgt fiir den Definitionsbereich

log,(log,_525) >0

log, 525> 0 log, 525> 1 25<x-2 fallsz-2¢€(0,1)
fr—— fr—

x-2>0 r—2¢€(0,+00)\{1} 25>x-2 fallsx-2¢€(1,+00)

r-241

und damit € [(27, +00) N (2,3)] U [(—00,27) n (3, +oo)] = U (3,27) = (3,27).

Aufgrund des passenden Definitionsbereichs kann die Ungleichung mit 1% <lund 2>1

13



2 (Un)gleichungen
potenziert werden. Auflerdem ist x —2 > 1, da x > 27 > 3 gilt. Wir erhalten damit

f(z) >0 log, ,25< 2(05°) s 95 < (x-2)% <= 22— 4z +21>0.
S——— S————

-2 ~ig(z)

Abbildung 2.8
Losungsmenge: z € (3,27)n [(—oo7 -3]u |7, +oo)] = (7,27)

Aufgabe 2.11

Lose
logy,.1 7+ 1logy, 7 =0.

Losung 2.11
Analog wie in Losung 2.10 gilt fiir den Definitionsbereich

4r+1>0 4>-1

dr+1+#1 x#0 x>0
fr— fr——

9x >0 x>0 T #s

9r #1 T#3

und damit x € (0, +oo)\{%}

Wir benutzen nun die Logarithmusrechenregel

g, (1) = 122

14



2 (Un)gleichungen

mit ¢ = 7. Damit folgt

log; 7 log; 7
log,(4z +1)  log,(9z)
< log,(4x + 1) = —log,(9x)

< log,(4x + 1) +log,(92) =0
<~ log; (92 (42 +1)) =0
«— Yz(dr+1)=1

1 1
= reE{—, —= .
127 3

N——
<0

. 1
Losungsmenge: = = Tz

15



2 (Un)gleichungen

2.6 Formelsammlung

2.6.1 Umgang mit Betrdagen

. a, wenn a >0,
e Definition des Betrags: |a| =
—a, wenn a < 0.

e Gleichung |f(z)| + g(x) = 0 ist dquivalent zu

f(x)>0 f(z)<0.

{ f@)+g(x)=0. { ~f (@) +g() =0,

2.6.2 (Un)gleichungen mit Wurzeln

m: g(z) = { f(@) = (g9(x))?
g(x) >0

f(x) < (g(2))?
V@) <glz) = | f(z)20

g(x) >0

(@) < (9(x))?
Vi) <gl@) = { f(x) 20

g(z) >0

16



2 (Un)gleichungen
2.6.3 Umgang mit Potenzen
a® >0 fiir alle a >0 und z € R.
log, b, wenn a > 0,0>0,a # 1

a*=b<=z= 1 g, wenn a=1,b+1 (2.9)

beliebig, wenn a=0=1.

Falls mm und n natiirliche Zahlen sind, gilt a = ¥/a™. (2.10)
o =L (2.11)

e
a*™¥ =ad"a¥, a*V = Z—z, a”¥ = (a*)’ = (a¥)" (2.12)
(ab)” = a®b, (%) _ Z— (2.13)
a’=1,a'=a (2.14)

2.6.4 (Un)gleichungen mit Potenzen

a?® = a"® 450,a% 1< g(z) = h(z)

2)9®) = (7)) — 9(x) = n(z) oder fz)=1
) 1) {f(ar) >0 d g(z), h(z) beliebig (2.15)
9z ) g(z) > h(z) oder g(x) < h(x)
f(2)9®) > f(z)h=) { o) > 1 d { 0< f(r)<1 (2.16)

17



2 (Un)gleichungen

f(x)g(w) > f(m)h(z) — { flz)>1 oder { 0< f(z)<1

g(x) > h(x) g(x) < h(x)

o o, 9@ <hlz) ] g(@) > h(z)

f(2)9@) < f(x)h@ {f(x)>1 d {O<f(:z:)<1
)9 < (7)) s flx) 21 oder {0<f($)S1
Fome 1) { o) <hx) o) 2 hx)

2.6.5 Umgang mit Logarithmen

a%ab=p >0, b>0,a%+1.
log,1=0,log,a=1, a>0,a#1
log,(bc) =log,b+log,c, a,b,c,>0,a+1
b
log, (—) =log,b—-log,c, a,b,c,>0,a+1
c
log,(b*) =xlog, b, a,b>0,a%1
1
logq=) b = Elogab, a,b>0,a+1,x+0

log,(b*") =2nlog, |b|, a>0,a#1,b#0,neN

1
logagz—logab, a,b>0,a+1

18

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)



2 (Un)gleichungen

log,.b

log, b =
log.a

log, b =
log, a

, a,b,c>0,a,c+1

, a,b>0,a,b%1

log,(bc) =log, |b| +log, |¢|, a>0,b-c¢>0,a+1

loga(l—)) =log, |b| —log,|c|, a>0,b-c>0,a+1
c

2.6.6 (Un)gleichungen mit Logarithmen

9(z) = h(x)
x)>0
080 9(0) = oy ) o= 1170
flx)#1
log, g(z) =log, h(z) < { ?((i))zgf@’ falls @ >0, a # 1.
9(x) > h(x) h(x) > g(x)
log (2 9(7) >log () h(x) <= { h(z) >0 oder g(x) >0
flx)>1 0< f(x)<1
9(x) 2 h(x) h(z) 2 g(x)
log () 9(x) 2 logy(,) h(7) <= { h(z)>0 oder g(x) >0
flx)>1 0< f(z)<1
g(x) <h(x) h(z) <g(x)
log (s 9(7) <log s,y M(z) = { g(x) >0 oder h(xz)>0
f(z)>1 0< f(z)<1
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(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)



2 (Un)gleichungen

9(x) <h(z) h(z) < g(x)
log () 9(7) <log s,y M(z) = { g(x) >0 oder h(x) >0 (2.37)
flx)>1 0< f(z)<1
Falls a,b Zahlen mit a > 0,a # 1 sind, gilt
log, f(z) =b<= f(x) =a®, (2.38)
b 1
log, f(z) > b= J (@) >, @z (2.39)
0< f(x)<ab, a<l,
> ab 1
logof(z) 2b<— /(2) > d “ (2.40)
0< f(z)<ab, a<1l,
b 1
log, f(z) <b <= 0</f(w)<a’ a> (2.41)
f(x) > ab, a<l,
< ab 1
log, f(z) <b = O<flo)sa, a> (2.42)
f(z) > ab, a<1.
2.6.7 Ableitungen
Jede Konstante ergibt abgeleitet 0. Zudem gelten:
(%) = az*? (2.43)
(sinz)’ = cosx (2.44)
(cosx) = -sinx (2.45)
(cosz)' = —sinz (2.46)
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2 (Un)gleichungen

2.7 Ubungsaufgaben

Lose die folgenden (Un)gleichungen.

Aufgabe 2.12

Aufgabe 2.13

Aufgabe 2.14

Aufgabe 2.15

Aufgabe 2.16

Aufgabe 2.17

Aufgabe 2.18

VI-5r=vV3-z+ 2

8

WNr+2=|r+1]+4
Ve-1+Vzr-2ver-1=1
|2% + 3z +2| +42+10=0

22 +2y% -2xy =5
r+2y="7

2z - 1|+ 3|y +2|=17
2r+y="7

{y\/g+\/§—5\/5x\/§

rT=y+3

21



2 (Un)gleichungen

Aufgabe 2.19

(22 =182+ 77)V10 -2 >0

Aufgabe 2.20

20 - 17 < V81 — 22

Aufgabe 2.21

(2-22)(x-3)3 S
(z+1)(22-3x-4)

Aufgabe 2.22

V3r-4+V2r-13>V13-22

Aufgabe 2.23

4
r-—-2|>1

Aufgabe 2.24

Fiir welche a € R hat das folgende System mindestens eine Losung?

ar—-1<0

r—4a >0

Aufgabe 2.25
Fiir welches z € R nimmt die Funktion f(x) = x(x + 1)(x + 2)(z + 3) ihr Minimum an?
Berechne

m = me%f(x)

Aufgabe 2.26

>1

22



2 (Un)gleichungen

Aufgabe 2.27

V322 +52+7-V3x2+5x+2> 1

Aufgabe 2.28

>
2-x 2+ 4-22

Aufgabe 2.29

Beweise

ﬁ+%+ﬁ2x+y+z fiir alle x,y, 2z > 0.
2

Aufgabe 2.30
25|1—2x\ - 54—6:1:

Aufgabe 2.31
Fiir welches a € R hat

1
log, (x+a)= 5

nur eine einzige Losung?

Aufgabe 2.32

1 T+5
1—10g9(]}+ 1)2 = élog\/g(m)

Aufgabe 2.33

log,,, = <log,x* fiir a+1,a>0.

Aufgabe 2.34

510g2m + 2x10g25 =15

Aufgabe 2.35

log,, Vz -5 +log;, V2x -3+ 1 =log;,30
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2 (Un)gleichungen
Aufgabe 2.36

410g3(lfz) — (21,2 + 20— 5)10g32

Aufgabe 2.37

2\ _ A2\ 7
(1+“) -(1 a) =1 fiirae(0,1)
2a 2a

Aufgabe 2.38

Finde die Summe der Losungen von
x+1=2log, (2% +3) — 2log, (1983 - 27%).

Aufgabe 2.39

\/4log4x—2+\/1 +log,x =4
Aufgabe 2.40

6x-3

375 < V2721

Aufgabe 2.41

log log%(yc2 -4r+3)<0

Aufgabe 2.42

(2 +2+1)" <1
Aufgabe 2.43

1 1
>
20 -1~ 1-20-1

Aufgabe 2.44

log, 25+ 2y =2
~(log, (0,2)) +y = 1
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2 (Un)gleichungen

Aufgabe 2.45

24 — 22 -2
#)>1

log,. .o
08202 ( 14

25



3 Trigonometrie

Ein weiteres Teilgebiet der Mathematik, zu dem verschiedenste (Un)gleichungen formuliert
werden konnen, ist die Trigonometrie. Gesucht ist fiir diese (Un)gleichungen wieder eine
Losungsmenge. Aufgrund der Periodizitéit der trigonometrischen Funktionen werden nun
allerdings auch oft diskrete, unendliche Losungsmengen herauskommen.

Im Folgenden werden einige typische trigonometrische (Un)gleichungstypen mit passenden

Losungsstrategien beschrieben.

3.1 Die Hilfsargumenten-Methode

Fiir alle a,b € R mit a? + b* > 0 gilt

asin(z) £ bcos(x) = ( sin(z) + Va2 +b?

a b
_ ——cos(z) |-
Va? + b2 Va2 + b2 ( ))
—_——— —_———
cos() sin()

=Va?+b?- (sin(x) cos(p) + cos(x) sin(tp)) =Va?+b?-sin(z + ).
Dies folgt aus

a Y\ b

) =sin?(¢p) + cos?(p) = 1

b

mit ¢ = arcsin (— . Insbesondere gilt

a

sin(z)  cos(z) = V2 - sin (33 + Z):

denni—sin il = COS il
V2 4] 4)

26



3 'Irigonometrie

Aufgabe 3.1

Lose
12 cos(z) - 5sin(x) = -13.
Losung 3.1

12 12
Es ist V122 + 52 = 13, somit gilt B cos(z) - % sin(z) = 1. Sei ¢ = arcsin (1—3), dann folgt

12 cos(x) — 5sin(z) = =13 <= sin(p) cos(z) — cos(p) sin(z) = -1
<~ sin(p-x) =-1

— gp—a:z—z+27rn, n e Z.
2

12
Losungsmenge: ¢ {g + arcsin (E) +2mn:ine Z}

3.2 Zuriickfiihren auf ein Polynom von einer

trigonometrischen Funktion

Aufgabe 3.2

Lose
sin(3z) + cos(2x) = 1.

Losung 3.2
Transformiere die linke Seite zu einem Polynom von sin(z). Nach Formel (3.21) und (3.26)

(Formelsammlung) gilt
cos(2x) =1-2sin*(x) und sin(3x) = 3sin(x) - 4sin’(x).
Damit folgt

1-2sin®(z) + 3sin(z) - 4sin®(z) = 1 <= sin(z)(3 - 4sin®*(z) - 2sin(z)) = 0.
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3 'Irigonometrie

3 —4sin*(x) - 2sin(z) =0
Substituiere ¢ = sin(z):
4t -2t+3=0
sin(z) =0 Berechne die Diskriminante:
I D=(-2)>-4-(-4)-3=52=4-13
-2+v4-13 -1+£V13
r=mn,nel = by = =
24 4
Riicksubstitution:
-1-V13
sin(:c)zt,:T<—1:>®
VI13-1 V13 -1
sin(z) =t, = i :xz(—l)"arcsin( 5 )+7rn, neZz

V13-1
Losungsmenge: x ¢ {’/T?”L in e Z} U {(—1)" arcsin( 1 ) +TN N € Z}

Aufgabe 3.3
Lose

5sin(2x) — 5cos(2x) = tan(z) + 5.
Lo6sung 3.3
Transformiere dies zu einer rationalen Funktion von tan(z):
Es gilt

1+ tan?(z) = cos?(z)  sin®(x) _ sin?(z) + cos?(x) o1

cos?(x)  cos?(x) cos?(x) cos?(x)

und damit
: 1 2t
sin(2z) ©20) 2sin(x) cos(x) = 2:)2((?) cos?(z) = 2tan(z) cos*(z) = #ﬁ%
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3 'Irigonometrie

sowie

1 sin?(x)
1+tan(z) cos(z)
~ 1 tan?(z)  1-tan®(x)

" 1+tan?(z) 1+tan?(z) 1+ tan®(z)’

cos(2x) ®20 cos?(x) —sin?(x) = cos®(x)

Zusammen folgt mittels Gleichung (3.1) die neue Gleichung

2tan(x) -1+ tan®(z)  tan(x)
1+ tan?(z) -5

+1. (3.2)

Gleichung (3.1) und (3.2) sind dquivalent, da sie den gleichen Definitionsbereich besitzen.

Substituiere nun ¢ = tan(x):

Pe2t-1-L(r41)-r-1

%_—W:E+1<:> :0
1+¢2 5 t2+1
—t3+5t2+10t—5—5t2—5—t:0
t2+1
t3—9t+10:0
t2+1
N

>1

= t3-9t+10=0
Mittels Polynomdivision erhalten wir
189t +10=(t-2)(#2 + 2t =5) = (t-2)(t+ 1-V6)(t+ 1+ V)
und damit auch

2t1"+—1;t2:§+1 — (t—2)(t+1—\/6)<t+1+\/6>:0
— te{2,—1+\/6,—1—\/6}.
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3 'Irigonometrie

Riicksubstitution Riicksubstitution Riicksubstitution
tan(z) =t =2 tan(z) =t=-1+6 tan(z) =t =-1-6

Y J U

x = arctan(2) + mn, = arctan(=1 + V/6) + 7, z = —arctan(1 +V/6) + mn,
n ez n ez n ez
Losungsmenge:

zelJ {arctan(Q) +mn, arctan(=1 + V/6) + 7n, —arctan(1 + V6) + 7rn}
nez

3.3 Polynomdivision
Es soll das Polynom
a(zr) = iak:ck, Ng > 1
k=0

durch das Polynom

np

b(z) =) bya*
k=0

mit Deg(b) = ny, <n, = Deg(a) geteilt werden. Gesucht sind also Polynome ¢(x) und r(z),

sodass

a(x) = q(x) - b(x) +r(z)

mit Deg(r) < Deg(b).
Beispiel:

a(z) =zt +623-322 -z +1
b(zr)=x?-2x+3
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3 'Irigonometrie

-5x - 29

( 2+ 623 -322 -2 +1):(x2—2$+3):9”2+8“10+m

-zt + 223 - 322

8x3 —61? -=x
- 8x3 + 1622 — 24x
1022 - 252z +1
- 1022 + 20z - 30
-5r-29

Demnach erhalten wir ¢(x) = 22 + 8z + 10 und r(z) = -5z - 29.

Aufgabe 3.4
In Losung 3.3 wurde eine Faktorisierung von a(t) = t3-9t+ 10 gesucht. Finde diese mithilfe

einer Polynomdivision.

Losung 3.4
Wir raten zunéchst die Nullstelle g = 2:

a(ty)=22-9-2+10=8-18+10=0

Nun setzen wir b(t) = (t —tg) = (t = 2) und fithren die Polynomdivision mit a(¢) und b(t)
durch.

( £3 —9t+10):<t—2):t2+2t—5
-3+ 22
22 - O
- 2t2 + 4t
-5t+10
5t - 10
0

Durch die Mitternachtsformel bekommen wir zudem ¢2 + 2t — 5 = (t +1- \/6> (t +1+ \/6)

und damit die Faktorisierung

t3—9t+10:(t—2>(t+1—\/6)(t+1+\/6).
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3 'Irigonometrie

3.4 Ausnutzung von Ungleichungen und Monotonie

Aufgabe 3.5

Lose
sin(3x) + cos(2x) +2 = 0.

Losung 3.5
Da [sin(3z)| < 1 und |cos(2z)| < 1 ist, gilt

. Sin(?)l'):—l 3x:—%+2ﬂ'n x:_%_{__
sin(3x) + cos(2z) = -2 < — —
cos(2z) = -1 2r =7+ 21N =% +71n

mit n € Z iiberall beliebig.

Lésungsmenge: xe{—%+2”T":neZ}m{g+7m:neZ}

Aufgabe 3.6
Fiir gewisse x,y € R gelte die Gleichung

r+e"=y+eY.
Gilt fiir solche z,y auch die Gleichung
sin(z) + cos(y) = cos(x) +sin(y)?

Losung 3.6
Da x +e® = y + e¥ fiir ein festes (x,y)-Paar gilt und die Funktion f(x) = z + e* streng

monoton wéchst, gilt x = y. Damit folgt direkt

sin(x) + cos(y) = sin(x) + cos(x) = cos(x) + sin(x) = cos(x) + sin(y).
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3 'Irigonometrie

3.5 Summation von trigonometrischen Funktionen mit

Hilfe von erzeugenden Funktionen

Oft ist der Wert einer Summe
n
S% = E:/uk
k=1

von trigonometrischen Funktionen wy gefragt. Eine erzeugende Funktion f(k) ist eine
Funktion, fir die f(k+1) - f(k) = uy, gilt. Falls solch ein f existiert, gilt

Su= S [F(k+1) - F(B)] = f(n+1) - F1).

k=1

Aufgabe 3.7

Finde eine direkte Formel fiir den Ausdruck
Sp =) sin(a+kh),
k=0

sodass nicht Summe mit n Summanden berechnet werden muss

Lo6sung 3.7
Ziel ist es, eine erzeugende Funktion f zu finden:
Durch die Formel

cos(z) - cos(y) G20 _osin (xTer) sin (x ; y) (3.3)
gilt
2k +1 2k -1 20+ 22h + 2 Lp - 2L,
cos|a+ b h|-cos|la+ k h|=-2sin A i sin ar s S .
2 2 2 2
——
=a+kh =

N>

Damit folgt

cos (a + 2’2—“!1) —cos (a + &z’lh)

—2sin (%)

sin(a + kh) = = f(k+1) - f(k)
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3 'Irigonometrie

mit
k) = _cos (a + 2’“2—’111)
28111(%)

Dann ist

.= S 110+ 1) 7] = 10 - O

coS (a + %h) - COoS (a - %) (3.3) sin (a + gh) sin (”T*lh)

) —2sin<%) ) sin(%)

Loésungsformel:

sin (@ + %h) sin (”T”h)

> sin(a +kh) =
k=0

3.6 Umwandlung von Summen und Produkten

Aufgabe 3.8

Lose

Losung 3.8
Es gelten die beiden Identitiaten

cos(x) + cos(y) 329 5 os (T) 08 (%)

=V e
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3 'Irigonometrie

Dadurch gilt

ot (5 o) oot (G o) = con () mcon (F) |- con(§ ) weon(§ 2)]

s s s s s s s
(3.4 I e N (e A ¥ ST+ AT =

= 4sin (g) sin(x) - cos (g) cos(x) = 2sin (g) cos (g) -2sin(x) cos(x)

in [ 2 |si —Lsin x
:sm(z)sm(%’)—\/§ (2z)

und somit

1 1 1
cos? (g —x) - cos? (g +x) =5 = Esin(Qx) =5
1
<« sin(2z) = —

V2

— 2xz%(—1)"+7m, neZ

— x:g(—l)”+zn, neZ.

2

™

Losungsmenge: 1z ¢ {8

(—1)”+n§:n€Z}

3.7 Losen von Ungleichungen

Aufgabe 3.9

Lose
arccot?(z) - 5arccot(z) + 6 > 0.

Loésung 3.9

Substituiere ¢ = arccot(z):

?-5t+6>0
N———
=f(t)
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3 'Irigonometrie
Es gilt Dy =25-4-6 =1 und somit

o+1
f(t)zOc»ti:ﬂc»te{Q,B}.

A J

Abbildung 3.1

Es folgt also (s. Abb. 3.1)

arccot?(z) — Harccot(z) +6 >0 <= arccot(x) <2 oder arccot(z) > 3.

T +

m\

2

|
5
I
(M

[
w3

Abbildung 3.2
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3 'Irigonometrie
In Abb. 3.2 ist zu sehen, dass der Arkuskotangens monoton fallend ist. Daraus kénnen wir

arccot(x) < 2 < x> cot(2)

arccot(x) > 3 < x < cot(3)

schlief3en.

Losungsmenge: 1z € (—o0,cot3) U (cot2,+00)

Aufgabe 3.10

Beweise, dass

1 N 1 1
sin(%) sin(g) sin(%)

falls a, § und v Winkel in einem Dreieck sind.

Losung 3.10
Es gilt a,, 5,7 >0 und o+ 8+~ = w. Daraus ergibt sich auch %, g, % > 0. Benutze nun die
Ungleichung

1 n

—inz Y/T1-... Ty

n=
mit xq,...,2, > 0 und n € N zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel. In
unserem Fall ist n = 3:

1 1 1 3

sin(3) sin(3) sin(3)  {fein(5)-sin(5)sm(3)




3 'Irigonometrie

und damit auch (s. Abb. 3.3)
ay By 1.« - +
ain () sin(5)sn (3) = i ()] on (57) -eon (57
1. /«a e . (« e
<§s1n(§)(1—sm<§))S%rgg@xlsm(g)(l—sm<§))]

< %;&S{)ﬁ [y(l —y)] =

=

y(1-y)

Abbildung 3.3

Zusammen folgt

Aufgabe 3.11

Lose
cos(x) + cos(2x) + cos(3x) < 0.

Losung 3.11

Zerlege mithilfe von Formel (3.29) (Formelsammlung) die linke Seite in Faktoren

3 -3
cos(x) + cos(3x) = 2 cos (I +2 :zc) £ COS (x 5 x) = 2cos(2x) cos(x)

und schreibe

cos(x) + cos(2x) + cos(3x) = 2cos(2z) cos(x) + cos(2z) = COS(2$)(2 cos(z) + 1).
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3 'Irigonometrie

cos(x) 3

Abbildung 3.4

1
In Abb. 3.4 ist zu sehen, in welchen Intervallen der Cosinus kleiner als ~3 ist.

Daraus lasst sich

(3.5) — cos(2:c)(2 cos(x) + 1) <0

cos(2z) >0 cos(2x) <0
oder
2cos(z)+1<0 2cos(z)+1>0
2ce( -2 +2mn, 2 +21mn 22z € (T +27n, 3 + 2mn
— ( 2 2 ) oder (2 2 ) nevr
cos(x) < —3 cos(z) > -3
ze(-Z+m,Z+7n re(T+mn, 3T +mn
_ Jee(=grmgrm) (5 +7n, 5 +mn) ez
xe(%ﬁ+27rn,4§+27m) ace(—%“+27m,%”+7rn)
folgern.
Losungsmenge:
27 3T T s 5% 47
mek}zl(?+27m,z+27m)u(—1+27m,z+27m)u(z+27m,?+27m)]
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3 'Irigonometrie

3.8 Losung von Gleichungssystemen

Aufgabe 3.12

Lose das System
cos(z) cos(y) = -1
tan(y) = cot(x)

Losung 3.12
Definitionsbereich: x ¢ {mn:neZ}, y¢ { +7Tn:ne Z}

Zusammen mit Formel (3.17) aus der Formelsammlung gilt

{cos(x) cos(y) = -1 {cos(:c cos(y) = -1

tan(y) = cot(x) R

cos(z) cos(y) = -1
—
sin(z) sin(y) = cos(z) cos(y)
cos(z) cos(y) = -1
—
sin(z)sin(y) = -1
@3.17) | cos(x)cos(y) —sin(z) sin(y) = cos(z +y) =0
—
cos(z) cos(y) +sin(z) sin(y) = cos(z - y) = -3
r+y=75+mk
- n,keZ
T-y= :l:— +2mn
20 = (z + T - :I:— +Z+7k+2
— (w+y)+(v-y)= : o n,k,m,l ez
2y=(x+y) - (33 y)=Z+mmF L + 2l
T+Z4 7r n+ 5)
— n,k,m,l 7.
=TFE+ 7r €+ )
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Losungsmenge:

3 'Irigonometrie
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3 'Irigonometrie

3.9 Formelsammlung

3.9.1 Reduktion auf Grundgleichungen

Alle trigonometrischen Gleichungen werden gelost durch Reduktion auf eine der vier

Grundgleichungen:
, x = (-1)"arcsina + nm, n€Z, wenn |a| <1,
sing = a < (3.6)
@, wenn |a| > 1;
x =+arccosa+2mn, n€Z, wenn |a| <1,
CoST = a < (3.7)
@, wenn |a| > 1;
tanz =a < x = arctan a+nmw, n€Z (3.8)
cotx =a <= x =arccot a+nmw, neZ (3.9)
Dariiber hinaus ist es wichtig, folgende speziellere Losungen zu kennen:
: T
smx=1<=>m=§+27m,neZ (3.10)
sinx=0<=x=nm, neZ (3.11)
: T
smx:—1<=>x:—§+27m, neZ (3.12)
cosx=1<=x=2mn, ne’ (3.13)
T
cosx:04=>x=§+7m,neZ (3.14)
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3 'Irigonometrie

cosr=-1l<—=x=m+2mn, ne’Z

Folgende Formeln werden verwendet, um Gleichungen zu vereinfachen:

sin(x +y) =sinxcosy + cosrsiny

cos(x £y) =cosxcosy Fsinxsiny

tanz + tany

t )=
an(z +y) 1+tan x tan y

sin?x +cos?z =1

Sin2x = 28Inx cosx

cos 2z =cos?z —sin?z =2cos?xr—1=1-2sin’z

2tanx
tan2r = ————
1 -tan“zx

9 1
5 I+cot’r = ——
cos* T sin” x

1+tan’z =

. . T
sinx +£coszx = V2sin .CL“:EZ

. 9 1-cos2x 9 1+ cos2x
sin“x = ——, cos x:T

2

sin3x = 3sinz — 4sin®z, cos3x =4cos®z — 3cosz
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3 'Irigonometrie

Die Gruppierung und Faktorisierung erfolgt durch die folgenden Formeln:

sin(z +y)

tan x +tan y = (3.27)
COS T COS Y
sin z +sin yzQsingci cosx;y (3.28)
COS T + COS y=2608$+ycosx;y (3.29)
COS T — COS y:—2sinx+ysinx;y (3.30)
: : 1
sin zsin y = §(cos(x—y) —cos(x+y)) (3.31)
: L . :
sin zcos y = §(sm(:1: +y) +sin(x -y)) (3.32)
1
COS T COS Y = E(cos(:v +y) +cos(z—y)) (3.33)

3.9.2 Hilfsargumenten-Methode

Es gilt

sinx +

a b
asinz +bcosx =VvVa?+b? | ——— ————cosT
(\/a2+b2 Va2 + b? )
=Va?+b%(sinzcosp + coswsinp) =

=Va?+b%sin(z + @),

wobei ¢ = arcsin( a§+b2 )

| {a, wenn a > 0,
al =

—a, wenn a <0
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3 'Irigonometrie

3.10 Ubungsaufgaben

3.10.1 Gleichungen

Lose die folgenden Gleichungen.

Aufgabe 3.13

3sin(z) +4cos(x) =5

Aufgabe 3.14

V3sin(2z) - cos(2z) = V3
Aufgabe 3.15

sin®(x) + 1
sin?(x)

V3 cos(x) + cot?(z) =

Aufgabe 3.16

Beweise die Identitét

sin(a) +sin(B) +sin(y) —sin(a+ S+ ) = 4sin(04 + 5) Sjn(7 '2" ﬁ) sin (04 ; ’Y)
Aufgabe 3.17

Es seien «, 3,7 Winkelmafle in einem Dreieck. Zeige, dass

t(g)t(g) t(g)t(g) t(E)t(g) 1

Aufgabe 3.18

Berechne die folgenden Summen:

1. cos(3a) + cos(ba) + cos(7a) + -+ cos((2n + 1))

1 a 1 a 1 a
2. tan(a) + —tan| = |+ -tan|— |+ -+ —tan| —
2 2 4 4 2n 2n
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3 'Irigonometrie

Aufgabe 3.19

Beweise, dass die Gleichung
(sin(z) + V3 cos(x)) sin(4x) = 2
keine Losung besitzt.

Aufgabe 3.20

Beweise, dass

sin?(x) cos?(x) <

S

Aufgabe 3.21
Finde

3
1. cos (2 arcsin (Z))

2. cos(2arccot(-2))

3.10.2 Ungleichungen

Lose die folgenden Ungleichungen.

Aufgabe 3.22

1+ cos(2x) > cos(x)(1+|1—2cos(z)|)

m > sin(x) — cos(x)

sin(x) < |cos(x)|

Aufgabe 3.23

Aufgabe 3.24

Aufgabe 3.25
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3 'Irigonometrie
Fiir welche a € R hat die Ungleichung
tan®(cos(V4n2 - 22)) - 4atan(cos(V4r2 - 22)) +2+2a < 0

eine endliche Anzahl von Losungen? Finde diese Losungen.

Aufgabe 3.26
Fiir welche a € R hat die Gleichung

(arcsin(z))? + (arccos(z))? = a
eine eindeutige Losung?

Aufgabe 3.27
Finde alle Losungen der Gleichung

f cos(x + a?)dx = sin(a),
0

welche im Intervall [2, 3] liegen.

3.10.3 Weitere Gleichungen

Lose die folgenden Gleichungen.

Aufgabe 3.28
tan?(z) tan®(3x) = 1

Aufgabe 3.29
-4 4 5
sin®(x) + cos*(x) = 3

Aufgabe 3.30

1 1
+ =22

sin(z)  cos(x)

Aufgabe 3.31
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3 'Irigonometrie

1
tan(z) tan(—) =1
x
Aufgabe 3.32
2tan(2zx) + tan(3x) = tan(5x)
Aufgabe 3.33

2cos(x) =/2 +sin(3x)

Aufgabe 3.34
Fiir welche a € R besitzt die Gleichung

Vsin(z) —y/cos(z) = a

Losungen?

Aufgabe 3.35
Finde alle p € R, fiir welche die Gleichung

sin(x) + pcos(z) =2p

Losungen besitzt.

3.10.4 Gleichungssysteme

Lose die folgenden Gleichungssysteme.

Aufgabe 3.36

tan(x) tan(2y) = 1,
V3sin(2z) - 3cos(2y) = 0

Aufgabe 3.37
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3 'Irigonometrie

{2 sin(z) sin(y) = cos(2z) + cos(2y),
2 cos(x) sin(y) = cos(2x) — cos(2y)

Aufgabe 3.38
sin(x) +sin(z) = V2cos(y),

cos(x) + cos(z) = V2sin(y),
cos(2y) + cos(2z) = sin(2x)

Aufgabe 3.39

{sin(x) +tan(y) =0,

sin?(x) +tan?(y) = 1

Aufgabe 3.40

{\/sin(a:) cos(y) =0,

2sin*(z) - cos(2y) -2 =0
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4 Gleichungssysteme

In der linearen Algebra werden lineare Gleichungssysteme benutzt, um verschiedenste
Sachverhalte im R™ mathematisch beschreiben zu kénnen. Aber auch nicht-lineare Glei-
chungssysteme, deren Losungsstrategien um einiges komplizierter sein konnen, werden in
diesem Kapitel von Interesse sein. Auflerdem werden wir nicht immer an einer explizi-
ten Losungsmenge interessiert sein. In der Mathematik kann es manchmal niitzlich und
zielfithrend sein, einen Ausdruck in Abhéngigkeit des Gleichungssystems zu berechnen,

ohne die genaue Losungsmenge zu kennen.

4.1 Lineare Gleichungssysteme

Gemeint sind hier Gleichungssysteme der Form

a11r1 +a129 + ... +a1,T, = b1

(4.1)

A1 L1 + Qoo + ...+ QL = b,

N
zusammen mit der dazugehorigen Matrixschreibweise A7 = b, wobei

@11 Ai2 - Qip

21 Q22 -+ A2pn
A=

Am1 Am2 ** Amp
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4 Gleichungssysteme

eine mxn-Matrix und

x by
— b

7" eR", b= _2 eR™
Ty b,

Vektoren sind. Das System (4.1) lédsst sich auch abgekiirzt als

aix Q2 - Qin by
Q21 Q22 - da2p by (4 2)
Am1 Am2 ** Amnp bm

schreiben.

4.2 Das GauB-Verfahren

Das Gauf-Verfahren ist eine Losungsmethode fiir lineare Gleichungssysteme, also Glei-
chungssysteme wie in (4.1). Ziel des Verfahrens ist es, die abgekiirzte Schreibweise (4.2) in

eine dquivalente Form zu bringen, die eine obere Dreiecksstruktur besitzt, also eine Form

des Typs
aiy aig Q1n by
0 " b
S (43)
0O - 0 amn | b

Bei einer solchen Form sind alle Eintrége unterhalb der Diagonalen gleich 0. Das zu (4.3)
gehorende lineare Gleichungssystem soll dabei fiir ein xy € R™ genau dann erfiillt sein,
wenn xg eine Losung fir (4.1) ist. Die Umformungsschritte, die (4.2) in (4.3) umformen,

sollen also die Losungsmenge von (4.1) nicht veréndern.

ol



4 Gleichungssysteme

Aufgabe 4.1

Lose

T1+2r9+3x3 =8
3r1+x9+x3 =6

2I1+.§L’2+2I‘3 =6

mit m=n = 3.

L6sung 4.1
Um dieses System zunéchst in die abgekiirzte Schreibweise umformen zu kénnen, benétigen
wir
123 1 8
A=l31 1], Z=|zl| ©=]6]
212 T3 6

Die abgekiirzte Schreibweise lautet also

1238
1116
1216

Wende das GauB3-Verfahren an:

12318\ |-(-3)
311 6<J+

212

12 3| 8Y\|-(-2)
0 -5 -8 | 18] |-(-1)
2 1 21| 6 .

=2}
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4 Gleichungssysteme

1 2 3 | 8

05 8 | 18]]-(3)
0 -3 -4 | -10 |-(5)1+

1 23] 8
05 8] 18
0041 4

Wenn diese verkiirzte Schreibweise wieder in ein lineares Gleichungssystem umgeformt

wird, erhalten wir

T1+209+3x3 =8 T1+2x9+32x3 =8
31'14‘1’24‘373 =6 51‘24‘81’3 =18
201+ To+2x3 =6 45(33 =4

Von unten nach oben betrachtet erkennt man z3 =1, x5 = 18 - 8-1 =10, also x5 = 2 und
r1=8-2-2-3-1=1. Also ist

und damit AZ = b.

Lésungsmenge: (x1,72,23) = (1,2,1)

4.3 Die Determinante und Cramersche Regel

Die Cramersche Regel dient neben dem Gauf-Verfahren ebenfalls dem Lésen linearer Glei-
chungssysteme. Sie kann allerdings nur angewandt werden, sofern m = n, also A eine qua-

dratische Matrix ist.
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4 Gleichungssysteme

4.3.1 Die Leibnitz-Formel

Die Determinante einer nxn-Matrix A, n € N, ist definiert als

aix Q2 - Qip 11 Q12 - Qip
21 Q22 -+ Q2p Q21 Q22 -+ Q2n
det(A) =det . . ) . = . . ) . = Z sgn(b) *Q1g(1) " -+ Qno(n)-
. . ‘. . . N . . oeSy
Anp1 Qp2 ** QApnp An1 QAp2 - Qpp

Diese Formel wird auch Leibnitz-Formel genannt, sie hat n! Summanden. S,, ist die Menge
aller Permutationen von (1,...,n). Das Vorzeichen sgn(c) von o € S, berechnet sich
durch

sgn(o) = (~1)@le {1 1}
mit [inv(o)| € N als die Anzahl der Elemente in inv(co) und

inv(o) = {(i,j) e{l,...,n}*:i<j,0(i)> O'(j)}.

4.3.2 Berechnung der Determinante

Fiir die Spezialfille n € {2,3} ldsst sich die Leibnitz-Formel stark vereinfachen. Dies er-

leichtert die Berechnung der Determinante. Es gilt fiir n = 2
ail a2

det = Q11022 — 12021 -
Q21 Q22

In Abb. 4.1 sieht man, das fiir diese Formel eine Merkhilfe existiert: Man multipliziere
zuerst die Hauptdiagonale (blau) und zieht anschlieffend das Produkt der Gegendiagonalen
(griin) ab.

a1, . A12
Azq1 A2
Abbildung 4.1
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4 Gleichungssysteme
Fiir n = 3 gilt

ailz a1z ai3
det | as1 ag Q93 | = (11A22G33 + (12A23031 T A21A13032 — A31A22013 — A21A12033 — A32A11023.

a3; 32 A33

Auch hier existiert wieder eine Merkhilfe: Die drei Summanden mit positiven Vorzeichen
(s. Abb. 4.2) ergeben sich jeweils aus dem Produkt der Hauptdiagonale (blau) und der
beiden Nebendiagonalen der Hauptdiagonale zusammen mit dem jeweiligen gegeniiberlie-

genden Punkt in der Ecke von A (orange und griin).

ai1-A12. 413 ai11-.A12 - A13

A1 Q2 0323 A1~ A2 Q23

d3zq Q32 Q433 dzq~ Az Q433
Abbildung 4.2 Abbildung 4.3

Die drei Summanden mit negativem Vorzeichen (s. Abb. 4.3) ergeben sich jeweils aus dem
Produkt der Gegendiagonale (blau) und der beiden Nebendiagonalen der Gegendiagonale
zusammen mit dem jeweiligen gegeniiberliegenden Punkt in der Ecke von A (orange und

griin).

4.3.3 Die Cramersche Regel

Die Cramersche Regel zur Losung von A7 = b mit det(A) #0und 7 = (21,...,2,)T e R?

lautet nun

det (Am)

det(A) (44)

xZ; =
fiir jedes i € {1,...,n}, wobei in A® jede Spalte aus A mit Ausnahme der i-ten Spalte
iibernommen wird. In der i-ten Spalte von A® steht der Vektor b = (b, ...,b,)" € R",

Falls also a,...,a, die Spalten von A sind, das heif3t
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4 Gleichungssysteme

ist, dann gilt

A(Z) = (C~L1 di—l Z) di+1 CNLn )
T
i-te Spalte

Die Voraussetzung det(A) # 0 stellt sicher, dass die Losungsmenge genau einen Punkt
enthélt, ndmlich jener in (4.4).
Falls det(A) = 0 ist, gibt es nur zwei Félle:

a) Jie{l...,n}:det(AD) 0= A7 = b hat keine Losung (leere Losungsmenge)

b) Vie{l...,n}:det(A®)=det(A)=0= AT = b hat unendlich viele Losungen

Aufgabe 4.2

Lose

ari+xry =2

T +ars =2a
fiir alle a € R.

Losung 4.2
Wir finden

und koénnen so
det(A)=a*-1=(a-1)(a+1)#0, falls a ¢ {1,-1}

berechnen. Zudem ist

2 1
det(AM) = =2a-2a=0,
2a a
2
det(A®) = ¢ =2a%-2.
1 2a
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4 Gleichungssysteme

Es treten zwei Fille auf:

a) af{-1,1}

Durch die Cramersche Regel kénnen wir explizit

0
I = a2 1 = O
und
2a%2 -2
To = 2 -1 =2
berechnen.
b) ae{-1,1}

Hier ist det(A) = det(AM) = det(A®) = 0 und damit existieren unendlich viele

Losungen. Genauer gilt fiir a =1

ary + I =2 T+ X9 =2
— < r9=2-1
T +ars =2a T1+x9 =2
und fiir a = -1
T+ T2 =2 T+ T2 =2
— = 19=2+1
1+ —x9 =-2 —T1+Ty =2

Losungsmenge:
a) a#+1:(x,29)=1(0,2)
b) a=1:(z1,x2) E{(x,2—x):xeR}

c) a:—lz(xl,xQ)e{(x,2+x):xeR}

Aufgabe 4.3
Lose das gegebene lineare Gleichungssystem aus Aufgabe 4.1 mithilfe der Cramerschen

Regel.
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4 Gleichungssysteme

Loésung 4.3

det(A)=2+4+9-6-12-1=-4

8 2 3
det(AMY=16 1 1|/=8-2+2-6+3-6-4-6-8-3-6=-4
6 1 2
183
det(A®)=1[3 6 1{=6-2+8-2+9-6-2-6-3-6-8-6=-8
2 6 2
128
det(A®)=13 1 6/=6+4-6+3-8-2-8-6-6-6-6=—4
16

Mit der Cramerschen Regel folgt

_det(A0)
YT det(A)
o det(A®) ~
7 det(4)
det(A®)
T3=——F"" =
det(A)

Dies entspricht dem Ergebnis aus Aufgabe 4.1.

4.4 Methode der variablen Koeffizienten

Aufgabe 4.4

Es sei das System

.’L'1+ZC2+£C3:13

Tx1+ 329 =-9

gegeben. Finde den Wert von bx +y — 2z.
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Losung 4.4
Finde a, § € R, sodass

a(xy + 2 +x3) + B(Tr1 + 312) =5y + T2 — 2703

=(a+70)r1+ (a+30)xs + axz = by + 19 — 273

a+78=5
=>1a+30=1
a=-2
:1_—a:§:1
- P=53"=3
oa=-2

Diese Losungsstrategie entspricht der Methode der variablen Koeffizienten. Damit folgt

5%’1 + T — 21’3 =-2- (,I’l + To +.CE3) +1- (7331 + 3.’13'2) =-35.
=13 =9

Losungswert: br+y—-22=-35

Aufgabe 4.5

Es sei das System

(z-y)(z+y) =22
4y =5+ 722

gegeben. Finde den Wert von 2z2 + 10y? — 2322.

Lo6sung 4.5

Zunéchst ist (4.5) dquivalent zum System

22— y2—22=0

M2 -T722=5
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Mittels der Methode der variablen Koeffizienten gilt

a(z? —y? - 2%) + B(4y? - 72%) = 2% + 10y° - 232
=z’ + (- +48)y° + (- - 78)2* = 227 + 10y* - 232

a=2
=1-a+45=10
—a-T78=-23
a=2
=
5:%:3

und damit folgt
222 +10y* - 232> =a-0+3-5 = 15.
Losungswert: 222+ 10y — 2322 =15

Aufgabe 4.6

Es sei das System

x+t2y+221 t,x,y,z2>0 (4.6)
z—3z 2
. t
gegeben. Finde den Wert von L = ——.
x+8y+9z
Lo6sung 4.6
Es ist bequemer, den Wert von
1 = Y z
—=—+8 =49 -
L t t t
— — —
a b c

zu berechnen. Zudem ist (4.6) dquivalent zum System

+2Z=1 a+2b+2c=1

:2 —3a+C:2

+

SN 8
=g ~®

60
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Gesucht ist also jetzt a + 8b + 9c. Mittels der Methode der variablen Koeffizienten gilt

a(a+2b+2c)+p(-3a+c)=a+8b+9c
= (a-30)a+2ab+ (2a+F)c=a+8b+9c
a-360=1
= 120=8
20+ =9
a=4

B=1

=

und damit folgt

1 1

oL B 1
Sl 448 +9c 4-1+1-2 6

Sl=| =

e t 1
Loésungswert: —— = —
r+8y+9z 6

4.5 Nicht-lineare Gleichungssysteme

Aufgabe 4.7

Lose
(r+y)2-22=4
(y+z2)?-2>=2 . (4.7)
(r+2)2-y?>=3

Losung 4.7

Summiere alle drei Gleichungen auf:

(x+y)2—22+(y+z)2—a:2+($+z)2—y2=4+2+3=9 (4.8)
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Zudem gilt

(z+y+2)2 =22 +9%+ 2%+ 22y + 2yz + 22

=x? +2zy+ i+t 2+ 22+ 22 2w vt -t -yt - 2

=(z+y)? -2+ (y+2) -2+ (v +2)*-y%
Also ist (4.8) dquivalent zu
(z+y+2)? =9 (v+y+2)==3.
Schreibe nun (4.7) in ein lineares Gleichungssystem um und wende die Gaui-Methode an:

(r+y+2)(x+y—2)=4
47) = (z+y+2)(y+z-1)=2
(z+y+2)(z+2z-y)=3

3(x+y—2)=4 “3(x+y-2)=4
= {3(y+z-2)=2 oder {-3(y+z-xz)=2
3(r+z-y)=3 -3(r+z-y)=3
T+y-z=1% T+y-z=-3
= {y+z-x=3% oder {y+z-x=-2
r+z-y=1 r+z-y=-1
r=1 z=-1
@ y=1  oder y=-1
z=2 z=-2

Lﬁsungsmenge: (x,y,z) € {(%7 17 %)7 ( - %7_17_%)}

Aufgabe 4.8

Lose

2+y?—x-y=102
xy+x+y=069
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Losung 4.8
Da z und y symmetrisch in das Gleichungssystem eingehen (Addition und Multiplikation

sind in R kommutativ), gilt:
(z0,y0) 16st (4.9) <= (yo, o) l6st (4.9)

Substituiere a = x + y und b = xy. Dann ist 22 + y? = (x + y)? - 2xy = a® — 2b und (mithilfe
der Mitternachtsformel)

a?-2b-a=102
a+b=69
a?-2(69-a)-a=102
b=69-a

|

a?+a-240=0
b=69-a

|

a=-16 a=15
b=285 b=>54

!

—_—~— Y —— ———

Lose also (Riicksubstitution) die beiden neuen Gleichungssysteme

r+y=-16 y=-16-x y=-16-=x
— — (4.10)
xy =85 —z(x+16)-85=0 22+ 162 +85=0
und
r+y=15 =15-z =15-x
Y — Y — Y ) (4.11)
xy =54 x(15-x)-54=0 22 -15x+54=0

In (4.10) hat die Diskriminante den Wert 162 —4-85 = 256 — 340 < 0, das heiit hier existiert
keine Losung. Fiir (4.11) gilt

15+V152-4-54 159 15+3 |9
2-1 22 g

Ty =
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Insgesamt folgt also

y=15-x
(49) <=

22 -15x+54=0
y=15-x

Re——g
(z-9)(z-6)=0
=6 r=9

— oder
y=15-6=9 b=15-9=6

Beachte, dass dieses Ergebnis mit der vorhin beschriebenen Symmetrie des Gleichungssys-

tems iiberstimmt.

Lésungsmenge: (z,y) € {(6,9), (9,6)}
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4.6 Ubungsaufgaben

4.6.1 Aufgaben fiir das GauB-Verfahren und die Cramersche Regel

Lose die folgenden Gleichungssysteme.

Aufgabe 4.9

r+2y+3z =12
20-y+=z =-1
3x+Ty—2z =95

Aufgabe 4.10

Lose fiir alle ¢ e R

ar +y =1
2+ (a+ 1)y =2

Aufgabe 4.11

Lose fir alle a e R

2(a-1zr-2y =a-1
dr+(1-a)y =2

Aufgabe 4.12

2r+y+z =7
r+2y+z =8

r+y+2z =9
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Aufgabe 4.13

THY+2 =4
2r-y+3z =1
20+3y—-z =1

Aufgabe 4.14

r+2y+2z+7 =0
2v+y—-2z-1 =0
3r-y+22-2 =0

Aufgabe 4.15
Lose fiir alle a,b e R

r+aly+b2z =0
r+ay+bz =

T+Y+2 =1

4.6.2 Variable Koeffizienten und die Cramersche Regel

Aufgabe 4.16

Es sei bekannt, dass

5v +5(w —v)

S S
+
w—-v W+

[SE VI

fiir v,w, s > 0. Stimmt es, dass

[SEN VA
IN
—_
(]

ist?
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Aufgabe 4.17

Es sei bekannt, dass

P 1
TH+yY+z 4
2p 1
r+2y—t BE
I S
20-y—-z+t
Finde M
p
Aufgabe 4.18
Es sei bekannt, dass
a p—
r+2y+3z
a/ —_—
-r+3y -z -
Finde —— .
18y —x + 5z

Lose die folgenden Gleichungssysteme in Abhéngigkeit der Parameter a,b € R.

Aufgabe 4.19

r+ay-1 =0
ar —3ay—(2a+3) =0

Aufgabe 4.20

(a®>+ )z + (a2-0%)y =a?

(a+b)x+(a-0b)y =a

Aufgabe 4.21

Fiir welche a, b, c € R mit a? + b? + ¢? = 1 hat folgendes Gleichungssystem mindestens eine
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Losung?

r+ay =b+c

x+by c+a

r+cy =a+b

Aufgabe 4.22
Fiir welche Parameterwerte a und b besitzt das folgende Gleichungssystem unendlich viele

Losungen?

a’x-by =a*>-b

br —b*y =2+4b

Aufgabe 4.23

Fiir welche Parameterwerte a € R besitzt das folgende Gleichungssystem keine Losungen?
a?r+(2-a)y =4+d?
ar+(2a-1)y =a®>-2

4.6.3 Nichtlineare Gleichungssysteme

Lose die folgenden Gleichungssysteme.

Aufgabe 4.24

3zy 3
T+y "5
r+z 2

3
y+z 1
yz T4
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Aufgabe 4.25

Aufgabe 4.26

Aufgabe 4.27

Aufgabe 4.28

Aufgabe 4.29

Aufgabe 4.30

4 Gleichungssysteme

r+y+z =4

2oy — 22 =16

r+y+xy =7

2+y?+ay =13

22+yi+z =2
2+y+22 =2

r+y?+22 =2

(z2+1)(y2+1) =10

(z+y)(z-y) =3

2 3 1

+ ==
20—y -2y 2
2 1 1
20—y -2 12
I3_\/§ :1

520 - 8x3 /y+2y =2
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Aufgabe 4.31

2?y? - 2x +y? =0
202 -4 +3+y3 =0

Aufgabe 4.32

log,(z) —log,(y) =0
x?-29y? -8 =0

Aufgabe 4.33

4v*= =32
logg(z-y) =1-logz(z+y)

Aufgabe 4.34
(0.487+2) " -1

logo(z+y) -1 =logy(6) —logo(x +2y)

Aufgabe 4.35
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5 Analytische Geometrie

Bei der Losung von geometrischen Problemen in 2D und 3D kann es in der Schulma-
thematik manchmal von entscheidendem Vorteil sein, ein Koordinatensystem geschickt
einzufithren und das Problem in die Sprache der Vektoralgebra umzuformulieren. Dabei
steht die komplette Maschinerie der Vektoralgebra zur Verfiigung (siehe Formelsammlung).

Im Folgenden werden einige solche Probleme mit einer Losungsstrategie beschrieben.

5.1 Probleme auf der Ebene

Aufgabe 5.1
In einem Dreieck ABC werden Punkte A;, By und C; auf Seiten AB, BC' und C' A gesetzt,

sodass

A4l |BBY| _|CCyl
|AB| |BC| |AC|

e ‘-_'_'_____’__.';"______";‘:____'

=

Abbildung 5.1
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5 Analytische Geometrie

Zeige, dass die Schnittpunkte der Seitenhalbierenden in den Dreiecken ABC und A, B;C}
zusammenfallen (s. Abb. 5.1).

Losung 5.1

Seien AB = @, AC = 5. Wenn AM die Seitenhalbierende in AABC ist, so gilt AM =
(ad+ _b)) Es ist bekannt, dass sich alle Seitenhalbierenden eines Dreiecks in einem Punkt
D im Verhiéltnis 2 : 1 schneiden (von den Ecken ausgehend). Sei O der Schnittpunkt aller
Seitenhalbierenden in AABC' (s. Abb. 5.2).

B

Abbildung 5.2

Dann gilt
s 22— 1 -
AO==-AM==-(d+ D).
3 3
AA
Seim = ||ABl|| im Dreieck AA;B,C}. Dann gilt

AC=(1-m)b -m@  und

AlBl = (1 - m)5’+ m(?f— ZL))
Sei Ay M, die Seitenhalbierende in AA;B;C;. Dann gilt
A M, = §(A1O1 +A1By) = 5( b+(1-3m)a).

Sei O; der Schnittpunkt aller Seitenhalbierenden in AA;B;Cy (s. Abb. 5.3). O; liegt auf
A; M so, dass [A104] = 3|41 M|, also A10; = %(F+ (1-3m)a).
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5 Analytische Geometrie

A’ (1-m)b \ ‘Cl c
Abbildung 5.3

Bestimme den Vektor AO;:

1 - 1 -
AO; = AA; + A{O1 =m3a + §(b +(1-3m)a) = 5(6’+ b).

Da A0 = AO; = %(3 + 3) gilt, schlieen wir O = O1, was der Behauptung entspricht.

Aufgabe 5.2
Die Endpunkte eines Liniensystems mit Lénge a gleiten auf den Seiten eines rechten Win-
kels. Welche Linie durchstreicht die Mitte dieses Systems?

Losung 5.2

Platziere den Koordinatenursprung

an der Ecke des rechten Winkels (s.

Abb. 5.4). Dabei seien die Koordi- 1

a/2

natenachsen identisch mit den Sei-
B(0,2y) 9~

tenachsen des rechten Winkels. Sei
M mit Koordinaten (z,y) die Mitte

der Strecke AB der Linge a. Offen- s «
sichtlich sind z,y > 0. Es ist leicht 0 A;;Z:[))_’
ersichtlich, dass A = (2x,0) und B =

(0,2y) ist. Abbildung 5.4

Nach dem Satz des Pythagoras gilt in AAOB némlich |ABJ? = (2x)? + (2y)?, woraus mit
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|AB|=a

folgt. Das ist eine Gleichung des Kreissegmentes eines Kreises mit Zentrum in O und
Radius § im ersten Quadranten z,y > 0.

Zeige umgekehrt, dass alle Punkte M = (z,y) auf der Kurve z2 + y? = % mit z,y > 0 die
Mitte einer Strecke AB mit A € OX und B € OY sind. Falls M = (z,y) ist, wiahlen wir
A = (22,0) und B = (0,2y). Nach dem Satz des Pythagoras ist |AB| = a. Nun ist alles

bewiesen.

Aufgabe 5.3
Sei ABCDEF ein beliebiges 6-Eck und seien U, V, W, X,Y, Z seine Seitenmitten. Zeige,
dass die Zentren der Schwerkraft der Dreiecke UWY und V X Z iibereinstimmen.

Losung 5.3
Aus der Physik ist bekannt, dass sich das Zentrum M der Schwerkraft eines Systems

bestehend aus drei in einem Dreieck G1G2G3 angeordneten Einheitsmassen durch

OM = %(OGl +OGH + OG3>.

bestimmen lésst. Dabei ist O ein beliebiger Punkt, zum Beispiel der Koordinatenursprung
(s. Abb. 5.5).

G,

Abbildung 5.5
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5 Analytische Geometrie
Da die Punkte U, V., W, X, Y und Z jeweils Seitenmitten sind, folgt
OU=-(04+0B)  0V=(0B+0C) OW =-(0C+0D)
2 2 2
OX:§(OD+OE) OY:§(0E+OF) OZ:§<OF+OA).
Dabei ist O wieder ein beliebiger Punkt. Seien M und N jeweils die Zentren der Schwerkraft
von AUWY und AVXZ (s. Abb. 5.6).

Abbildung 5.6

Nach obiger Formel gilt

O = (01 + OW +OV) = £(0A+ OB + OC + OB + OF + OF )

und
ON = §(OV+0X+OZ) - 6(0A+OB+OC+OD+0E+OF).
Daraus folgt OM = ON und damit M = N , was der Behauptung entspricht.

5.2 Probleme im dreidimensionalen Raum

Aufgabe 5.4
In einem Tetraeder ABCD gelte |AB| = |BC| und |AD| = |DC|. Zeige, dass AC L BD.
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5 Analytische Geometrie

Loésung 5.4
Wihle drei nicht-komplanare (nicht in einer Ebene liegende) Vektoren @ = BC, b = BA
und @ = BD als Basis des Raumes R3. In dieser Basis gilt DC = @ - ¢ und DA= b - 2.

Per Annahme gilt |@] = |b| und |@ - @] = |b - €| (s. Abb. 5.7).

D

Daraus folgt

und

Da@-b=ACund €=BD ist, folgt AC' L BD, also die Behauptung.

Aufgabe 5.5
Es sei ein Einheitswiirfel gegeben. Zeige, dass die Summe S der Quadrate aller Projek-
tionsldngen seiner Kanten mit einer beliebigen Gerade nicht von der Wahl dieser Gerade

abhéngt, und bestimme S.
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Loésung 5.5
Sei unser Wiirfel ABCDA,;B,C;D; mit den Koordinaten

A =(0,0,0) B=(1,0,0) C'=(0,1,0) D =(1,1,0)
A1=(0,0,1) B1=(1,0,1) 012(0,171) D1=(1,1,1)
gegeben. Die Lange einer Projektion einer Strecke IT auf eine Gerade £ ist

|H|COS( (11, ¢0) ) = || cos().

—
=«

Diese Grofle andert sich nicht bei paralleler Trans-
lation von ¢ (s. Abb. 5.8). Daher héngt unsere

Summe S nicht von einer Verschiebung der Gera-

den ab. Demnach diirfen wir also genau die Ge- ul prd®
rade wahlen, die durch den Koordinatenursprung
O = A geht. Abbildung 5.8

Die Projektionslangen der gleichen und parallelen Kanten

AB,CD, A, By,C, D,
AC,BD, A,C, BiD;
AA,, BB,,CCy, DD,

sind in jeder dieser drei Vierer-Serien gleich. Daher gilt
2 2 2
§ =4l [Pr(AB)| +|Pr(AC)| +|Pri(Aay)|

mit Pr,(II) als die Projektion von IT auf /. Wahle einen Punkt L auf der Geraden ¢ so,
dass |AL| =1 ist.
Sei p = AL = (z,y,2), €1 = A—B), e = AC und ez = AA;. Sei zudem ¢; = (P, ¢;) fiir
1 =1,2,3. Dann gilt

24

cos(pi) = (P, &)

Da aber e7,é5,e3 gerade die Einheitsvektoren unseres Koordinatensystems sind (s. Abb.
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5.9), konnen wir

(T, &)=2-1+y-0+2-0=2x
(P.e3)=2-0+y-1+z-0=y
(pye3)y=2-0+y-0+2-1=2
schliefen.
€3
Pa L
A ) P

v

€1

€2
Abbildung 5.9

Andererseits ist cos(i;) gerade die Linge von Pry(e;), denn |e;| = 1 fiir alle ¢ = 1,2,3. Da
7] =1 ist, gilt

S = 4[cosz(gpl) +cos?(ipg) + cosz(gpg)] =4 [x2 +y2+ ,22] =4-1=4.
—_—
-1

Also ist S =4.
Aufgabe 5.6

In einem Quader ABC' D A, B;Cy Dy mit quadratischer Basis ABC'D gelte |AA,|: |AB| = 2.
Bestimme den Winkel zwischen der Diagonalen BD; und der Ebene BC|D.

Losung 5.6
Fiihre das Koordinatensystem so ein, dass D im Koordinatenursprung liegt (s. Abb. 5.10).
Sei s = |AB|. Dann gilt |AA,| = 2s.
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5 Analytische Geometrie

Daraus folgt:

B =(s,s,0) C1 =(0,s,2s)
D =(0,0,0) D = (0,0,25)
z
D I
1_‘ 1Cs
A, B, £/
75 -,_.‘: / ;
D/ 4 {
A s B
X

Abbildung 5.10

Schreibe die Gleichung der Ebene BC D als ax + by + cz = 0 und bestimme a, b und c. Da
s # 0, folgen diese beiden Bedingungen:

BeBCiD =— as+bs=0 =— a+b=0
C,e BCiD = bs+2cs=0 = b+2c=0

Daraus folgt @ = 2c und b = —2¢. Da ¢ # 0 (sonst wére die Gleichung der Ebene ausgeartet),
konnen wir 2cx —2cy +cz = 0 um ¢ kiirzen. Demnach ist a = 2, b = -2 und die Gleichung der
Ebene lautet 2z -2y +2z = 0. Thr Normalenvektor 77 hat also die Koordinaten 77 = (2,-2,1).

Berechne die Koordinaten (p,q,r) von 7= BDx:

p=0-s=-s
qg=0-5=-s5
r=2s-0=2s

——

Also ist = (-s,-s,2s). Sei a = (BDy, BC, D). Mit Formel (5.18) aus der Formelsamm-
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5 Analytische Geometrie

lung gilt

(7.7

7] 17|

sin(a) =

und

(. R =|-s5-2-s(=2) +2s-1| = 25| = 25
7| =V22+22+1=3
|7|=\/32+32+432:\/65.

_ 6

B

| (\/6)
Q= arcsin ?

Demnach ist sin(a) = 32_\/%5 = ﬁ woraus

folgt.

Aufgabe 5.7

In einem Tetraeder SABC wird eine Ebene durch die Ecke A, durch den Punkt E und
den Punkt D so konstruiert, dass FE die Mitte der Seitenhalbierenden SK in ASAB ist
und D auf der Seitenhalbierenden in ASAC mit 2-|SD| = |DL| liegt (s. Abb. 5.11). In

welchem Verhaltnis teilt diese Ebene das Volumen des Tetraeders?

Abbildung 5.11
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Um dieses Problem 16sen zu konnen, werden die beiden folgende Fakten aus der Stereo-

metrie benotigt.

Lemma 5.1 (ohne Beweis)
Sei ABC'D ein Tetraeder mit Volumen V. Auf den Kanten DA, DB und DC seien Punkte
M, N und P so gewahlt, dass sie diese Kanten in die Verhéltnisse

|DM| = ki - [DA]
IDN| = ky - |DB]
|DP| = ks -|DC|

teilen (s. Abb. 5.12).

Abbildung 5.12

Dann lisst sich das Volumen V des Tetraeders M N PD durch
V = kykoks -V
berechnen.

Lemma 5.2
Seien A, B, C', D Punkte auf einer Ebene E in allgemeiner Lage und O ein beliebiger Punkt

im R3. Dann existieren «, 8 € R derart, dass
O—D):a-O—A)+B-O—B)+(1—04—ﬁ)-O—C)

gilt (s. Abb. 5.13).
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Abbildung 5.13

Beweis:

Die Existenz der beiden Koeffizienten a und  lésst sich folgendermafien erklaren:

Da die Linearkombinationen aus den beiden Vektoren DA und C'B bereits die komplette
Ebene E aufspannen, lésst sich auch der Vektor CD ¢ E als eine solche Linearkombination

schreiben. Es existieren also jene Koeffizienten a und 3, sodass
CB-a-CA+3-CE=a-(0A-0C)+p-(0B-0C) = a-04+5-0B + (-a- ). OC.

Falls noch CD = OD - OC in diese Gleichung eingesetzt wird, erhalten wir die entspre-

chende Formel fiir O—D) m|

Lo6sung 5.7
Wir withlen den Punkt S als den Koordinatenursprung und die Vektoren @ = S_A), b =SB

und @ = SC als die Koordinatenvektoren. Durch Lemma 6.1 lassen sich die Gleichungen

K
|
ki b

sl

]{71: :1

=

)
<

—
Cc

o
=
;

3

folgern. Finde k5 und k3. Per Definition der Seitenhalbierenden gilt zunéchst
1

SE=3SK=1(7+7) wd §D=:5C=(7+7)
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Mit Lemma 6.2 schlieflen wir

kz'Z):S—M):a-E+§-(3+3)+M-(6’+E’):

—
E SD

S
1 - - -
_+§a+i6 a’+£b+u?
6 6 12 4

Da die Entwicklung des Vektors SM als Linearkombination aus den Vektoren @, b und

¢ eindeutig ist, folgern wir die Bedingungen

Lydn4 B -9
6 GB 12 a=1-8 —
kas g i, s, e m)!
1-a-B 6+6(1_/B)+ﬁ:0
5 =0
und daraus
. 6 1
= — ]{j:—:—.
I6] sowie 2= =3
Analog kénnen wir durch
—> 5 1 —> - l-a- —
ks c:SN—(6a+1%+6) a+§ b + (é 5-0
ks = % finden. Daraus schlieen wir das Volumen von SAM N
1 Vsapc
V. = kikoks - V- =—"V =
SAMN = F1R2l3 - Vsapo = 372 VsABC 15

sowie das Volumenverhéaltnis

1
15 Vsapc 1

- Vsapc 14

Also teilt die Ebene das Volumen des Tetraeders in einem Verhéaltnis von 1 : 14.
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5.3 Formelsammlung
Vektor AB mit Anfangspunkt A = (aq,...,a,) und

Endpunkt B = (b1,...,a,) mit n=2,3,...: /

A—B>=(b1—a1,...,bn—an)

e Liange von ADB mit A = (ai,...,a,) und B = (by,...,b,):

AB| = ‘ i(bj —ay)? (5.1)

e Vektoren 7 = (x1,...,2,) und ¥ = (y1,...,y,) sind

kollinear, falls ein A\ # 0 existiert mit .//
Y

yjz)\l'j VJE{L,?’L}

o Vektoren 7 = (x1,22,73), ¥ = (y1,y2,y3) und Z = (21, 22, 23) sind kollinear, falls

X1 T2 T3

det|y; yo y3[=0.
Z1 R9 Z3

e Skalarprodukt von 7 = (z1,...,2,) und ¥ = (y1,...,Yn):

(7. 9) =2 25y (5.2)
=1
e Kosinus des Winkels o = (77, J) zwischen den Vektoren @ = (z1,...,z,) und
U: (y17"'7yn):
cos(a) = _?’ ?_)_Z (5.3)
EiRy
o [@]=y/(d,a) (5.4)
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e Gleichung einer Sphére im R™ mit Zentrum
A= (ay,...,a,) und Radius r > 0:
Z(xl —a;)*=r? (5.5)
i=1

e Gleichungen von Geraden im R2:

(1) Kanonische Darstellung:

ar+by+c=0 (5.6)

(2) Gerade durch den Punkt M = (z0,0), n
orthogonal zum Vektor 70 = (a,b):
M
a(z =) +b(y —yo) =0 (5.7)
//
m
y

(3) Gerade durch den Punkt M = (z9,v0),

parallel zum Vektor m = (¢, d):

T — T _ Y=Y
c d

(5.8)

(4) Gerade durch Punkte M = (a,0)
und N = (0,b):

(5) Gerade durch Punkte M = (g, o)
und N = (z1,41): M

T —Z _ Y—Yo
T1—Zo Y1—Yo

(5.10) N
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(6) Gerade mit Steigung k durch den Punkt M = (z¢,yo):
Yy —yo=k(z - o) (5.11)

e Tangens des Winkels o zwischen Geraden

ly:y=kix+cyund ly iy = ke + ¢o:

ko = k1
1+ 1{31/{32

tan(a) = , falls kiko # -1 (5.12)

Falls {; L lg, ist kiko ?é -1.
Falls ll H lg, ist kl = kg.

e Abstand vom Punkt M = (xg, o) zur

Geraden [ :ax +by +c=0:

lazxg + byo + |

A

d(M,l) = 5.13
W= (5.13)
e Gleichungen von Ebenen im R3:
(1) Kanonische Darstellung:
ax +by+cz+d=0 (5.14)

(2) Ebene durch den Punkt M = (xg, v, 20),

orthogonal zum Vektor 7 = (a,b,c):

a(x —xo) +b(y—yo) +c(z—2) =0 (5.15)

EA

o Kosinus des Winkels o zwischen Ebenen mit

=3
[y

Normalen n7 = (a1, by,c1) und 13 = (ag, by, ¢2):

(n1,72)

3] - [n3]

cos(a) = (5.16)

>
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e Vektor ¢, der kollinear zur Winkelhalbierenden zwischen Vektoren @ und b ist:
b

B

B

—
C =

+ (5.17)

s}

e Sinus des Winkels « zwischen einer Geraden [,
die durch die Punkte M; = (z1,y1,21) und
My = (x2, Y2, 22) geht, und einer Ebene E mit
der Gleichung az + by + cz + d = 0 und

Normalenvektor 77 = (a, b, ¢):

sin(a) = L0 MiM) (5.18)
70| - [ My M|

mit
My My = (9 = 1, Y2 = Y1, 22 = 21) (5.19)
e Abstand vom Punkt M = (xg, %o, 20) zur Ebene E

mit der Gleichung ax + by +cz +d = 0:

lazxg + byo + czo + d|

va?+b%+c?

d(M,E) = (5.20)
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5.4 Ubungsaufgaben

5.4.1 Probleme auf der Ebene

Aufgabe 5.8

Fiir Vektoren @ und b gelte @ - _b)| =|a + 7)>| Zeige, dass @ L b.

Aufgabe 5.9
Zeige, dass in einem Dreieck ABC' mit Seiten a,b,c die Seitenhalbierenden m, und m,

genau dann orthogonal sind, wenn a? + b2 = 5¢2.

C

Abbildung 5.14

Aufgabe 5.10
Beweise den Satz von Menelaos:
Eine Gerade [ schneide das Dreieck ABC'. Dabei ist

e der Punkt (' ein Schnittpunkt von [ mit der Seite AB,
e der Punkt A; ein Schnittpunkt von [ mit der Seite BC' und

e der Punkt B; ein Schnittpunkt von [ mit der Verlingerung der Seite AC'.
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Dann gilt

Al |BAY| OB
. . =1. 5.21
CiB AC| BiA (5:21)

Und umgekehrt, falls Punkte A;, B; und C; auf den Seiten BC und AB sowie (der
Verldngerung von) AC' so in einem Dreieck ABC' liegen, dass (5.21) gilt, so liegen Ay, By

und C' auf einer Geraden.

Abbildung 5.15

Aufgabe 5.11

Es sei ein Kreis K; mit Radius R; gegeben. Auf einem seiner Diameter AD wird ein
weiterer Kreis Ky mit Zentrum in A und Radius Ry so konstruiert, dass K n K, = {B}
und Kyn AD = {C'} ist. Welches R, maximiert die Liange der Strecke BC?

Abbildung 5.16
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Aufgabe 5.12

In einem Dreieck ABC teilen die Winkelhalbierende, die Seitenhalbierende und das Lot,
alle ausgehend vom Punkt A, den Winkel BAC' in drei gleiche Teile. Bestimme alle Win-
kelmafle des Dreiecks ABC'.

5.4.2 Probleme im dreidimensionalen Raum

Aufgabe 5.13
Die Diagonale AC; eines Quaders ABCDA,B,C1D; ist orthogonal zur Ebene AB;D.
Zeige, dass der Quader ein Wiirfel ist.

Aufgabe 5.14
Zeige, dass in einem Einheitswiirfel die Summe S der Quadrate der Projektionslangen
aller Seitenkanten auf eine beliebige Ebene nicht von der Wahl dieser Ebene abhéngig ist.

Bestimme S.

Aufgabe 5.15
Im Tetraeder ABC'D sei ein Punkt M auf der Seitenfliche ABC' so gewahlt, dass DM =
aDA + BEE+ 71—)—5. Zeige, dass dann a+ S+ = 1.

D

Abbildung 5.17

Aufgabe 5.16

Die Ebene II; gehe durch die Punkte M = (0,0,0), N = (1,1,1) und K = (3,2,1). Die
Ebene II5 enthalte die Punkte M, N und R = (3,1,2). Finde den Winkel zwischen IT; und
I1,.
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Aufgabe 5.17
Es sei S die Sphére, die durch den Punkt A = (1,-1,4) geht und alle Koordinatenebenen
im R3 beriihrt. Finde die Gleichung von S

Aufgabe 5.18

Die Basis einer Pyramide SABC bildet das regulére, das heifit dquilaterale Dreieck ABC),
dessen Seitenlinge 4v/2 betrégt. Die Kante SC' ist orthogonal zur Ebene ABC' und hat
die Lange 2. Berechne den Winkel a = (AEEC ) zwischen AB und BC und den Abstand
zwischen zwei Geraden [; und [y, wobei [; die Mitte der Kante BC' und den Punkt S
verbindet und [l durch die Mitte der Kante AB und den Punkt C' geht.

S

Abbildung 5.18

Aufgabe 5.19
Finde die Winkelmafle aller Winkel zwischen den Geraden in einem reguldren Tetraeder,

die das Symmetriezentrum mit den jeweiligen Ecken des Tetraeders verbinden.

Aufgabe 5.20

In einem Prisma ABCA;B;C; mit Dreiecksbasis ABC' seien die Punkte M, N und P die
jeweiligen Mittelpunkte der Kanten AB, BC' und AC'. Es ist bekannt, dass die Segmen-
te MCy, NA; und PB; paarweise orthogonal zueinander sind, mit Linge a. Finde das

Volumen des Prismas.

Aufgabe 5.21
In einem Quader ABCDA;B,C1D; mit quadratischer Basis ABC'D der Seitenlinge a
sei eine Gerade [ konstruiert, die durch den Punkt C; und orthogonal zur Ebene BA; D

verlauft.
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Finde die Léange der Strecke von [, die innerhalb des Quaders liegt, falls die Seitenlénge
von AA; gleich

a) a2
b) 2v/2

IS

ist.

Aufgabe 5.22
Sei [ die Gerade, an der sich die Ebenen 2x —y — 2 =0 und x — 2y + 2z = 0 schneiden. Finde
die Winkelmafle der Winkel zwischen

a) den Koordinatenachsen

b) der Koordinatenebene Ozy

und [.

Aufgabe 5.23

Das Volumen eines Tetraeders ABC'D ist gleich S. Durch die Mittelpunkte der Kanten
AD und BC sei eine Ebene II gezogen, die einen Abstand von 1 zum Punkt A hat und
die Kante C'D im Punkt M schneidet, sodass |DM]|: |MC| = 2 : 3 ist. Finde die Fliche
vom Schnitt ABC'D n1II.

Aufgabe 5.24

Zeige, dass in einem Tetraeder

a) Liniensegmente, die die Ecken mit Schnittpunkten aller Seitenhalbierenden in der je-
weiligen Seitenflache verbinden, sich in einem Punkt O schneiden, der diese Segmente

(von der jeweiligen Ecke betrachtend) im Verhéltnis 3: 1 teilt.

b) Liniensegmente, die die Mitten der sich nicht schneidenden Kanten des Tetraeders
verbinden, sich im selben Punkt O schneiden, der die Mitte von jedem von ihnen

bildet.

Aufgabe 5.25

Im reguléren Tetraeder ABC'D mit Kantenléinge a seien Punkte M, N und P auf den
Kanten DA, DC und BC' so gewihlt, dass |[DM|=|CN| =% und |[CP| = £ ist. Zeichne den
Schnitt von ABC'D durch die Ebene M N P und bestimme die Linge des Liniensegments

BQ, wobei {Q} = MNP n AB.
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Aufgabe 5.26

In einem Wiirfel ABCDA,B;C1D; mit Kantenlinge a seien Punkte M und @ auf den
Kanten AD und B;C sowie Punkte P und N auf der Kante C'D so gewéhlt, dass |[AM| =
|C1Q| = |CP|=|DN]| = § ist. Zeichne den Schnitt des Wiirfels mit der Ebene, die durch die
Gerade M P parallel zur Geraden N@Q geht, und finde die Fliche von diesem Schnitt.

Aufgabe 5.27
In einem Quader ABC' DA, B,C1D; seien Lote A; P und B(Q zur Diagonalen ACY konstru-

iert, die von Ecken A; und B ausgehen. Finde die Linge des Liniensegments P(Q), falls
|AB| = a, |AD| =0 und |AA,| = ¢ ist.

Aufgabe 5.28

Die Basis der Pyramide SABCD sei ein Trapez ABCD. Die Léangen der parallelen Seiten
von ABC'D stehen in Proportion 1 : 2 zueinander. Konstruiere den Schnitt von SABCD
mit einer Ebene, die durch den Punkt D sowie die Mittelpunkte der Kanten SA und SB
geht. Finde das Verhéltnis, in dem diese Ebene die Kante SC' teilt.

Aufgabe 5.29

In einer reguldren Pyramide SABC D mit Seitenldnge a des Quadrats ABC'D und Lénge
[ der Kanten SA, SB, SC und SD werden Schnittebenen parallel zur Kante SA und zur
Diagonale BD konstruiert. Finde die grofftmogliche Fléache eines Schnittes von SABCD

mit einer solchen Ebene.

Aufgabe 5.30
Zeige, dass es in einem Tetraeder ABC' D genau einen Punkt O mit der Eigenschaft MA+
MB+MC +MD =0 gibt.

Aufgabe 5.31

Die Basis einer Pyramide SABC'D bildet ein Parallelogramm ABC'D. Eine Ebene schnei-
det Kanten SA, SB, SC und SD in Punkten M, N, P und Q. Sei |SA| : |[SM| = m,
|SB|:|SN|=n, |SC|:|SP|=pund |[SD|:|SQ| = q. Zeige, dass dann m +p=n+q.

Aufgabe 5.32

Es sei ein Tetraeder ABC'D mit |[AC| = |BD| und « = (AC, BD) gegeben. Seien Punkte
M und N die Mitten der Kanten BC' und AD. Bestimme das Winkelmafl des Winkels
zwischen den Geraden M N und AC', finde dabei alle Losungen.
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Aufgabe 5.33

Auf den Diagonalen D1 A und A;B eines Wiirfels ABC DA, B,C;D; mit Kantenldnge a
seien Punkte M und N so gewahlt, dass |[Dy M| :|D1A| = |NB|:|A;B| =1:3 ist. Finde den
Abstand von der Ecke C' zur Geraden M N.

Aufgabe 5.34

Alle Kantenlédngen eines Parallelepipeds ABC' DA, B;C1D; sind gleich a. Alle Winkel bei
der Ecke A haben das Mafl Z. Bestimme den Abstand zwischen den Geraden AC und
DB,.

Aufgabe 5.35

In einem reguléren Tetraeder ABC'D mit Kantenldnge a seien Punkte £ und F auf den
Kanten AD und BD so gewihlt, dass [DE| : |EA| = |BF| : |[FD| = 2 ist. Bestimme die
Fléache des Dreiecks CEF.

Aufgabe 5.36
Die Basis einer Pyramide bildet ein reguléres 8-Eck mit Seitenlédnge a. Die Spitze S der
Pyramide habe den Abstand b zur Basis. Finde die Summe der Quadrate der Kantenldngen

aller Kanten, die S mit der Basis verbinden.
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6 Olympiade-Probleme

Die Mathe-Olympiade ist eine Denksportart, fiir die eine lange Vorbereitungsphase von
Noten ist. Mathematische Losungsstrategien aus den letzten Kapitel sind aber dennoch
nicht hinreichend, um Aufgaben einer Olympiade bewéltigen zu konnen.

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Einblick in die Olympiade-Probleme zu bekommen, um so
die eigene mathematische Raffinesse noch weiter schérfen zu kénnen. Wir werden sehen,
dass diese Art der Losungsstrategien kurz und teilweise kontraintuitiv sein werden. Das
Studium dieses Kapitels ermoglicht dem Leser die Entwicklung einer gewissen Intuition
und Erfahrung bei einer solchen Art von Aufgabestellungen. Einige von diesen werden im

Folgen vorgestellt und gelost.

6.1 Zahlenprobleme

Aufgabe 6.1 (UdSSR, 10. Klasse, Schulolympiade, mit modifizierten Zahlen)
Gibt es eine Zahl der Form

201920192019...201900...0,

die sich durch 2020 teilen lasst?

Losung 6.1
Ja, die gibt es. Betrachte die 2021 Zahlen X, j € {1,...,2021}

il 2 3 2021
X; | 2019 20192019 201920192019 ... 20192019...2019
2021-mal
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6 Olympiade-Probleme

Zwei dieser Zahlen haben gleiche Residuen beim Teilen durch 2020, es existieren also

i,je{1,...,2021},i>j, me{0,...,2019} und a,b € R mit

X;=a-2020+m
X;=b-2020+m

Waihle nun X := X; - X; = (a - 5)2020 > 0. Dann gilt X | 2020.

Aufgabe 6.2 (UdSSR, 10. Klasse, Stadtolympiade)
Finde alle Primzahlen p und ¢, sodass p? — 2¢® = 1 ist.

Losung 6.2
Es gelte p?—2¢? = 1. Da q eine Primzahl ist, gilt ¢ 4+ 3. Nach Lemma 6.1 existiert ein n € Z,
sodass ¢% = 3n+1 ist. Daraus folgt 2¢%+1 = 6n + 3, das heifit p | 3. Da p aber eine Primzahl

ist, muss p = 3 sein. Daraus folgt
4 =9-1=8=— ¢’ =4 =—=¢q=2.
Losungsmenge: (p,q) = (3,2)

Aufgabe 6.3 (New York, 1976)

Seien a,ag,ay,...,a, € Z. Ist die Aussage

S(a*+1)*ay [a?za+1 < Y (-1)*a |a* ta+1
k=0 k=0

wahr?

Losung 6.3
Setze b. = a®> + ea+ 1 mit € € {1,-1}. Dann gilt

(a®>+1)3 = (b — €a)® = —ea® mod b,.
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Aus der Definition von b, folgt

a® zbe—ea—l‘gg —ea® = —eab. + e a®> +ea = b.(—ea+1) -1=-1 mod b,
—
-1

= (a*+1)>=-1 mod b,

= Y (a®*+1)*a, =) (-1)*a;, mod b..
k=0 k=0

Dies entspricht der Behauptung.

Aufgabe 6.4 (Jugoslawien, 1976)
Es seien 99 Zahlen aq, ..., agg durch
1

fin = (n+1)yn+nvn+1

fir alle n e {1...,99} gegeben. Berechne die Summe
99
S = Z Q-
n=1

Losung 6.4
Es gilt

0 - (n+1)v/n-nvn+1 :(n+1)\/ﬁ—n\/m
! ((n+1)\/ﬁ+n\/m><(n+1)\/ﬁ—n\/W) (n+1)*n-n*(n+1)

1

S (G 1

S (n+Dn-(n+l-n) Vn Vn+l

Daraus folgt

Losungswert: —
10
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6 Olympiade-Probleme

6.2 Polynome

Aufgabe 6.5 (Ruménien, 1962)
SeineN,aweR mit n # 1 und sin(«a) # 0. Zeige, dass das Polynom

P(z) = 2"sin(a) — xsin(na) +sin(n - 1)«
durch das Polynom
Q(z) = 2° - 2z cos(a) + 1
teilbar ist.

Losung 6.5

Fiihre z, = cos(a) + iesin(a) mit € € {1,-1} ein. Dann gilt

Q) = (z=21)(w - 1) = (2 - cos(a) ~ isin(a) )z - cos(a) +isin(a) )

=22 - wcos(a) +izrsin(a) - z cos(a) —izsin(a) + (Cos(a) - isin(oz))( cos(a) + isin(a))

=cos2(a)+sin?(a)=1

= 2% - 2z cos(a) + 1.

Nach der Moivre-Darstellung fiir z = 7’( cos(p) +1 sin(gp)) gilt fiir alle n e N
2" = T”( cos(ny) +1i sin(mp)).
In unserem Fall folgt also
al = (Cos(ea) +i sin(eoz))n = cos(ena) + isin(ena) = cos(na) + eisin(na)
und damit

P(x.) = (Cos(na) +€i sin(na)) -sin(a) - (cos(na) + €i sin(na)) -sin(na) +sin(n - 1)«

= cos(na) sin(a) — cos(a) sin(na) +sin(n - 1)«

=sin(1-n)a

=—sin(n-1)a+sin(n-1)a=0
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fir jedes € € {-1,1}. Also besitzt P die Nullstellen x1,2_; und ist damit nach Satz 6.4
durch (z - x1) sowie (x —x_1), also auch durch das Produkt (z - z1)(x - 2_1) = Q(x)
teilbar.

6.3 Geometrie

Aufgabe 6.6 (Belgien, 1977)
Es seien Zahlen a, b, ¢ > 0 gegeben. Zeige: Wenn fiir jedes n € N ein Dreieck mit Seitenléngen

a™, b™ und c" existiert, so sind alle diese Dreiecke gleichschenklig.

Losung 6.6
Nehme 0.B.d.A. a <b < c an. Falls ¢ > b ist, gilt

lim—:lima—:O

n—oco N n—oo N

und fiir ein n € N grofl genug gilt nicht die Ungleichung a™ + b > ¢*, die fiir die Existenz
eines Dreiecks mit Seitenldngen a™, b™ und ¢" notwendig ist. Dies folgt aus der Tatsache,

dass

an Y12

—+—>1 VYneN

einen Widerspruch zu

bildet. Also muss ¢ < b und damit ¢ = b gelten, das heifit alle diese Dreiecke sind gleich-
schenklig.

Aufgabe 6.7 (UK, 1967)
Gegeben sei ein Dreieck, in dem zwei der drei Seiten die Seitenlénge a und b mit a < b

haben. Zudem seien h, und h;, die Léngen der Lote auf diese Seiten. Zeige die Ungleichung
a+hg>b+ hy. (6.1)

Charakterisiere jene Dreiecke, bei denen (6.1) mit Gleichheit erfiillt ist.
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Loésung 6.7
Da sin(«) < 1 fiir alle a € R ist, gilt fiir die Fliche S des Dreiecks (s. Abb. 6.1)

25 = absin(vy) < ab

und

Daraus folgt

und

(a+ha)—(b+hb):(a+%)—(b+¥):a_b+25.(é_%)

a-b 25 (6.2)
b :(a—b)(l—%) > 0.

=a-b-2S-
a

Dies ist dquivalent zu (6.1).
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Da auBerdem a < b und damit a — b # 0 nach Voraussetzung ist, gilt

a+h,=b+hy < a+h,-b+hy=0

= (a—b)(l—i—i)=0

— (1—2—5)=0
ab

— 25 =ab

&2 sin(y) =1

:’y:

Do x

Die Ungleichung (6.1) ist also genau dann mit Gleichheit erfiillt, wenn das Dreieck ein

rechtwinkliges Dreieck ist.

6.4 Analytische Aufgaben

Aufgabe 6.8 (Tschechien, 1983)

Fiir gegebene n € N und a € [0,n] finde das Maximum von

f(x1,...,@,) =D sin(2z;)|  unter der Bedingung  » sin®(z;) =a (6.3)
i=1 =1
beziiglich zy,...,x, € R
Losung 6.8

Zunéchst gilt

a= isinQ(:pi) ! > (1 - Cos(2xi)) — icos(Qxi) =n-2a.

2 1=1 i=1

Betrachte die Vektoren (008(2%), sin(2xi)) fir i e {1...,n} der Linge 1 auf der Einheits-

kreisscheibe. Fiir die Summe
S=3 ( cos(2x;), Sin(Qmi)) = ( > cos(2x;), Y. sin(2xi))
' i=1 i=1

n
i=1
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mit |S| = ¢ gilt £ <n und damit nach dem Satz des Pythagoras

( > Cos(2xl i cos(2x;) )
=\/n?- (n - 2a)2 V-4a? +dan=2-\/a

n
flry,. ... zp) =
=1

Wahle nun

. a
x] =...=x) =arcsin —
n

und weise nach, dass an diesem Punkt der Wert § auch von f angenommen wird. Wir
kennen dafiir bereits die Identitét sin(2x) = 2sin(x) cos(x) aus der Trigonometrie. Zudem
gilt sin(arccos(z)) = V1 - 22 aufgrund der Aquivalenz

sin(arccos(z)) = V1 - 22 <= sin®(arccos(z)) = 1 - 22

< sin’(arccos(x)) + cos?(arccos(z)) = 1 — 22 + cos?(arccos(z))

2

=T

— 1=1-22+2%

Daraus folgt nun fiir alle i € {1...,n}

Z sin(2x;])

>0

flxr, ... xr)

Die obere Schranke § wird also an mindestens einem Punkt von f erreicht. Daraus folgt

bereits, dass 5 der Maximalwert von (6.3) ist.

Losungswert: 2- a(n—a)
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Aufgabe 6.9 (UdSSR, 1990)
Kann man aus Funktionen f und g die Funktion h(z) = x konstruieren, indem f und g

nur mithilfe von Additionen, Subtraktionen und Multiplikationen verkniipft werden, falls
a) f(x)=22+zund g(z) =22+2
b) f(z)=2?+x und g(z) =22 -2

gilt?

Losung 6.9

Die Antwort auf die beiden Teilaufgaben lautet

a) Nein.
Es gilt g(-1) = 3 und f(-1) = 0, also soll eine beliebige Kombination aus f und g
mithilfe oben genannter Operationen durch 3 teilbar sein. Jedoch gilt h(-1) = -1 4 3.

b) Ja.
Es gilt h(x) := (u)Q—f—(f—g)—(f—g) = (x+2)?-2?-x-2(x+2) =4z -2x-2x = .

T+2

Aufgabe 6.10 (Belgien, 1976)
Zeige fiir alle z € R die Ungleichung

sin(cos(x)) < cos(sin(x)).

Loésung 6.10

Sei zunéchst x € [O, g] Fiir y = cos(x) benutze die Ungleichung sin(y) < y fiir y > 0:
sin(cos(z)) < cos(x)
Da die Funktion cos(y) auf y € [O, g] monoton fallt, gilt
x > sin(x) = cos(x) < cos(sin(x)) = sin(cos(x)) < cos(x) < cos(sin(z)).
Sei nun x € lg,ﬁl. Hier gilt cos(z) <0 und damit

sin(cos(z)) < 0 < cos(sin(x)).
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Die Ungleichung gilt in diesem Fall also auch. Da auflerdem sin(cos(z)) und cos(sin(z))
gerade Funktionen (symmetrisch beziiglich der y-Achse) sind, gilt die Ungleichung auch
fir x € [-m, m]. Da beide Funktionen periodisch mit Periode 27 sind, gilt die Ungleichung

auf ganz R.

Aufgabe 6.11 (Kanada, 1983)
Lose die Gleichung

ol +yl+ 2l =n! (6.4)
in den natiirlichen Zahlen.

Losung 6.11

Sei x,y,z,n €N eine Losung von (6.4). Setze v := max{z,y, 2z}, dann ist 1 <v <n und
n-vi<n-(n-1)!=nl=al+yl+21<3-vI=>n<3.
Falls also n > 3 ist, existieren keine z,y, z € N, sodass (6.4) erfiillt ist. Dies schriankt die
Anzahl an moglichen Losungen bereits stark ein. Da x! + y! + 2! = n! mit n < 3 ist, gilt:
a) n=1= keine Losung.
b) n =2 = keine Losung.
c)n=3=>nl=31=6=zl+yl+zl=>ax=y=2=2

Losungsmenge: (z,y,z,n) =(2,2,2,3).
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6.5 Formel- und Faktensammlung

Lemma 6.1
SeimeN, m+ 3. Dann 3neZ:m?=3n+1.

Beweis:

Falls m + 3, Jee{1,2} :m =3k +e. Also m? = €2+ 9k? + 6ke , wobei €2 € {1,4}. Das heifit

[
durch 3 teilbar

0, e=1

m?2=3n+1 mit n = 3k? + 2ke + )
1, e=2

Lemma 6.2
Fiir alle a,b e R und n € N gilt:

a) a"t -b"" = (a-b)(a"+a" b+ +ab™ ! +b")
b) @ +b*"*! = (a+b)(a® - a® b+ ... - ab®t + b

c) a® -b"" = (a+b)(a* P —a* b+ ... +ab®™? - b1

/2 _ —_\/n2 _
d) Vaﬂ:\/gz\/a+ 2& bi\/a 2a b ¥b>0 und a > V.

Satz 6.3 (Kleiner Fermat-Satz)
Falls a € Z nicht durch eine Primzahl p teilbar ist, so gilt:

a’t=1]p.
Daraus folgt:
a? =a mod p.

Satz 6.4 (Bézout)

Das Residuum der Teilung des Polynoms P(z) durch (x - xz¢) ist gleich P(xg), d.h.

P(x) = (x - 20)Q(z) + P(x0),
wobei Q(x) ebenfalls ein Polynom ist. Daraus folgt:

xg ist Nullstelle von P <= P(x) | (x - xo) oder P(z) = (z — 20)Q(x).
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Satz 6.5 (Mittelwerte)

Fiir alle aq,...,a, >0 gilt:
n ap+...+ap a+...+a?
< Yay-...-a, < ——T" <L n (6.9)
1 1
— 4+ ...+ = | n n
al an - - N
" geometrisches Mittel arithmetisches Mittel
harmonisches Mittel
Dabei sind alle Ungleichungen scharf, sofern ¢ und j mit a; # a; existieren.
Satz 6.6 (Viete)
Fiir ein Polynom P(z) = a,z"+...+ayx+ag mit Nullstellen z1, ..., x, gelten die folgenden
Gleichungen:
— an-1
T1+To+...+T, =
n
_ Qn-2
T1To + X1T3+ ... Tp_1Tp =
n
T1XoX3 + L1 XXy + ...+ TpoXp 1Ty = —ag—;‘"’
. . . —(—-1)na0
T1-To-... Ty (-1 -

Es gilt auch die Umkehrung des Satzes.
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6.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 6.12 (Belgien, 1979)
Finde die Summe aller 7! Zahlen, die sich aus allen moglichen Permutationen von 1234567
ergeben.

Hinweis: Benutze die Dezimaldarstellung der Summanden.

Aufgabe 6.13 (UdSSR, 1990)
Zeige, dass das Produkt gewisser natiirlicher Zahlen nicht 4-3%62 iibersteigt, falls die Summe
dieser Zahlen 1990 ist.

Hinweis: Betrachte jene natiirlichen Zahlen mit dem maximalen Produkt.

Aufgabe 6.14 (Tschechien, 1971)

Zeige, dass fiir eine beliebige Primzahl p > 2 der Zahler m des Bruches

m 1 1 1
—=1l+—-+-+.. .+
n 2 3 p-1

durch p teilbar ist.

Hinweis: Berechne m und n in Abhéngigkeit von p.

Aufgabe 6.15 (UdSSR, 1990)
Falls eine zweistellige Zahl ab durch die Zahl 2(a+b) geteilt wird, so ergibt sich 3 mit Rest
3. Falls von ab die Zahl 5(a + b) abgezogen wird, so ergibt sich 6. Finde ab.

Aufgabe 6.16 (UdSSR, 1990)
Finde alle Primzahlen p, die man als Summe und Differenz zweier Primzahlen darstellen

kann.

Aufgabe 6.17 (UdSSR, 1990)
Zeige, dass es zwischen zwei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen genau ein Glied der

beiden Folgen

(1+x,2(1+x),3(1+x),...)
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(et

gibt, wobei x eine positive irrationale Zahl ist.

und

Aufgabe 6.18 (UdSSR, 1990)
Finde alle positiven ganzen Zahlen x, deren Produkt der jeweiligen einzelnen Ziffern in

der Dezimaldarstellung gleich z? — 10z — 22 ist.

Aufgabe 6.19 (New York, 1975)
Zeige:

n"-n*+n-1|(n-1)> VYneN
Hinweis: Benutze Lemma 6.2 a).

Aufgabe 6.20 (Kanada, 1983)
Zeige, dass fiir jede Primzahl p unendlich viele Zahlen x der Form x = 2" —n mit n € N
existieren, fiir die z | p gilt.

Hinweis: Benutze Satz 6.3 (Kleiner Fermat-Satz).

Aufgabe 6.21 (UdSSR, 1990)

Ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten nimmt den Wert 5 an 5 unterschiedlichen
ganzzahligen Stellen an. Kann dieses Polynom ganzzahlige Nullstellen besitzen?

Hinweis: Benutze Satz 6.4 (Bézout).

Aufgabe 6.22 (Ungarn, 1983)

Ein Polynom P(x) = 2" +ajz™ ' +...+a,_1x+1 mit ay,...,a,_1 >0 hat n reelle Nullstellen.
Zeige, dass P(2) > 3".

Hinweis: Benutze Satz 6.5 (Mittelwerte) und Satz 6.6 (Viete).

Aufgabe 6.23 (DDR, 1977)
Finde alle Polynome P(x), die die Gleichheit x- P(z-1) = (2 -2)P(z) mit x € R erfiillen.

Aufgabe 6.24 (USA, 1975)
Ein Polynom des Grades n erfiillt die Gleichung P(k) = & fiir £ = 0,1,...,n. Finde
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P(n+1).
Hinweis: Beweise, dass genau ein solches P existiert und konstruiere es direkt unter Ver-

wendung von Satz 6.4.

Aufgabe 6.25 (Ruménien, 1983)
Sei {ay, }nen die Fibonacci-Zahlenfolge, das heifit es gilt:

a1 =ag = 1

Apso = Ape1 +ap V1 € N.
Zeige, dass fiir ein Polynom P(x) des Grades 990 mit P(k) = ax, k = 992,...,1982, die
Gleichung P(1983) = aq9s3 — 1 gilt.

Hinweis: Zeige per Induktion, dass aus P(k) = ay, fir alle k =n+2,...,2n+2 die Gleichung
P(2n + 3) = agus — 1 folgt.

Aufgabe 6.26 (UdSSR, 1990)
Fiir das Dreieck ABC' gelte die Gleichung

a+b= tan(%)(a-tan(a) + b-tan(ﬁ)).

Abbildung 6.1

Zeige, dass ein solches Dreieck gleichschenklig ist.

Aufgabe 6.27 (UdSSR, 1990)
Auf der Ebene seinen Punkte A und B gegeben. Finde die Menge aller Punkte C, die zu
A symmetrisch beziiglich der Geraden sind, die durch B gehen.
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Aufgabe 6.28 (UdSSR, 1990)
Schreibe in einen gegebenen Kreis ein Dreieck ein. Dabei sind lediglich Punkte im Schnitt
des Kreises mit Verlangerungen der Winkelhalbierenden, Seitenhalbierenden und des Lotes

gegeben, die alle von denselben Endpunkten des Dreiecks ausgehen.

Aufgabe 6.29 (UdSSR, 1990)
Zeige, dass ein konvexes Achteck mit gleichen Winkeln und rationalen Seitenléngen ein

Zentrum der Symmetrie besitzt.

Aufgabe 6.30 (UdSSR, 1990)
Zeige, dass in einem Dreieck mit Seitenléngen a, b, c sowie Radien R und r des umschrie-

benen und eingeschriebenen Kreises gilt:

a+b+c

>r

Aufgabe 6.31 (Schweden, 1979)

Finde das Maximum von z?y?z?u unter den folgenden beiden Bedingungen:

2v+xy+z+yzu=1,

x, 1, 2, u > 0.
Hinweis: Benutze Satz 6.5 (Mittelwerte).

Aufgabe 6.32 (UdSSR, 1990)
Auf dem Segment [0, 1] sei eine Funktion f mit f(0) = f(1) =0 und f(a)+ f(b)-f(%2) >0
fiir alle a,b € [0,1] gegeben. Zeige, dass die Gleichung f(x) = 0 auf [0, 1] unendlich viele

Losungen besitzt.

Aufgabe 6.33 (UdSSR, 1990)
Finde alle Funktionen f, fiir die f(f(z)) = 22 - 2 fiir alle z € R gilt.
Hinweis: Betrachte Fixpunkte von f, also Punkte z, fiir die f(x) = x gilt.

Aufgabe 6.34 (Ungarn, 1979)
Zeige, dass fiir Funktionen f : R - R mit f(z) <z und f(z +y) < f(x) + f(y) fur alle
x,y € R die Gleichung f(z) = z fiir alle z € R gilt.
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Aufgabe 6.35 (Ruménien, 1979)
Zeige, dass es eine stetige Funktion f:R — R gibt mit folgender Eigenschaft: f(x) € Q fiir
genau diejenigen z € R, fiir die f(z + 1) e R\Q gilt.

Aufgabe 6.36 (Bulgarien, 1968)
Finde alle Funktionen f:R — R mit der Eigenschaft

af(y) +yf(x)=(x+y)f(@)f(y) Y,yeR.
Hinweis: Setze z =y = 1.

Aufgabe 6.37 (New York, 1975)
Seien A = “7”’ das arithmetische und B = Vab das geometrische Mittel der beiden Zahlen
a,b>0, a#b. Zeige die folgende Ungleichung;:

(a—b)

B 7
“8(A-B) °

A.

Hinweis: Verwende Satz 6.5 und die Relation B < A;—B < A.

Aufgabe 6.38 (UdSSR, 1990)

Finde alle Tripel von Primzahlen a, b, ¢, fiir die abc < ab + be + ac gilt.

Aufgabe 6.39 (UK, 1970)
Lose die Gleichung

\/2\/5—3=\/w\/§—\/y\/§

in den rationalen Zahlen.

Aufgabe 6.40 (UK, 1975)
Lose die Gleichung

[V1]+[V2] +...+ [Va3 —1] =400

in den natiirlichen Zahlen, wobei [a] der ganze Teil von a € R ist.
Hinweis: Berechne die Anzahl der Zahlen m € N, fiir die [ ¢/m] =k, k € N fixiert, gilt.
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Aufgabe 6.41
Lose die folgenden Gleichungen:

a) sin(z) =2 +z+1

Hinweis: Finde z mit 22+ 2z +1 > 1.

b) sin'?(x) + cos®(x) = 1

Hinweis: Benutze |sin(z)| < 1, |cos(z)| < 1, sin'®(z) < sin?(z) und cos®(x) < cos?(x).

c) log, (0052(:1:y) + ! ) L

cos?(xy) B Y2 -2y +2
Hinweis: Finde den Definitionsbereich der linken Seite der Gleichung und betrachte

daraus resultierende Ungleichungen fiir die linke bzw. rechte Seite der Gleichung

getrennt.
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{ Losungen

Im Folgenden werden die Losungen zu den einzelnen Ubungsaufgaben angegeben.

7.1 (Un)gleichungen

2.12. z=-3
2.13. ze{-1,7}
2.14. z€[1,2]

2.15. z € {-3,-4}

enefea (2 )]

2.17. (z,y) € {(2,3), (?,—g)}

2.18. (z,y) =(4,1)

2.1

(=)

2.19. x € (-o00,7) U {10}

2.20. xel—9,w:|
5
221 ze[-v2,-1)u(-1,v2]u[3,4)
299 313
2
2.23. xe(—oo,1_2\/1_7]U[—1,0)U(0,1+£/ﬁ)u[4,oo)

2.24. ae (—oo,l)
2
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2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

2.34.
2.35.
2.36.

2.37.

2.38

2.39.

2.40.

2.41.

2.42.

2.43.

24

=

{x>1
re(0,y/a-a)u(l-a,l]

re(-2,2)U(2,00)
6
rT=—
10
3
—00.—1 Z
a€ (oo, )u{4}
ve{-7,-2,1}
x =2
=06
r=-2-10
r=2

. Die Summe hat den Wert log, 11

r=28

we(O,%)U(él,oo)
xe(?—ﬂ,%]u[?,2+\/§)
z ¢ (~o0,~1)

x€(0,2-1logy3)u(1,00)

(ny) e {(5,0),(%,2)}

7 Losungen
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7 Losungen

2.45. ze(-3,1)u(3,4)

7.2 Trigonometrie

3.13. —arccos § +E+27m, ner
) 2
s T nmw
A4, —+ (-1)"—= + — 7
3 5 +(-1) 5 + 5 ne

3.15. g + 2o, —g +2mn, ne’

cos((n +2)a) sin(na)

3.18. a)

sin(«)

1
b) on cot (%) - 2cot(2a)

321. a) -

3.9, —g o< < g T omn,

g+27m§x$77r+27m,nez

3.23. E+27m£x£5—7r—larcsin —1 + 27,
6 8 2 22
larcsin L —7—7T+27m§$3—z+27m, n e
2 2] 8 6
394 2T s orn<r< X 4 omn. e
4 4
tan2(1) + 2
3.5 a= W2 9r _or)

" 2(2tan(1) - 1)

D)
1
a=—— = x=+\| 372+ 27rarccos I arccos il
2 4 4

3.26. a=—, — <—
a <a 3

3.27. /3,
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7 Losungen

m(1+2n) w(1+2n)
8 ’ 4 ’
™m

g+7,n€Z

3.28. eZ

3.29. +

2
3.30. %+27m, £i§+2ﬂn,nez

' 2
3.31. %(g +7mi\l (g +7m) —n), n e Z\{0,-1}

3.32. mn, = ne7,

T V17T-1

3.33. s +21n, —arcsin(

)+27rn,neZ

3.34. Jal< 1

3.35. |p|l< —

3.36. (—1)n+1g + g +m, (—1)7% + %) m,n e’

4

337 [ -2+ m, (=1)min+l arcsin( 1

v )

™m, (—1)mg + 27m),

g +Tm, (—1)"“1% + 27m), m,n €7

3
3.38. % +7m, w(2n +m), Zﬂ +7(2p + m)),

—%+7rm,g+7r(2n+m),%+7r(2p+m)),

1 1Y\ mm 3 1 1 m T 1 1 m
——arctan| - |+—, —+—-arctan| = |+7| 2n—-— |, ————arctan| = |+7| 2p+— ] |,
2 2 24 2 2 2 2 2 2 2

m,n,p e

s 1
3.39. | (-D)*| £+ = | +mn,zarctan| — | +m™m |, m,neZ
(( : ( 4) (ﬁ) )

3.40. ((—1)"% +7n, g + ﬂm), m,n €7
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7 Losungen

7.3 Gleichungssysteme

49. (-1,2,3)
4.10.
1 2
fi] -2.1
(a+2’a+2) urae#=2%
%) fiir a = -2,
(t,1,-1) fiir ein beliebiges ¢t € R mit a = 1
4.11.
1 . . .
(5(1 —t),t) fiir ein beliebiges ¢t € R mit a = -1,
1
(5,0) fir a # -1
4.12. (1,2,3)
4.13. (3,-1,2)
4.14. (1,-3,-2)
ab b a
4.15. |- fall b+l.a+b
( (b—l)(l—a)’(a—l)(b—a)’(b—l)(b—a)) als a0 LA
416. 2=5+5V2>12
v
4.17. 11
6
4.18. —
17
4.19.

genau eine Losung, falls a # 0,a # -3,
oo-viele Losungen, falls a = -3,

keine Losung, falls a =0
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4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

4.25.

4.26.

4.27.

4.28.
4.29.
4.30.
4.31.
4.32.
4.33.
4.34.

4.35.

7 Losungen

Falls (a,b) € {(0,2),(0,0),(z,0)} fiir z # 0 dann existieren oo-viele Lésungen, sonst

existiert genau eine Losung

Fiir alle a,b,ce R mit a®> +b? +c? =1

(a7b) € {(1’_1)’ (17_2)7 (_15_1)’ (_1’_2)}

a=1
(120 120 120)
617 117 19
(4a4a_4)
(1,3),(3,1)
“1+V17 -1+V/17 -1+V17\ (-1-V17 -1-V17 -1-/17
4 7 4 4 ’ 4 7 4 7 4

13

3.1 1
1,1,0),(2,-=,-=),(-=,2,-=
( Y 70)7(27 27 2)’( 2’27 2

(2,1),(-2,1),(2,-1),(-2,-1)

(5,-2)
(V4,9)
(-1,1)
(4,2)
(2,1)
(2,4)

(1,-1),(5,3)

1

JERS
27 272

7.4 Analytische Geometrie

5.11

5.12
5.14

5.16

3

T T 3T
278 8
8

s

3

118

),(0,1,1),(1,0,1)7



7 Losungen

517 (x-3)2+(y+3)2+(2-3)2=9

|

518 —, —
13

519 7-2 arcsin(

Sl

5.20 =a?

2
521 a) gﬂ_o@

5.22 a) arccos (alle drei Winkel haben das gleiche Winkelmaf)

5.23 4,5

5.25 —

13V/3
18

|c? - a?|

Va2 + b2+ 2

5.28 2:1 (vom Punkt S aus betrachtend)

al\/2
3
a -«
5.32 —;
27 2
5.33 ﬁa
3
a
5.34 ——
V10
5V3
—a
36

5.36 8b% +4a2(2 +/2)

a?

5.26

2
5.27

5.29

5.35
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7 Losungen

7.5 Olympiade-Probleme

12. 22399997760

15. 21

16. p=5

18. =12

23. p(x)=a(2?-z) mit ae R

27. FEin Kreis mit Zentrum B und Radius BA

1
1. —
s 512
33. Solche Funktionen f gibt es nicht
1, 40
36. f(x)=0, f(x)= VaeR
a, x=0
38. (a,b,c) =(2,2,p), p eine beliebige Primzahl, (2,3,3), (2,3,5)
3 1
39. z==-,y==
YT
40. =5
41. a) @

b) xzwn,x:g+27mmitneZ

c) r=mnmitneZ, y=1
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