Stochastische Risikotheorie

Vorlesungsskript

Jun.-Prof. Dr. Evgeny Spodarev

Universitat Ulm

2005






Vorwort
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Kapitel 1

Einfiihrung

In der vorliegenden Arbeit werden Verfahren zur stochastischen Modellie-
rung der Schadenversicherung behandelt. Dabei wird der Fokus auf die ma-
thematischen Methoden der Sachschadenversicherung, bzw. allgemeiner for-
muliert, der Nichtleben—Versicherung gerichtet sein, fiir die im Gegensatz
zur Lebensversicherung weitaus komplexere, stochastische Modelle benotigt
werden. Im Einfithrungskapitel werden die zentralen Begrifflichkeiten und
Fragestellungen der Risikotheorie dargelegt und veranschaulicht.

1.1 Schadenversicherungsmathematik und Risiko-
theorie

In der Schadenversicherungsmathematik werden Modelle und Methoden zur
quantitativen Beschreibung von Nichtleben—Versicherungen beleuchtet, bei
denen der Zeitpunkt des Eintretens eines Versicherungsfalls und die Hohe der
Versicherungsleistung zufillige Faktoren darstellen. Folglich kénnen wiahrend
der Vertragslaufzeit eine zufillige Anzahl an Ereignissen, die einen oder meh-
rere Schiden nach sich ziehen kénnen, in Erscheinung treten. Um diese kom-
plizierten Sachverhalte zu veranschaulichen, bedient sich die Risikotheorie
Methoden aus der angewandten Stochastik, der Statistik und der Numerik.
Diese finden in der Risikotheorie ihre Anwendung, indem Risiken eines Ver-
sicherungsuntenehmens in Form von Zufallsvariablen modelliert und deren
Eigenschaften niher untersucht werden.

Der Begriff des Risikos definiert sich als die Unsicherheit iiber die Er-
gebnisse wirtschaftlichen Agierens. Typische Beispiele fiir Risiken sind

e Sachschiden (z.B. Naturkatastrophen, Seuchen, Terroranschligen,
usw.)

e Vermogensrisiken (z.B. Zinsdnderungen, Wihrungsrisiken)
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4 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

e Neue gesetzliche Regelungen (z.B. Besteuerung, Anderung des Sicher-
heitskapitals, usw.)

e Inflation
e Konjunkturelle Schwankungen

In der Versicherungsmathematik wird das sogenannte versicherungstechni-
sche Risiko, unter dem die gesamte Palette an Zufallsrisiken, Schdtzrisi-
ken (alternativ auch Diagnose- oder Irrtumsrisiken) und Anderungsrisiken
(bzw. Prognoserisiken) zu verstehen ist, anaysiert. Beispielhaft kann fiir ein
Schétzrisiko die Wahl der nicht korrekten Schadenverteilung angefiihrt wer-
den. Aufgrund dieser Beobachtung wird fiir dieses Risiko manchmal auch
der Begriff des Modellrisikos verwendet. Fiir ein Anderungsrisiko kénnen
wir als Beispiel Umgestaltungen der gesetzlichen Rahmenbedingungen am
Versicherungsmarkt aufzidhlen.

Die Risikotheorie dagegen befasst sich ausschlielich mit dem Zufallsri-
siko, d. h. mit der zufilligen Komponente des versicherungstechnischen Risi-
kos. Dieses Risiko stellt eine Verbindung zu den statistischen Schwankungen
des Marktes dar.

1.2 Historischer Uberblick

Die Urspriinge der Versicherungsmathematik finden sich in der Lebensver-
sicherung im Mittelalter. Eine sehr frithe Form der Lebensversicherung war
die sogenannte Annuititen—Versicherung, bei der ein Biirger mit einem Ver-
sicherungmakler einen Versicherungsvertrag abschloss. Im Todesfall des Ver-
sicherten trat der Versicherungsschutz in Kraft, der aus der Ausbezahlung
einer im Versicherungsvertrag festgelegten Versicherungssumme an die Hin-
terbliebenen bestand. Der Versicherte musste diese Summe in kleinen, jahr-
lich zu leistenden Raten (sog. Annuitaten) aufbringen. Um den Umfang einer
Annuitdt berechnen zu kénnen, begann man mit der Einfithrung von Ster-
betafeln. In einer Sterbetafel werden empirische, prozentuale Angaben iiber
den Anteil der Bevolkerung im Alter a, die auch das Alter b > a iiberlebt,
aufgefithrt, wobei vorauszusetzen ist, dass a und b verschieden sind. Wenn
man dies in der heutigen mathematischen Scheibweise darstellen mochte, so
betrachtet man die Wahrscheinlichkeiten P(X < b | X > a), wobei sich X
die Lebensdauer des Versicherten bezieht. Die ersten uns bekannten Sterbe-
tafeln wurden von J. Graunt (1662) und E. Halley (1693) zusammengestellt.

Bis ins 20. Jahrhundert blieben die Methoden der Versicherungsmathe-
matik im Wesentlichen unberiihrt. Eine Weiterentwicklung dieser Methoden
und vor allem die Entstehung der Sachschadenversicherungsmathematik ist
auf Arbeiten der Mathematiker H. Cramér, C. Segerdahl und F. Lundberg
aus den 1930-50er Jahren zuriickzufiihren. Ihnen verdanken wir das kollek-
tive Modell (vgl. Kapitel 4) der Risikotheorie, mit dem sie den Grundstein
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fiir die Sachschadenversicherungsmathematik gelegt haben. Seitdem hat sich
die Risikotheorie zu einem modernen mathematischen Gebiet gewandelt, in
dem Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie und stochastischer Prozesse
ihre Anwendung finden.

1.3 Zentrale Begriffe der Risikotheorie

Um uns mit der Vorgehensweise in der Risikotheorie vertraut zu machen,
werden wir uns hier zuerst den Begriff des Portfolios niher betrachten.
Die Aufteilung von Versicherungspolicen innerhalb einer Versicherungsspar-
te durch das Versicherungsunternehmen findet in sogenannten Portfolios
(oder Portefeuilles) statt. In einem Portfolio werden fasst Risiken mit ver-
gleichbaren Eigenschaften (wie z.B. Wert, Deckungssumme, geografische La-
ge, Schadentyp) zusammengefasst, vgl. Abbildung 1.3.1. Im Folgenden wer-

Versicherungsunternehmen
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Abbildung 1.3.1: Risikoprofil eines Versicherungsunternehmens

den wir uns auf die Betrachtung von homogenen Portfolios, bei denen alle
Policen eine dhnliche Risikostruktur aufweisen, beschrinken. Dies bedeu-
tet, dass alle Versicherungswerte und die daraus resultierenden Schiden von
vergleichbarer Hohe sind und dass die Frequenzen der Zeitpunkte, an denen
Schiden auftreten, bei allen Policen d&hnlich sind.

Auf ein Portfolio wird sowohl von deterministischen als auch stochasti-
schen Faktoren beeinflusst. Nachfolgend gehen wir auf elementare Begriffe
und Kenngréflen der Risikotheorie ein.

e Deterministische Kenngréflen werden durch die Rahmenbedin-
gungen des Versicherungsgeschifts vorgegeben. Diese sind zum Bei-
spiel

— die Zeitspanne t: Diese umfasst meist ein Geschiftsjahr (¢ = 1,
bedingt durch die Buchhaltung von Versicherungsunternehmen)
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— das Anfangskapital v > 0: Es dient zur Deckung von Schiden in
der Anfangsphase des Geschiifts und garantiert die Solvabilitit
des Unternehmens beim Auftreten von Grofischiden. Der Min-
destumfang von u wird durch Vorschriften der entsprechenden
Aufsichtsbehorde festgelegt.

— die Prdmieneinnahmen II(t) bis zum Zeitpunkt ¢ > 0: Thre Be-
rechnung erfolgt mit Hilfe stochastischer Modelle aus der Risiko-
theorie; vgl. Kapitel 6.

e Stochastische Kenngrdflen unterliegen dem Zufall und werden
durch Zufallsvariablen modelliert. Zu diesen gehdren

— die Schadenzeitpunkte o;, 1 € N, fiir die gilt:
0200<01<02<...<0’n<...und
— die Schadenhdhen U;, 1 € N: vgl. Kapitel 2

o Weitere Kenngroflen kénnen aus den oben angegebenen, elementa-
ren Kenngroflen abgeleitet werden. Es sind

— die Zwischenankunftszeiten T; = o; — 0;_1, © € N T; bezeichnet
die Zeitspanne zwischen zwei aufeinander folgenden Schadenmel-
dungen, vgl. Abbildung 1.3.2.

Ty Ty Ts Ty Ts ...
O=c, o4 O, o q

Abbildung 1.3.2: Schadenzeitpunkte o; und Zeitintervalle T;

— die Schadenanzahl N(t) bis zum Zeitpunkt ¢:
N(t) =sup{n € Z; : o, < t},

wobei Z, = NU{0}. Es gilt {N(t) =k} = {ox <t < of41}-
— der Gesamtschaden X (t) bis zum Zeitpunkt ¢:

N(t)
U;, N(t) >0,
X(t) = i=1 ( )
0, N(t) = 0.

— die Risikoreserve R(t) zum Zeitpunkt ¢: Sie setzt sich aus den
Mitteln zusammen, die dem Versicherungsunternehmen zur De-
ckung der Schiden zum Zeitpunkt ¢ zur Verfiigung stehen. Es
gilt

R(t) =u+1I(t) — X(¢), t=>0.
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Abbildung 1.3.3 liefert uns die Grafik einer Realisierung von R(t).

Abbildung 1.3.3: Risikoreserve R(t)

Die Schadenanzahl N(t), der Gesamtschaden X (¢) und die Risikore-
serve R(t) sind zufillige Funktionen des Zeitparameters t. Sie werden
mit Hilfe geeigneter stochastischer Prozesse modelliert; vgl. Kapitel 3
und 4.

1.4 Fragestellungen der Risikotheorie

Durch die oben definierten Kenngréfien erhalten die folgenden Fragestellun-
gen eine zentrale Bedeutung;:

e Wie kann man die Modellierung der Schadenhéhen U; erhalten? Wie
definiert man gefihrliche Risiken, die Grofischdden verursachen kon-
nen? In Kapitel 2 spielt die Einfithrung unterschiedlichen Klassen pa-
rametrischer Verteilungen von Risiken und die Untersuchung deren Ei-
genschaften eine wichtige Rolle. Insbesondere werden der Zusammen-
hang zwischen gefihrlichen Risiken und der Klasse der Verteilungen
mit schweren Tails nidher beleuchtet und ausfiihrlich dargestellt wer-
den. Zusatzlich gehen wir auf Methoden zur statistischen Erkennung
von gefidhrlichen Risiken ein.
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e Welche Modellansitze gibt es fiir die Schadenanzahl N (¢)? Um diese
Frage beantworten zu konnen, werden in Kapitel 3 spezielle Zahlpro-
zesse, wie etwa der Poisson—Prozess, betrachtet. Neben den letztge-
nannten Poisson—Prozessen, werden wir uns eingehend der Bedeutung
der Markovschen Prozessen widmen, die als eine Grundlage fiir den
Aufbau der Bonus—Malus—Priamienkalkulationsprinzipien dienen.

e Welche Verteilung besitzt der Prozess des Gesamtschadens X (t) und
wie konnen dessen Momente hergeleitet und berechnet werden? Die
Antwort auf diese Frage, die vor allem fiir die Pramienkalkulation von
grofler Bedeutung ist, wird in Kapitel 4 gegeben. Hierbei werden u.a.
effiziente Berechnungsalgorithmen von Panjer und De Pril von grofier
Bedeutung sein.

e In der Praxis besitzen versicherungstechnische Modelle oft eine enor-
me Komplexitit, so dass sie mit mathematischen Methoden nicht
explizit (d.h. mit Hilfe von einfachen Formeln) beschrieben werden
konnen. Um die charakteristischen Kenngroflen des Versicherungsbe-
standes (wie etwa die Verteilung des Gesamtschadens, die Verteilung
der Pramienhdhen, usw.) trotz dieses Hindernisses berechnen zu kon-
nen, werden die versicherungstechnischen Abldufe auf dem Rechner
simuliert. Die Ergebnisse dieser Simulation kénnen anschlieflend zur
Prognose der Hohe des Gesamtschadens und der Pramien im néchsten
Geschiiftsjahr herangezogen werden. Dazu werden wir in Kapitel 5 ef-
fiziente Computer—Algorithmen betrachten.

e Wie sollten die Pramien 7(t) kalkuliert werden, um die Solvenz des
Portfolios zu gewéhrleisten? In Kapitel 6 beschéftigen wir uns einge-
hend mit unterschiedlichen Primienkalkulationsprinzipien, die sowohl
theoretischer als auch praktischer Natur sein werden.

e Wie kann die Bildung von Kapitalreserven aussehen, um die Deckung
von Schéden, die sich erst spdter manifestieren, zu erméglichen? Die
Bildung von ausreichenden Riickstellungen bei langwieriger Schadens-
abwicklung wird in Kapitel 7 behandelt.

o Welche risikopolitischen Mafilnahmen sind von Né&ten, um die Kapa-
zitdten des Versicherungsunternehmens zu erhdhen? Zu den verbrei-
tetsten Losungen zdhlt ohne Zweifel die Risikoteilung (zu der z.B. die
Riickversicherung gehort), deren Formen und Eigenschaften in Kapitel
8 diskutiert werden.

e Ein technischer Ruin eines Portfolios liegt dann vor, wenn die Risikore-
serve R(t) zum ersten Mal negativ wird. Die Wahrscheinlichkeit dieses
Ereignisses 1(u) = P(3t > 0 : R(t) < 0) wird Ruinwahrscheinlich-
keit genannt, wobei wir mit u das gegebene Startkapital bezeichnen.
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Eine interessante Problemstellung der Risikotheorie besteht in der Be-
rechnung der Ruinwahrscheinlichkeit eines Portfolios oder, wenn dies
nicht mdoglich ist, in der Angabe einer ausreichend prézisen, oberen
Schranke fiir 1(u). Dies wird die Hauptaufgabe des Kapitels 9 sein.
Fiir den technischen Ruin eines Portfolios kann man notwendige und
hinreichende Bedingungen formulieren, wobei wir uns eines einfachen
zusammengesetzten Poisson-Modells behelfen werden.
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Kapitel 2

Schadenhodhen

2.1 Einleitung

Sei (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wobei P ein vollstindiges Wahr-
scheinlichkeitsmaf ist. Dies bedeutet, dass aus P(A4) =0, A € § die Eigen-
schaft B € § fiir alle B C A folgt. Definition 2.1.1 préizisiert den bereits in
Kapitel 1 heuristisch eingefiihrten Begriff des Risikos.

Definition 2.1.1. Unter einem Risiko versteht man eine nicht negative
Zufallsvariable U, d.h., eine §-messbare Abbildung U : Q — Ry, wobei Ry

die Menge der nicht negativen reellen Zahlen ist.

Somit sind die Schadenhéhen {U;} eines Portfolios eine Folge von Ri-
siken. Meistens werden wir voraussetzen, dass U; unabhingige, identisch
verteilte (uiv) Risiken mit Verteilungsfunktion

FU(.’E) = P(Uz < .T)

sind. Sei Fy(z) = P(U; > z) = 1 — Fy(z) die Tail-Funktion der Verteilung
von U;. Man unterscheidet gefdhrliche und gutartige Risiken.

Definition 2.1.2. FEin Risiko U heifit gutartig, falls die Tail-Funktion der
Verteilung von U eine exponentielle Schranke besitzt:

Fy(z) < ce 7, zeRy (2.1.1)
fir gewisse Konstanten a,c > 0.

Bei einem gutartigen Risiko geht die Tail-Funktion Fy(x) exponentiell
schnell gegen null fiir z — oo.

Definition 2.1.3. Fulls die Tail-Funktion des Risikos keine obere exponen-
tielle Schranke hat, spricht man von einem gefihrlichen Risiko.

Solche Risiken sind besonders gut fiir die Modellierung von Grofischéden
geeignet.

11



12 KAPITEL 2. SCHADENHOHEN

Beispiel 2.1.1.

e Ein exponential-verteiltes Risiko U mit Fyy(z) = e, A > 0,1 >0
ist offensichtlich gutartig.

e Sei U ~ Par(a,c) Pareto—verteilt mit Parametern o,c > 0, d.h.,

1—(c/)*, = 2>c,
e ER A,

Dieses gefihrliches Risiko wird oft in der Feuerversicherung verwen-
det, um grofle Feuerschdden zu modellieren.

e Lognormal-verteilte Risiken U 4 eV, V ~ N(u,0?) werden hauptsich-
lich in der Kraftfahrzeugversicherung betrachitet und sind auch ein Bei-
spiel fiir gefihrliche Risiken.

Ubungsaufgabe 2.1.1. Zeigen Sie, dass fiir die Tail-Funktion einer Log-
normal—Verteilung gilt:

Fy(z) < ¢/a?
fir gewisse ¢, 3 > 0.

Die Modellierung von Grofschiden ist fiir die Versicherungspraxis von
grofler Bedeutung. Grofischiden treten zwar selten auf, dafiir bilden sie den
Hauptanteil der Schiden im Gesamtschaden. Unter Umstdnden kénnen sie
auch zum Bankrott des Versicherungsunternehmens fithren, falls ihre Hohe
bei der Berechnung von Riickstellungen und Prémien nicht ausreichend
beriicksichtigt wurde. Betrachten wir folgendes Beispiel einer Feuerversiche-
rung von Stahlwerken (vgl. [16], S. 87-88). Tabellen 2.1.1 und 2.1.2 zeigen,
dass 12,4% der Schiden 87% der Gesamtschadenhohe ausmachen. Deshalb
ist es sehr wichtig, die Verteilung von Grofischiden modellieren zu kénnen.
Dafiir eignen sich Verteilungen von gefihrlichen Risiken sehr gut. Sie werden
manchmal auch Verteilungen mit schwerem Tail genannt.

2.2 Verteilungen mit schwerem Tail

Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(z) = P(X < z).
Definition 2.2.1. Die Funktion
Fix(s) = g (5) 4 BesX = / ¢'% dFy (1),
R

definiert fiir alle s € R, fir die mx(s) < oo, heifst momenterzeugende Funk-
tion.



2.2. VERTEILUNGEN MIT SCHWEREM TAIL

Untere Grenze Anzahl Mittlere Schadendichte
des Schadens g; | der Schiden Schadenhohe N;/(gi+1 — 9i)
(in 1000 DM) N; M; (in 1000 DM)
0 305 0,23 610
0,5 259 0,74 518
1 374 1,47 374
2 264 2,47 264
3 199 3,49 199
4 163 4,51 163
5 125 5,54 125
6 178 7,01 89
8 139 9,04 69,5
10 98 11,0 49
12 112 13,5 37,3
15 111 17,6 22,2
20 141 25,0 14,1
30 147 39,0 7,35
50 152 71,1 3,04
100 93 136 0,93
200 64 310 0,213
500 20 705 0,04
1000 13 2346 0,00325
5000 4 8317
Insgesamt 2961
Mittel 47,6

Tabelle 2.1.1: Schadenh6henverteilung der Feuerversicherung

13

Schiden iiber
(in 1000 DM)

Anteil an der

Gesamtschadenzahl (in %)

Anteil am

Gesamtschaden (in %)

6500 0,1 19
750 1,1 50
48 (Mittelwert) 12,4 87

Tabelle 2.1.2: Bedeutung von Grofschiden (Ubersichtstabelle zu Tabelle

2.1.1)
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Fiir Risiken X > 0 betrachtet man oft auch die sogenannte Laplace—
Stieltjes—Transformierte

~ ~

Ix(z) =lpy(2) © geaX :/e_”dFX(:v), z€C, Rez>0.
R

Es gilt mx(s) = Tx(—s) fiir s < 0. AuBlerdem kann gezeigt werden, dass, falls
E|X|™ < oo und mx(s) und TX(s) in einer Umgebung {s € R : [s| < s¢}
um den Ursprung existieren, dann existieren auch die n—ten Ableitungen
fr\zg?) (0) und Iy )(0), mit der Eigenschaft

EX" =& (0) = (-1)"T{(0).

Diese Formel erklart den Namen ,,momenterzeugende Funktion®.
Betrachten wir das Intervall (s, s}), auf dem i x existiert. Seine Gren-
zen sy <0< s} sind gegeben durch

sy =inf{s <0:mx(s) < oo}, st =sup{s > 0:Mmx(s) < oo}.

Es wird weiterhin angenommen, dass ein sy # 0 existiert, so dass
flix (sp) < co. Dies bedeutet, dass sy # 0 oder sk # 0.

Ubungsaufgabe 2.2.1. Sei X ein Risiko. Zeigen Sie, dass mix(s) wohl-
definiert auf (—oo,s%) (d.h. sy = —00), stetig und monoton wachsend ist,
und dass mx(0) = 1.

Definition 2.2.2. Sei X ein Risiko mit Verteilungsfunktion Fx. Man sagt,

dass Fx (oder X ) einen schweren Tail hat, falls mx(s) = oo fir alle s >0
(d.h. s} =0).

Wie oben bereits erwihnt wurde, haben gefihrliche Risiken einen schwe-
ren Tail und umgekehrt. Dies soll aber noch bewiesen werden, indem die
Aquivalenz der Definitionen 2.1.3 und 2.2.2 gezeigt wird.

Satz 2.2.1. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx.

1. Falls mx(sg) < oo fir ein so > 0, dann existiert b > 0, sodass die
Ungleichung

Fx(z) < be %07, T > (2.2.1)

0
gilt. Umgekehrt, falls (2.2.1) gilt, dann ist mx(s) < oo fir alle s €
[Oa 30)'

2. Falls mx(so) < oo fir ein so < 0, dann ezistiert b > 0, sodass die
Ungleichung
Fx(z) < be %%, z<0 (2.2.2)

gilt. Umgekehrt, falls (2.2.2) gilt, dann ist mx(s) < oo fir alle s €
(3050]'



2.2. VERTEILUNGEN MIT SCHWEREM TAIL 15

Beweis. Finden wir zunéchst eine giinstige Darstellung von mx(s) — 1.

Fix(s)—1 = /(e”—l) dFX(x):s//weSyddeX(w)
R O

R
T

o
esyddeX(:(:)—f—s//esyddeX(:(;)
0 0

= —S8

é\@ ft—o

oo o0
dFX(x)esydy-l—s//dFX(x)esydy
0y

Il
|
VA

I
.
é\o é\o é\o

Fx(y)e*¥Ydy+s / Fx(y)eYdy, (2.2.3)

wobei wir die Anordnung der Integration nach dem Satz von Fubini ver-
tauscht haben. Jetzt konnen wir die 1. Aussage des Satzes beweisen.
»=>* Falls (2.2.1) gilt, dann folgt daraus

o0 (o,°]

m —1 (223) r_ (2.2.1)

M < /Fx()sydy < b/e S0— Sydy— b < 00
0 0

s s0— S

fiir alle 0 < s < sp. Dies bedeutet, dass mx (s) < oo fiir alle s € [0, s9).
»<“ Falls mx (sg) < oo, dann gilt fiir alle z > 0, dass

T
- —1 (2.2.3) —
o > I [ e+ [Frwyenray

S0
—00 0

e$0% — 1

S0

\Y%

0
— 1 —
- [ ey Fx) [eordy =~ 4 Fx(@)
0
—00

O\a

Dabei wurde benutzt, dass Fx(y) < 1 und Fx(y) > Fx(x) fiir y € [0,2).
Dies wiederum bedeutet

fiir ein 0 < b < oo, weil Fx(z) < 1 gilt. O
Ubungsaufgabe 2.2.2. Beweisen Sie 2. Aussage des obigen Satzes.

Aus Satz 2.2.1 geht hervor, dass die Tail-Funktion eines gefahrlichen
Risikos X fiir x — oo langsamer als e ** gegen null geht. Dies muss aber
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nicht £ X" = oo fiir alle n zur Folge haben. Auch umgekehrt bedeutet
die Existenz aller Momente von X nicht, dass X einen leichten Tail hat.
Als Gegenbeispiel sei die Lognormalverteilung genannt: X ~ LN (u,0?) hat
einen schweren Tail und es gilt E X" = e'/2(0**+4n) fiir alle n € N.

Bevor wir weitere Eigenschaften von Verteilungen mit schweren Tails stu-
dieren sollen die Begriffe der Hazard—Funktion und Hazard—Rate eingefiihrt
werden.

2.2.1 Hazard—Funktionen

Definition 2.2.3. Die Funktion M(xz) = —log F x(z) heifit Hazard-Funk-
tion von Fx.

Definition 2.2.4. Sei X ein Risiko.

o Fualls X eine diskrete Verteilung p, = P(X =n), n € Z besitzt, dann

heifit

mn)=P(X<n|X>n—1)=P(X=n|X>n—1)=_"
> Pk
k=n

die Hazard—Rate von X.

e Fulls X ein stetig verteiltes Risiko mit Dichte fx(z) ist, dann heifit

_ fx(=)
Fx(.’l,‘)

m(z) = M'(z)

die Hazard—Rate von X.

T
Den Namen Hazard—Rate erklirt die Gleichung M(z) = [ m(y)dy. Er-
0
lautern wir an den Beispielen die inhaltliche Bedeutung von m.

e Lebensversicherung: Sei X die Lebensdauer (in Jahren) eines Ver-
sicherten. Dann ist m(n) = P(X < n | X > n —1) die Sterbewahr-
scheinlichkeit im Alter n unter der Bedingung, dass das Alter n — 1
erreicht wurde. Fiir stetig verteilte X gilt analog

me) Ax = FX@ A PXE (5,2 + Ad))
F X(x) P (X > x)
= PX<z+Az|X >z

fiir kleine Az. Daher wird m auch oft Sterberate genannt. Die Grafik
einer typischen Sterberate-Funktion ist in Abbildung 2.2.1 angegeben.

Ubungsaufgabe 2.2.3. Beweisen Sie:
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m(n)

0.1

0.01

0.001

0.0001 T T T T *
0 20 10 60 80

Abbildung 2.2.1: Sterberate. Quelle: [20]

— Falls X ~ Geo(p) geometrisch verteilt ist mit Parameter p (d.h.
P(X =n)=(1-p)p", n € Z,), dann gilt m(n) =1 — p fir alle
n c Z_|_.

— Falls X ~ Exp(X), dann gilt m(z) = X fir alle x.

Diese Eigenschaft der beiden Verteilungen ist als Geddchtnislosigkeit
bekannt. Im Fall der geometrischen Verteilung ist 1 — p die Sterbe-
und p die Uberlebenswahrscheinlichkeit im Alter n. Beide sind von n
unabhingig! Analog dazu ist im Falle der Exponentialverteilung das
mittlere Alter eines Versicherten gleich £ X = \~l. Beispielsweise
hingt m(z)Az ~ P(X < z+ Az | X > z) = 1/70 bei EX = 70
auch nicht von x ab. Mit anderen Worten, beide Verteilungen weisen
keinen Alterungseffekt auf und sind in diesem Sinne gedachtnislos.

e Feuerversicherung: Falls X die Dauer des Feuers ist, so nennt man
m(z) extinction rate. Fir kleine z ist die Wahrscheinlichkeit m(z) Az,
das Feuer unter Kontrolle zu haben, ziemlich gro. Mit wachsender
Zeit  nimmt m(z) sehr schnell ab.

e Zuverlissigkeitstheorie: Hier wird m(x) oft als Fehlerrate eines Er-
satzteils in einem komplexen technischen System interpretiert.

Von besonderem Interesse fiir die Versicherungsmathematik sind Verteilun-
gen mit monotonen Hazard-Raten.
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2.2.2 Eigenschaften von Verteilungen mit schwerem Tail

Um Kriterien fiir die Schwere des Tails einer Verteilung herleiten zu kénnen,
benotigen wir den folgenden Hilfssatz.

Satz 2.2.2. Sei X ein Risiko mit Hazard-Funktion M.

1. Falls a; < timinf M2 > 0, dann gilt 5% = af;.
r—00

2. Falls a def lim sup M(z) 0, dann gilt sy = a.

x
T——00
Beweis. Beweisen wir die Aussage 1 des Satzes. Es ist zu zeigen, dass
fx(s) < oo fiir alle 0 < s < a} und Mix(s) = oo fiir s > a¥k.
Fiir alle £ > 0 mit a}; —e > 0 existiert ein g, so dass i;lf @ > al—e.
T>x0
Daraus folgt, dass — log F x (z) > (a} —e)z fiir alle £ > z. Aquivalent dazu
schreibt man log Fx(z) < —(ak — &)z oder Fx(z) < e~(@X—9)7 fiir alle
z 2 xp. Dann gilt
Fx(z) < bef(a;r(fs)w, z20

mit b = e(@x )20 weil be~@x=9)7 > 1 fiir z € [0, z0]. Aus Satz 2.2.1 folgt,
dass M x (a} —€) < oo fiir alle 0 < € < a}. Dies bedeutet, dass fiix (s) < oo
fiir alle 0 < s < a} gilt.

Ex adverso, nehmen wir an, dass mx(sg) < oo fiir ein sy > a}. Nach
Satz 2.2.1 gilt Fx(z) < be™°%, z > 0. Daraus folgt log Fx(z) < logh— soz
oder .

—log F'x(x) S —logb N

zZ S0 -
z T
Dies fiithrt zum Widerspruch
a}: lim inf >so>a}.

Y0 2y xT

Ubungsaufgabe 2.2.4. Beweisen Sie die 2. Aussage von Satz 2.2.2.

Fiir ein Risiko X mit Verteilungsfunktion Fx fithren wir die folgende

Grofle ein:
def .. M (:C)
ax = ap, = limsup ——.
T—00 Z
Es gilt die offensichtliche Gleichung 0 < a¥ < ax. Fiir ax = 0 soll daraus

a}; = 0 folgen. Nach der Logik des Satzes 2.2.2 wére zu erwarten, dass auch
3} = 0 und somit F'x einen schweren Tail hat.

Satz 2.2.3. Sei X ein Risiko mit Verteilungsfunktion Fx. Falls ap, = 0,
dann hat Fx einen schweren Tail.
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Beweis. Falls ap, = 0, dann existiert fiir alle € > 0 mit a} —e > 0 ein xp, so
dass 0 < sup @ < ¢ fiir alle y > xo. Daraus folgt, dass log F x(z) > —cz
2y

oder F x(z) > e % fiir alle x > . Somit gilt

To 00

/eswfx(a:) de = /estX(ac) da:—{—/e“”ﬁx(x) dz
0

Zo

V

0

o o0

/eswe” dz = /ew(ss) dr =00, s§>¢€.
o

Zo

Da e > 0 beliebig ist, gilt

o0

/e“ﬁx(x) dz = o0, s>0. (2.2.4)
0

Zeigen wir, dass daraus mx(s) = oo fiir s > 0 folgt.

Ex adverso, nehmen wir an, dass es ein sy > 0 mit der Eigenschaft
Mx(sg) < oo existiert. Nach Satz 2.2.1 gilt Fx(z) < be™%% fiir ein b > 0
und fiir alle z > 0. Daraus folgt, dass fiir alle s < sqg gilt

o o o0
/esmfx(x) dz < b/esme_sox dor = b/e_m(so_s) dr < oo,
0 0 0
was offensichtlich der Bedingung (2.2.4) widerspricht. O

Folgerung 2.2.1. Falls X absolut stetig verteilt ist mit Dichte f(x) und
falls zlglolo M(z)/z existiert, dann gilt
ot
® apy =ay = wli)n;om(m),

e Fx hat einen schweren Tail < lim m(z) = 0.
T—00

Beweis. Nach der Regel von 'Hospital gilt

Mz lim M: limM

lim = lim m(z).
T—00 I T—00 I z—o0 1 T—00
Die Behauptungen folgen aus den Sétzen 2.2.2 und 2.2.3. O

Folgerung 2.2.2. Fulls Fx einen schweren Tail hat, dann gilt

limsup e®**F x (z) = oo, s>0.
T—r00

Ubungsaufgabe 2.2.5. Beweisen Sie Folgerung 2.2.2.
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Folgerung 2.2.3.

1. Falls limsupe*®F x (x) < oo fiir ein s > 0, dann hat Fx einen leichten
T—r00
Tasl.

2. Falls das Risiko X absolut stetig verteilt ist mit Dichte fx und falls
lim e’ fx(z) < oo fiir ein s > 0 gilt, dann hat Fx einen leichten
T—00
Tail.

Beweis. Aussage 1 folgt direkt aus der Folgerung 2.2.2.
Um Aussage 2 zu beweisen, wenden wir die Regel von 1’'Hospital an:

: = Fx(z) _ .. —fx(z) _ 1.
ST _ _ — ST
mlggoe Fx(z)= m]1_{1010 e x]ggo eyl mlggoe fx(z) < oc0.
Die Behauptung folgt aus der Aussage 1. O

2.3 Parametrische Familien von absolut stetigen
Verteilungen
In diesem Abschnitt betrachten wir die wichtigsten absolut stetigen Vertei-

lungen, die in der Versicherungsmathematik Anwendung finden. Sei f(z) die
Dichte der Verteilung eines Risikos X.

2.3.1 Verteilungen mit leichtem Tail

1. Normalverteilung N(u,0?), u € R, ¢ > 0 mit Dichte

1 _@-w?
e 202

flz) =

2o

Damit kann ein Risiko aber nur bedingt modelliert werden, weil ei-
ne normalverteilte Zufallsvariable auch negative Werte annimmt. Die
Normalverteilung dient oft als Basis zum Aufbau von komplizierteren
Verteilungen (z.B. der Lognormalverteilung) fiir Risiken.

2. Ezponentialverteilung Exp(A), A > 0 mit Dichte

Ae ™ >0,

ﬂ@:{o, z <0.

Sie findet insbesondere Anwendung in der Feuerversicherung, oft auch
als Mischung zweier Exponentialverteilungen. Die Dichte dieser Mi-
schung ist gegeben durch

flz) = (p)\le_)‘”: +(1- p))\Qe_)‘zm)l(x > 0)

fiir ein 0 < p < 1 und Ay, A2 > 0.



PARAMETRISCHE FAMILIEN VON STETIGEN VERTEILUNGEN 21

3. Erlang-Verteilung Erl(n,\), n € N, A > 0
X ~ Erl(n,\) & X £ Uy +... + Uy, wobei U; ~ Ezp(\) uiv Risiken
sind. Die Dichte der Erlang—Verteilung ist gegeben durch

n

PRy LN
) = (n—1)! ’ e
/(@) { 0, z <0.

Diese Verteilung kann als Verteilung des Gesamtschadens bei n expo-
nentialverteilten Einzelschédden interpretiert werden.

4. x*-Verteilung x*(n), n € N
X ~x%(n) & X L U2+ ...+ U2, wobei U; ~ N(0,1) uiv Zufallsva-
riablen sind. Die entsprechende Dichte ist gleich

n/2—1 —x/2
flz) = e €20,
0, z <0,

o

wobei I'(z) = [t*"le tdt fiir € C: Rez > 0. Es gilt ['(n) = (n—1)!,
0

n €N

5. Gamma—Verteilung T'(a, \), a, A > 0 mit Dichte

fa)= | @ e 220,
0, z <0,

wobei a der Form— und A der Majfstab—Parameter sind. Diese para-
metrische Familie von Verteilungen enthilt die Verteilungen 2-4 als
Spezialfille:

Ezp(\) =T(1,)), Erl(n,\) =T'(n, ), x*(n) =T(n/2,1/2).

Gamma—Verteilungen haben einen relativ leichten Tail und werden
deshalb in den Versicherungssparten eingesetzt, bei denen keine Gro$-
schiden zu erwarten sind (z.B. in der Vollkasko—Kraftfahrzeugversiche-
rung).

6. Beta—Verteilung Beta(a,b,n), a,b,n > 0 mit Dichte

a—1(yp_ \b—1
f(z) = %)n—“ﬁ%’ z €(0,m)
0, sonst,

wobei B(a,b) = [t*71(1 — t)>"1dt die Beta-Funktion mit der Ei-

Ot

genschaft B(a,b) = B(b,a) = % ist. Offensichtlich entspricht

B(1,1,n) der Gleichverteilung auf [0, n].
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7. Inverse Gaupfsche Verteilung IG(a, 3), a, 8 > 0 mit Dichte

V2B
0, z <0,

{ o ,.—3/2 —(O‘;lf;”)2 0

f(x) — x e , >0,

wobeil « der Form— und 8 der Mafistab—Parameter sind. Aus Formel
(2.3.1) fiir die momenterzeugende Funktion von IG(«, 3) wird ersicht-
lich, dass aus X ~ IG(«,3) die Relation X ~ IG(a,1) folgt. Man
kann zeigen, dass fiir z > 0 die entsprechende Verteilungsfunktion
gleich

@ @
Fx(z) = Fn(o,1) <_ﬁ + ﬂHU) +€**Fy0,1) <_E - vﬁw>
ist. Die momenterzeugende Funktion ist gegeben durch

Fix(s) = { ea(17,/172s/ﬂ), s < B/2, (2.3.1)

00, s> f[/2.

Daraus folgt, dass E X = /3 und Var X = a/B%. Die IG-Verteilung
ist faltungsstabil, d.h. fiir unabhingige Risiken X; ~ IG(a1, ) und
Xo ~ IG(ag,pB) gilt X; + X9 ~ IG(a1 + a2, ). Die inverse Gau$-
sche Verteilung hat ihren Namen der Tatsache zu verdanken, dass ihre
kumulanterzeugende Funktion log 7 x (s) in einem gewissen ,inversen‘
Verhiltnis zu der kumulanterzeugenden Funktion einer Normalvertei-
lung steht (siehe [14], S. 64,193,302). Im Fall o = g wird IG(«x, o)
auch Wald—Verteilung genannt. Es gilt dann £ X = 1 fiir alle a.

Ubungsaufgabe 2.3.1. Beweisen Sie, dass die Verteilungen 1 — 7 einen
leichten Tail besitzen.

Bemerkung 2.3.1. Die Normal-, Gamma— und inverse Gaufische Vertei-
lung gehdren zu einer gréfieren parametrischen Klasse von Verteilungen, der
sogenannten exponentiellen Dispersionsverteilungen (vgl. [14], S. 190—193).
Diese Klasse wird durch die Form der Dichte

0z—b(9)
fa)=e vy,
festgelegt, die von den Parametern 0,1 und Funktionen b,c abhdngt.

2.3.2 Verteilungen mit schwerem Tail

Folgende Verteilungen mit schwerem Tail finden Anwendungen in der Ver-
sicherungsmathematik:
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1. Lognormale Verteilung LN (i, 0?), p € R, ¢ > 0 mit Dichte

1 _ (oga—p)?

f(-'L') = 0w’ 22, >0,
0, z < 0.

Es kann gezeigt werden, dass fiir X ~ LN(u,0?) gilt X 4 ey th,
wobei Y ~ N(0,1). Diese Verteilung wird vor allem zur Modellierung
von Grofischiden in der Feuerversicherung verwendet.

2. Weibull-Verteilung W (r,c), r,c > 0 mit Dichte

flz) =

rec” e " £ >0,
0, z < 0.

Da die Tail-Funktion der Verteilung von X ~ W (r,c) gleich
Fx(z)=e™

fiir positive z ist, hat Fx fiir r > 1 einen leichten und fiir » € (0,1)
einen schweren Tail.

3. Pareto—Verteilung Par(a,c), a,c >0

o { 5O 2>

0, z < c

Somit ist die Tail-Funktion der Verteilung gleich

_ (A
Fx(x):{ §w) e

Das erste Moment dieser Verteilung ist endlich fiir & > 1 und das zwei-
te Moment fiir &« > 2. Daher eignet sich diese Verteilung fiir die Model-
lierung von Grofischdden mit groer Streuung. Die Pareto—Verteilung
wird vor allem in der Feuer— und in der Haftpflichtversicherung be-
nutzt.

4. Pareto-Mischung von Ezponentialverteilungen PME(«a), a > 1 mit
Dichte
[e.e]
f(I) _ ‘CffE‘:cp(l/y) (.’L‘) dFPar(a,c) (y)a z >0,
0, z <0,

wobei ¢ = (o — 1)/a > 0 und das Integral gleich

o0

/%e—m/y%<§>a+l dy

c
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ist. Man kann beweisen, dass die Tail-Funktion der Verteilung folgen-
des asymptotisches Verhalten hat:

— MNa+ 1) (a—1/a)

Fx(z) ~ - ) z — 400,
wobei f(z) ~ g(z) fiir x — a die Gleichung lim [2) — 1 pedeutet.
z—a 9(T)

5. Loggamma—Verteilung LT (a, \), a, A > 0 mit Dichte

A log® g
fla)={ T@ wwr T
0, z <1,

wobei X ~ LI'(a,\) dquivalent zu X LYV Y ~ [(a, A) ist.

6. Benktander—Verteilung, Typ I Benl(a,b,c), a,b,c >0, a(a + 1) > 2b,
ac < 1. Die Tail-Funktion dieser Verteilung ist gegeben durch

= _ cw_“_le_blogzz(a + 2blogx), = >1,
FX(x)_{l, z < 1.

7. Benktander—Verteilung, Typ 11 BenlI(a,b,c), a > 0, b € (0,1),
0 < ¢ < a~'e**. Die Tail-Funktion dieser Verteilung ist gegeben durch

_ —b—1_—a/bz®
cazx e , T>1,
Fx(z) = { 1 z<1

Ubungsaufgabe 2.3.2. Beweisen Sie, dass die Verteilungen 1 — 7 einen
schweren Tail besitzen.

2.4 Empirische Methoden zur Erkennung von Ver-
teilungen mit schwerem Tail

In der Versicherungspraxis ist es meistens nicht einfach, eine Verteilung mit
schwerem Tail aus den Daten zu erkennen. In diesem Abschnitt skizzie-
ren wir dazu zwei empirische Verfahren aus der Statistik: Quantil-Grafiken
(oder Quantil-Plots) und eine Methode, die auf der mittleren Rest-Hazard-
Funktion basiert.

Die Hauptidee beider Methoden ist einfach: Man vergleicht die empiri-
sche Verteilung der vorliegenden Schadenhéhen mit der Exponentialvertei-
lung. Falls der Tail der empirischen Verteilung schwerer als der von Exp())
ist, ist dies ein deutliches Zeichen dafiir, dass die zugrunde liegende Vertei-
lung einen schweren Tail besitzt. Dann versucht man, eine Verteilung mit
schwerem Tail an die Daten anzupassen.
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Nehmen wir an, dass einer Versicherungsfirma n Schiden mit Héhen U;,
1 =1,...,n gemeldet wurden. Wir fassen sie als eine Realisierung der Stich-
probe (Uy, ..., U,) von n uiv Risiken eines Portfolios auf. Sei die Verteilungs-
funktion Fy(z) = P(U; < z) unbekannt. Aufgrund der Daten (Ui, ...,U,)
wollen wir entscheiden, ob Fyy einen schweren Tail hat.
Seien Uy < ... < Uy die Ordnungsstatistiken der Stichprobe (Uy, ..., U,).
Die empirische Verteilungsfunktion

1 & i=1,....n:U; <z
Fa@) = 2310 <o) = HIZ Lo il s )
=1

der Stichprobe (Uy,...,U,) kann folgendermafien dargestellt werden:

0, Tz < U(l),
Fn(x) = k/na S [U(k)aU(kH—l))a k= L...,n—1,
1, T > U(n).

Sei Qr(y) = F~(y) = inf{z € R : F(z) > y} die Quantil-Funktion der
Verteilung F'. Fiir ein Risiko X mit Verteilungsfunktion Fx werden wir auch
oft die Bezeichnung Qx(y) = Qry (y) verwenden. Fiir F' = F,, gilt

k—1 k
QrF,(v) = Uy, Y€ (—,—] , keN

Abbildung 2.4.1: Empirische Verteilungsfunktion F,
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2.4.1 Quantil-Grafiken

Sei U ein Risiko mit (uns unbekannter) Verteilungsfunktion Fyy. Auf Ba-

sis von Versicherungsdaten (U,...,U,), U; uiv und U; 2 U méchte man
priifen, ob Fyy = G fiir eine bekannte Verteilungsfunktion G gilt. Die Me-
thode der Quantil-Grafiken besteht darin, dass man die entsprechenden
Quantil-Funktionen Q)r, und Q¢ von F,, und G grafisch vergleicht. Und
zZwar

e plotte man Qg(k/n) gegen Qr, (k/n) = Uy, k=1,...,n.
e Falls die Punktewolke
{(Qg(k’/n), U(k))a k= 1, e ,n}

niherungsweise eine Gerade y = azx + b darstellt, so sagt man, dass
Fy(z) =~ G(%%), z e R

Ay=Q{t)
n
vy=ax+b
Uy~ ~""~"~"~"~"~"~"~~"=~~>
U(1’1-1) _____________

|
|
Usf ~~~ -~~~ 2 | :
| I
Q2{:::___ : I
o 27 L =04 t)
0 0f1/n) Q(2/n) ... of (n-1)/n)

Abbildung 2.4.2: Quantil-Grafik
Diese empirische Vergleichsmethode beruht auf folgenden Uberlegungen:

e Man ersetzt die unbekannte Funktion Fy durch die aus den Daten
berechenbare Funktion F,. Dabei macht man einen Fehler, der al-
lerdings asymptotisch (fiir n — oo) klein ist. Dies folgt aus dem
Satz von Glivenko—Cantelli (vgl. z.B. [13], S. 185), der besagt, dass
sup,cr |[Fn(z) — Fy(z)] — 0 fir n — oo. Der Vergleich der entspre-
chenden Quantil-Funktionen wird durch folgendes Ergebnis bestéirkt
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(Goldie, 1977; siehe [4]): falls EU; < oo, dann gilt
t

sup /(Fnl(y) — F;l(y)dy| = 0 fs., n— oo
te[0,1] 2

Somit setzt man bei der Verwendung der Quantil-Grafiken voraus,
dass der Stichprobenumfang n ausreichend gro8 ist, um F, ! ~ F; !
zu gewahrleisten.

e Man setzt zusitzlich voraus, dass die Gleichungen

y = axr+b
y = Fy'(1)
r = Gt
fiir alle ¢ (und nicht nur ndherungsweise fir t = k/n, k = 1,...,n)

gelten. Daraus folgt, dass G(z) = t = Fy(y) = Fy(az + b) fiir alle z,
oder Fy(y) = G(y—_b) fiir alle y, weil z = (y — a)/b ist.

Aus praktischer Sicht ist es besser, Paare (QG(n—I—l) U(k)), k=1,...,n
zu plotten. Dadurch wird vermieden, dass Qg(n/n) = Q¢(1) = oo vor-
kommt, wie z.B. im Falle einer absolut stetigen Verteilung G. Tatsédchlich
gilt fiir k = n, dass ;77 <1 und somit Qa( < 0.

Beispiel 2.4.1 (Quantil-Grafiken).

n—|—1)

1. Exponential-Verteilung G(z) = (1 — e **)1(z > 0)
Es gilt Qa(y) = —% log(1 —yv), y € (0,1). So wird man beim Quantil—
Plot Paare (— %10g(1 — ni_i_l), U(k)), k=1,...,n zeichnen, wobei der
Faktor 1/X fir die Linearitat unwesentlich ist und weggelassen werden
kann. Der Vorfaktor 1/ kann entweder als Gefille der entstandenen
Gerade oder durch die M(i@de der kleinsten Quadrate geschdtzt wer-
den. Im zweiten Fall gilt A= = argmin g(y), wobei

9(y) = zn: (y log (1 - L) + U(k))2 :

k=1
Die notwendige Bedingung eines Extremums g/(y) = 0 ergibt

mn

32 (ylog (1 - %) +U(k)) log (1 - %) —0,

k=1
woraus

_kéllog (1 — nLH)U(k)
> log” (1 - 71)

k=1

——

A=

folgt.
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2. Pareto—Verteilung G(z) = (1 — (¢/z)*)1(z > ¢)
Berechnen wir die Quantil-Funktion:
y=Gx) = 1-—y = (c/r)* = log(l —y) = alogec — alogz =
log Qg(y) = logz = logc — a~tlog(l — y). Zur Vereinfachung kann
man die Quantil-Grafik auf der logarithmischen Skala plotten. Man
tragt Punkte mit Koordinaten

k
(—log(l—n—H),logU(k)) ) kZl,...,n

auf der Ebene auf und priift, ob sie eine Gerade bilden.

Ubungsaufgabe 2.4.1. Entwerfen Sie die Quantil-Grafiken fir den Ver-
gleich der empirischen Verteilung von Versicherungsdaten mit der Lognor-
mal— und der Weibull-Verteilung.

Beispiel 2.4.2 (Quantil-Grafiken von Versicherungsdaten).

1. Feuerversicherung (Norwegen, 1971) Abbildung 2.4.3 zeigt Quan-
til-Grafiken, in denen die empirische Verteilung von n = 105 Feu-
erversicherungsschaden (in Tausend Kronen) aus Norwegen im Jahr
1971 mit den Ezxponential— und Pareto—Verteilungen verglichen wird.
Die Verteilung der Daten hat einen schweren Tail und kann gut durch
die Pareto-Verteilung modelliert werden.

Exponentiale Quantil-Grafik Pareto Quantil-Grafik

20000 -

15000 -

= 10000 -

5000

0 1 2 3 4+ 5

Quantile der Exponentialverteilung Quantile der Exponentialverteilung

Abbildung 2.4.3: Feuerversicherungsdaten aus Norwegen, 1971. Quelle: [20]
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2. Haftpflichtversicherung (Belgien, 1992) In Abbildung 2.4.4 sind
Ordnungsstatistiken der Stichprobe von n = 227 Schadenhdhen der
Industrie-Unfdlle in Belgien im Jahr 1992 (Haftpflichtversicherung)
gegen
Quantile von Ezponential-, Pareto—, Standardnormal— und Weibull-
Verteilungen geplottet. Im Bereich von Kleinschdden zeigen die Expo-
nential- und Pareto—Verteilungen eine gute Ubereinstimmung mit den
Daten. Die Verteilung von mittelgrofien Schdden kann am besten durch
die Normal- und Weibull-Verteilungen modelliert werden. Fiir Grofi-
schaden erweist sich die Weibull-Verteilung als geeignet.

2.4.2 Mittlere Rest—Hazard—Funktion

Eine andere Methode zur Erkennung von Verteilungen mit schweren Tails
basiert auf dem Begriff der mittleren Rest-Hazard-Funktion.

Definition 2.4.1. Sei X ein Risiko mit der Verteilungsfunktion F(x),
F(0) = 0. Die Rest-Hazard—Funktion von X ist gegeben durch

Pt<X<t+xz) F(t+z)—F(t)
P(X>t) F(t)

So definiert, ist ®; eine giiltige Verteilungsfunktion. Warum nennt man
®; Rest—Hazard—Funktion?

y(z) =P(X <t+z|X>t)=

e Fiir kleine z ist ®;(z) proportional zu der Hazard—Rate m(t). Falls F'
eine Dichte besitzt, gilt in der Tat

m(t)z ~ P(X <t+z| X >t)=d(z), z—0.
Im Falle der diskreten Verteilung von X gilt ebenfalls
m(t) =P(X <t| X >t—1)=d1).

e Sei z.B. X die typische Lebensdauer eines Menschen (Lebensversiche-
rung). Dann kann @, als Verteilungsfunktion der restlichen Lebens-
dauer eines Menschen interpretiert werden, der das Alter ¢ erreicht
hat.

Berechnen wir den Erwartungswert up(t) beziiglich ®;.

_Bx— [ awyds - 2 [ Ferodo— | E®
up(t)—E(Xt|X>t)—0/<D r= 0/ (t+2) _/_(t dy,

wobei im letzten Integral die Substitution y = ¢ + = durchgefithrt wurde.

Wir verwendeten zusétzlich die Darstellung

Fyx) =1 LT —F() _1-F(i+a) _F(t+a)
t 1—F(t) 1-F(t) F(t)

~—
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Abbildung 2.4.4: Industrie-Unfille in Belgien, 1992. Quelle: [20]
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fiir alle ¢ und z. Somit kann pp(t) in der Lebensversicherung als mittle-
re Restlebensdauer eines Menschen interpretiert werden, der das Alter ¢
erreicht hat. Die Funktion pp(¢) hat in der Risikotheorie einen eigenen Na-
men.

Definition 2.4.2. Sei F' eine Verteilungsfunktion mit F(0) = 0. Fir alle
x, fir die F(x) < 1 gilt, definiert man die mittlere Rest-Hazard-Funktion

pr(z) von F durch
o0
pur (x) =/
T

ol

(y)
(@) dy .

ol

Beispiel 2.4.3.

e Exponentialverteilung: Falls X ~ Exzp()\), dann gilt pp(z) = 1/,
Diese Figenschaft ist charakteristisch fir die Exponentialverteilung.
Man kann zeigen, dass

Fz)=1-e?™)1(z>0) < pupp(z)=1/\.

e Gleichverteilung: Fir X ~ Ula,b] gilt pr(z) = (b—x)/2.

e Pareto—Verteilung: Fiir X ~ Par(a,c) mit a > 1 gilt pr(z) = 25
fir alle z > c.

Grafiken dieser mittleren Rest-Hazard—Funktionen sind u.a. in Abbildung
2.4.5 dargestellt.

Ubungsaufgabe 2.4.2. Beweisen Sie die Aussagen des Beispiels 2.4.3.

Aus diesem Beispiel lisst sich leicht erkennen, dass die mittlere Rest—
Hazard—Funktion der Verteilungen mit schwerem Tail fiir grole = gegen
unendlich geht. Dies gilt nicht fiir Verteilungen mit leichtem Tail. Diese
Eigenschaft formulieren wir im folgenden Hilfssatz.

Lemma 2.4.1. Sei F eine Verteilungsfunktion mit F(0) = 0, die eine Dich-
te f und endliches erstes Moment besitzt. Falls pp(x) — oo fir © — oo,
dann hat F' einen schweren Tail.

Beweis. Beweisen wir, dass unter den obigen Voraussetzungen lim m(z) =
T—r00

0 gilt, wobei m(x) die Hazard-Rate von F' ist. In diesem Falls besagt die
Folgerung 2.2.1, dass F’ einen schweren Tail hat.
Sei X ein Risiko mit Verteilungsfunktion F'. Laut Definition 2.4.2 gilt

oo __ EX - [F(y)d _
lim pr(e) = lim [ 29 gy — lim _{ i _ oy —F@)
T—00 z—oo | F(x) T—00 F(z) z—oo —f(x)
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pr(z) 6

Par(e, A)

W(‘r,c] (r = l;]

. [~ E=0 ~

Abbildung 2.4.5: Mittlere Rest—-Hazard—Funktionen verschiedener Verteilun-
gen. Quelle: [20]

wobei in der letzten Gleichung die Regel von 1’'Hospital verwendet wurde.
Dies bedeutet, dass

O

Seien (Uy,...,U,) uiv Schadenhéhen mit Verteilungsfunktion Fy;. Man
mochte priifen, ob Fy seien schweren Tail hat. Der obige Hilfssatz liefert
folgendes Erkennungsverfahren, um zu unterscheiden, ob Fy einen schweren
Tail besitzt:

e Schitzung der mittleren Rest-Hazard-Funktion aus den Versicherungs-
daten (Ux,...,U,). Ein méglicher Schitzansatz besteht in der Berech-
nung der empirischen mittleren Rest—Hazard—Funktion

~ def

/’[’FU (x) = /’LFn (l‘),
wobei F,(x) die empirische Verteilungsfunktion der Stichprobe
(Uy,...,U,) ist.

e Vergleich des asymptotischen Verhaltens von [if, () mit einer hori-
zontalen Gerade, die fiir die mittlere Rest—-Hazard—Funktion einer Ex-
ponentialverteilung steht.
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e Falls [if, (z) fiir grofie z steigt, so ist dies ein Zeichen dafiir, dass Fy
einen schweren Tail besitzt. Fallende fif, (z) entsprechen der Vertei-
lungsfunktion Fiy mit leichtem Tail.

Zum Schluss des Kapitels gehen wir noch auf die praktische Berechnung von
By (z) fiir x = Uy, ein.

Lemma 2.4.2. Es gilt

aﬂ>~

BFy (Un—k))

Z U(.? Utn- k))

fiir alle k = 0,...,n, wobei jif, (Um—_r)) als mittlerer Uberschuss des Schwel-
lenwertes Uy, ) unter den letzten k Ordnungsstatistiken U, k41, - - U
interpretiert werden kann.

Beweis. Aus Definition von fif, folgt

iy Unep) = i Upngy) = / (v) 5 dy

j=n—k+1

Dabei benutzten wir die Eigenschaft F;,(U;)) = i/n und die Substitution
j=i+1. O
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Kapitel 3

Schadenanzahl

3.1 Ziahlprozesse

In diesem Kapitel betrachten wir grundlegende Eigenschaften des Schaden-
zahlprozesses. Zur Wiederholung seien {o; : i > 0}, i € NU {0}, die Scha-
denzeitpunkte, mit 0 = 09 < 01 < o9 < ...und T; = 0; — 0;_1, Vi € N die
Zwischenankunftszeiten. Im Abschnitt 1.2 wurde die Schadenanzahl N (t) bis
zur Zeit t wie folgt eingefiihrt:

N(t) =sup{n: o, < t}, Vi >0.
So eingefiihrt, ist N(t) ein typisches Beispiel fiir einen Zahlprozess:

Definition 3.1.1. Fin stochastischer Prozess {N(t)} heifst Zihlprozess, falls
folgendes gilt:

a) N(0) =0
b) N(t) e NU{0}, Vi3 0
C) Vi1 <ty N(tl)gN(tg).

Daraus folgt, dass jede Realisierung eines Zahlprozesses N (t) eine Trep-
penfunktion ist, die rechtsseitig stetig und nicht fallend ist. (Die Stetigkeit
kann ex adverso nachgewiesen werden.)

Ein Zahlprozess heifit einfach, falls mit Wahrscheinlichkeit 1 nur Spriinge
der Hohe 1 erlaubt sind. Von der versicherungstechnischen Seite heifit dies,
dass nicht gleichzeitig mehrere Schadensanspriiche vorkommen kénnen. Dies
ist in der Kfz—Versicherung nicht der Fall: Auf einer Autobahn kénnen z. B.
bei einem durch Nebel verursachten Unfall mehrere Schiden von zahlreichen
Autos auftreten.

Weiterhin betrachten wir ausschliefflich einfache Punktprozesse. Die Anzahl
der Schiden im Intervall (¢1,ts] ist durch N(t2) — N(¢1) gegeben. Diese

35
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J\N(t)
él-------- - - - - — R e
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Abbildung 3.1.1: Darstellung eines Zdhlprozess

Differenz heifit Zuwachs von N(t) im Intervall (t1,12].
Die Verteilung der Zufallsgrofe N (t) ist durch

pr(t) = P(N(t) = k) = P(ox <t < 0gy1) Vt>0 VkeZy

gegeben. Mit diesen Wahrscheinlichkeiten werden wir spéter arbeiten. Au-
Berdem gilt

Definition 3.1.2. Ein stochastischer Prozess {N(t) : t > 0} besitzt

a) unabhingige Zuwdichse, falls Vn € N, VO < t9 < 1 < ... < t, die
Zufallsvariablen

N(to), N(t1) — N(to), N(t2) = N(t1),..., N(tn) — N(tn-1)
unabhdngig sind.

b) stationdre Zuwdchse, falls Vn € N, VO < tg < t1 < ... <tp, h >0 die
Verteilung des Vektors

(N(t1+h)—N(to+h), N(ta+h)—N(t1+h),..., N(t,+h)—N(tn-1+h))

nicht von h abhdngt, d.h., mit der Verteilung desselben Vektors fir
h = 0 dbereinstimmd.
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Fiir weiteres brauchen wir die Definition eines Erneuerungsprozess:

Definition 3.1.3. Ein Prozess mit diskreter Zeit {op, : n > 1}, n € N heif§t
Erneuerungsprozess, falls on, = Y 1y T;, wobei {T; : i € N} nichtnegative
uiv Zufallsvariable sind. Sei Fr(z) = P(T; < z) die Verteilung von T;.

Falls die Zwischenankunftszeiten {7;} beim Schadenzahlprozess eine uiv
Folge bilden, dann ist der Prozess der Ankunftszeiten offensichtlich ein Er-
neuerungsprozess, und das auf diesem Prozess basierende Versicherungsmo-
dell heifit Sparre-Andersen—Modell. Der Name Erneuerungsprozess kommt
aus der Wartenschlangen— und Zuverldssigkeitstheorie. Dort wird 7; als die
Dauer der ausfallfreien Arbeit einer Komponente in einem System interpre-
tiert. Nach der Zeit T; wird das Element ausgewechselt. Somit ist o, die
Dauer der Arbeit des Systems bis zum n-ten Wechsel.

Ein Spezialfall der Erneuerungsprozesse mit 7; ~ Exp(A) wird im néchs-
ten Abschnitt ausfithrlich behandelt. Dabei handelt es sich um den soge-
nannten Poisson—Prozess, der von den Physikern A.Einstein und M.
Smoluchovsky am Anfang des 20. Jahrhundert eingefiihrt wurde. Hier spielt
die Exponentialverteilung eine besondere Rolle. Der Grund dafiir ist die so-
genannte Geddchinislosigkeit der Exponentialverteilung :

Man kann beweisen, dass

T~Ezp(A) <= Vt,s>0 PT>t+s|T>t)=P(T>s).

Die restliche Arbeitsdauer des Elementes ist unabhingig vom Alter des Ele-
mentes.

Ubungsaufgabe 3.1.1. Beweisen Sie die o. g. Behauptunyg.

3.2 Poisson—Prozess

Definition 3.2.1. Sei {N(t) : t > 0} ein einfacher Zihlprozess, dessen
Schadenankunftszeiten {0, : n > 1}, n € N, einen Erneuerungsprozess
bilden. Falls die Zwischenankunftszeiten T; ~ Exp(\) sind fir ein A > 0,
dann heifst {N(t) : t > 0} (homogener) Poisson—Prozess mit Intensitit \.

Falls der Schadenzahlprozess poissonsch ist, die Folge der Schadenhthen
{U; : i > 1}, i € N, unabhingig von N(t¢) sind und eine uiv Folge bilden,
so nennt man dieses versicherungstechnische Modell ein zusammengesetztes
Poisson—-Modell. Wegen seiner Schlichtheit ist es wohl das populérste Mo-
dell in der Risikotheorie, obwohl, wie wir spédter sehen werden, die Realitét
dadurch nur bedingt beschrieben werden kann. Es dient aber als Grundmo-
dell fiir weitere Konstruktionen und Entwicklungen in der Risikotheorie. Der
néichste Satz gibt die grundlegenden Eigenschaften eines Poisson-Prozess an:
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Satz 3.2.1. Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. {N(t) : t > 0} ist ein Poisson—Prozess mit Intensitit \.
2. (a) Fir allet > 0 gilt: N(t) ~ Poisson(At), d. h.,

pp(t) = P(N(t) = k) = e (%)k ke Nu{0}.

(b) Der Zufallsvektor (o1,...,0p) hat (unter der Bedingung {N(t) =
n}) dieselbe Verteilung, wie ein Vektor der Ordnungsstatistiken
von n unabhdngigen, dber [0,t] gleichverteilten Zufallsvariablen.

3. {N(t) : t > 0} hat unabhdngige Zuwdichse, EN(1) = X, und es gilt
2b).

4. {N(t) : t > 0} hat stationdre und unabhingige Zuwdichse, und es gilt
f’d?" At — 0_|_ N

P(N(AH) =0) = 1—AAt+35(Ab),
1

= XAt +0(At) (3.2.1)

5. {N(t) : t > 0} hat stationdre und unabhéingige Zuwdchse, und fir jedes
t >0 gilt N(t) ~ Poisson(At).

Ohne Beweis (1) = 2) = 3) = 4) = 5) = 1) ).
Ubungsaufgabe 3.2.1. Beweisen Sie die Ziige 1) = 2) = 3).

Dieser Satz gibt uns fiinf dquivalente Definitionen eines Poisson—Prozes-
ses an. Seine Eigenschaften fassen wir in einer Folgerung zusammen (siehe
unten).

Definition 3.2.2. Das Verhdltnis

~ Var N(t)
"0="FNw

heifit Dispersionsindex eines zufdlligen Prozesses {N(t) : t > 0}.
Er beschreibt die Variabilitdt des Prozesses mit der Zeit.

Folgerung 3.2.1. Sei {N(t) : t > 0} ein Poisson—Prozess mit der Intensitit
A > 0. Dann hat er die folgenden FEigenschaften:

1. {N(t) : t > 0} besitzt stationdre und unabhdngige Zuwdchse.

2. Der Dispersionsindex von N (t) ist 1: 1(t) = 1.
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Beweis. In der Tat gilt:

N(t) ~ Poisson(A\t) = EN(t)=X und VarN(t) =Xt
S I = Vngj\(;(;) —1

O

3. Die Intensitit A = E N(1) hat die folgende Bedeutung: Es ist die mitt-
lere Anzahl der Schiden pro Zeiteinheit. Weiterhin gilt: A = 1/E T; Vi.

4. Es gilt Vt > 0, wenn At — 04
P(N(t+At)—N()=0) = 1—XAt+ o(At)
P(N(t+At)—N(t) =1) = XAt+o(At)
P(N(t+At)—N(t) >1) = o(At)
Man interpretiert dies folgendermafen: Die Wahrscheinlichkeit, dass
in einem kleinen Zeitintervall keine Schdden vorkommen, ist fast 1.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in einem kleinen Zeitintervall nur
1 Schaden gemeldet wird, ist proportional zu der Lédnge des Intervalls

(~ X\ At). Zwei oder mehr Schiden kommen in einem kleinen Zeitfen-
ster ,fast sicher“ micht vor:

P(N(t+ At) — N(t) > 1) = 5(At).

Beweis. Wegen der Stationaritéit der Zuwéchse gilt:
N(t+ At) — N(t) ~ N(At) — N(0) = N(At) ~ Poisson(\At),
wobei die Gleichheit aufgrund von N(0) = 0 gilt. Daraus folgt:
P(N(t+ At) — N(t) > 1)
= 1—P(N(At)=0) — P(N(At) =1)
B2 1 14 AAL— 5(At) — AAt + 6(A1) = 6(AY)
U

Oft gilt aber fiir den aus den Versicherungsdaten geschéitzte Dispersions-
index

fN(t) = VGTTJV(t) >1.
ENQ)

Es weist darauf hin, dass der Poisson—Prozess zur Modellierung der Schaden-
anzahl ungeeignet ist, denn fiir ihn gilt I(¢) = 1. Auflerdem ist die tatsichli-
che Variabilitit des Portfolios hoher als beim Poisson—Prozess. Deshalb ist
eine Verallgemeinerung des Begriffs des Poisson-Prozesses notwendig, um
solche Situationen modellieren zu kénnen.



40 KAPITEL 3. SCHADENANZAHL

3.3 Gemischter Poisson—Prozess

Oft kann die oben beschriebene Situation dadurch modelliert werden, dass
die Intensitdt A des Prozesses der Schadenankunftszeiten keine Konstan-
te mehr ist, sondern von duBeren Einfliissen, wie etwa dem Wetter (Kfz—
Versicherung) oder der 6konomischen Konjunktur (Versicherung von Wert-
papieren), abhingt. Mit anderen Worten: X\ wird als eine Zufallsvariable mit
Verteilung Fi () aufgefasst.

Beispiel 3.3.1 (Kfz—Versicherung). Sei ein homogenes Portfolio von
Risiken aus der Kfz—Versicherung gegeben. In der Kfz—Versicherung sind
die Wetterverhdltnisse fir die Schadenanzahl N(1) = N (pro Geschits-
jahr) mafgebend. Von Jahr zu Jahr unterscheiden sich allerdings die Wet-
terverhdltnisse, was auch zu der Schwankung in der Schadenanzahl fihrt.
Deshalb unterteilt man Jahre nach Wettertagen in | Gruppen: Im Jahr aus
der Gruppe 1 = 1,...,1 sei die Anzahl der Unfdlle poisson—verteilt mit Pa-
rameter A\;, wobei A1 > Ao > A3 > ... > N\. Somit entspricht die Gruppe 1
den Jahren, die lange Schnee-, Glatteis- und Nebelperioden enthalten, und
die Gruppe | entspricht den Jahren mit sehr guten Wetterbedingungen. Aus
Erfahrung sei bekannt, dass das Jahr aus der Gruppe © mit relativer Hiufig-
keit p; vorkommt, wobei p1 +pa+ ...+ p; = 1.

Um N im ndchsten Geschiftsjahr prognostizieren zu kénnen, nimmt man
an, dass N ~ Poisson(A), wobei die Intensitit A folgende Zufallsvariable
18t:

A1, mit Wkt.py

)\2 , mit WEki. P2

Ay, mit Wkt p
Somit ist die Verteilung von N gleich
Af

l
P(N = k) :Zpie_AiF, VkeNU{0}. (3.3.1)
i=1 )

Diese Formel folgt aus der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit, da

2k
P(N:k|A:>\i):e>‘ik—".

Allgemein kann A > 0 eine beliebige Zufallsvariable mit Verteilungsfunk-
tion Fp(A) = P(A < ) sein. Dann sieht die Verteilung von N folgenderma-
Ben aus:

pk=P(N:k):/e TR, VEENU{0)  (332)
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Diese Verteilung heifit gemischte Poisson- Verteilung mit Mischungsvariable
A. Offensichtlich ist (3.3.1) ein Spezialfall von (3.3.2).

Ubungsaufgabe 3.3.1. Zeigen Sie, dass

1. EN=FEA, VarN =EA+VarA, und somit

2. In=1+1p21.

Somit ist die gemischte Poisson—Verteilung tiberdispersioniert und fiir
die Modellierung der Schadenanzahl mit hohen Schwankungen gut geeignet.

Die gemischte Poisson—Verteilung spielt bei der Definition eines gemisch-
ten Poisson—Prozesses eine wichtige Rolle:

Definition 3.3.1. Der Zdhlprozess {N(t) : t > 0} heifit gemischter Poisson—
Prozess, falls eine mnichtnegative Mischungsvariable A existiert (mit
Mischungsverteilungsfunktion Fp), so dass Yn € N und fiir alle Folgen
{ki}?_, von nichtnegativen Zahlen und fir 0 < a; < b <ap <by < ... <
an < by gilt:

L ek .
P(ﬂ{N(bz’) — N(a;) = ki}) = / H—()\(bzk.' D™ -xbi-a) dFy(N).
=1 i=1 v
’ (3.3.3)
Falls
+oo
TA(s) = Fe™*) = / e M dFy () Res >0
0

die Laplace—Transformierte von A bezeichnet, dann kann die Wahrschein-
lichkeit in (3.3.3) folgendermafien dargestellt werden:

P( rn]{N(bn — N(a) = ki}) = (H (”;—,)k) (—1)’“&’”(&(@ —a))

i=1 i=1
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wobei k =37 | k;. In der Tat gilt:

T A — )
; — G Y \(bi—as
[ IO e amy o
o =1 v
+o0o
1 (b — ai)k koA (bi—ai)
= HT AeemAXimibimai) gy ()

<
Il
—

<)

1y (i —a) Ve s
— i]_[l i (—1)F(—1)* 0/ MNre™2s dFy ()
= (& ki!“) (V¥ (),

fi
I

wobei s = > (b; — a;) sei.

Aus der Definition folgt, dass ein gemischter Poisson—Prozess stationére
Zuwéichse hat.

Ubungsaufgabe 3.3.2. Zeigen Sie es!
Spéter werden wir zeigen, dass gemischte Poisson—Prozesse, im Gegen-

satz zum homogenen Poisson—Prozess, nicht mehr unabhdingig sind, vgl.
Lemma 3.3.2. Aus (3.3.3) folgt auch fir n =1, a; =0, by = t,, dass

+o0
pe(t) = P(N(8) = k) = / M (Akt!)k dF()), VkeNU{0} (3.3.5
0

Diese Verteilung enthilt die gemischte Poisson—Verteilung (3.3.2) als Spezi-
alfall fir ¢t = 1.

Eine bemerkenswerte Eigenschaft des gemischten Poisson—Prozess ist es,
dass die Wahrscheinlichkeit

+00
po(t) = / e MdF(\) = TA(t) (Laplace-Transformierte von A)
0

alle anderen Wahrscheinlichkeiten py(t) eindeutig festlegt:

-1 ktk
n) = 500, vken.
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Dies folgt aus (3.3.4) mit n =1, by =t und a1 =0, da Z\A(t) = po(t).
Tatséchlich ist po(t) € C*°(R;.), wie wir unten zeigen werden, und es gilt:

@) = TP )
+0oo

= (=1)* / MAee Mgy (N
0
+0o0

_1\k k
_ 2 K / (/\1:!) e ARy (V)

0

(—1)kk!

= Tpk (t) )

weil die Laplace-Transformierte I, (s) eine analytische Funktion im Gebiet

{s € C: Res > 0} ist.

Im folgenden Lemma werden Grundcharakteristiken eines gemischten
Poisson-Prozess berechnet:

Lemma 3.3.1. Sei {N(t) : t > 0} ein gemischter Poisson—Prozess mit der
Mischungsvariablen A. Fir die erzeugende Funktion

Gve(s) =EsND s <1
von N(t) gilt: R
gny(s) =1a(t(1 —s)), Vt>0.
Daraus folgt, dass die faktoriellen Momente von N (t) gleich
E[N#)(N(t)—1)-...-(N(t) —k+1)] =t*EAF, EkeN

sind. Insbesondere gilt:

EN(t)=t-EA,

VarN(t)=t>-VarA+t-EA,

IN(t) =14t-Ip>1.
Ubungsaufgabe 3.3.3. Beweisen Sie das obige Lemma.

Aus diesem Lemma, folgt, dass der homogene Poisson—Prozess in der
Klasse der gemischten Poisson-Prozesse minimale Varianz hat (Var N(t) =
t- A, weil Var A = 0) und nicht iberdispersioniert ist (I = 1). Weiterhin
ist seine Varianz linear und nicht quadratisch in .

Folgendes Lemma zeigt, dass die Zuwdchse eines gemischten Poisson—
Prozess positiv korreliert sind und folglich nicht unabhingig sind, falls A
nicht ausgeartet ist (d.h., wenn Var A > 0).
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Lemma 3.3.2. Sei {N(t) : t > 0} ein gemischter Poisson-Prozess mit der
Mischungsvariablen A. Dann gilt folgendes:

Cov(N(t),N(t+h)— N(h)) =th-VarA

Beweis. Es gilt:
P(N(t) = ki, N(t+ h) = ki + k2)

(3.3.4)

P(N(t) — N(0) = k1, N(t +h) — N(t) = kg)
th (L h—t)k

o PR (—1)frthe TR (0 4 (£ + b — 1))

=t+h

k h,k +o0
t 1 2
B e am )

0

Weiterhin gilt:
Cov(N(t),N(t+ h) — N(t))

Fugini

E[N(t)(N(t+h) — N(t))] — EN(t) - E[N(t + h) — N(t)]
Y kikaP(N(t) =k, N(t+h) — N(t) = ko)
k1,k2eNU{0}
—tEA[(t + h)EA —tE A
+o0

th phe
> Fakory - o Nertk2 o= ME+h) gy (X) — th(E A)?
k1,k2€NU{0} o
i Atk Ah)F2
/ Zkl( ) —ae ) Zk2( )™ ~xn dFA(N)
k! ko!
0 k1EN k2N
E(Poi;:on(/\t)) E(Poi;sron()\h))
—th(E A)?
+o00

/ M - AhdFy(X) — th(E A)?
0
thEA? —th(EA)? = th-Var A

Beispiele der gemischten Poisson—Prozesse

1. Homogener Poisson—Prozess:
A = )¢ fast sicher und

1, A=A
FA(/\):{O A<A§
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2. Mischung aus n < o homogenen Poisson—Prozessen:
Sei0 <A <A <A3<...,p; 20,3 7" p;i =1. Betrachten wir:
A1, mit Wkt. py
A )\2', mit Wkt.pg
)\n. , mit Wkt. Pn

Daraus ergibt sich:

FA(\) =) pil(i <),
i=1

und es gilt:
n
_ T ait (Ait)
plt) = PN =) = D e 5
3. Pascal— oder Polya—Prozess:
Sei A ~ TI'(a,b),a,b < 0. Daraus folgt:
b® ,
F — —bx .a—1 )
A(N) T'a) /e % tdx
0

Man kann zeigen (siche Ubungen), dass

at+n—1 b a t n
=  ——  —— >
Pn(?) ( n )(t+b) (t+b) , 120 neN,

_t

d.h., N(t) ist negativ binomialverteilt mit Parametern a und 5.

Ubungsaufgabe 3.3.4. Zeigen Sie, dass fiir die erzeugende Funktion
von N(t) gilt:

~ b ¢
gne (s) = (m) ,ls| < 1.

4. Delaporte—Prozess:
A ~ um b > 0 verschobene Gamma—Verteilung mit Dichte:

{ PO 10D A > b

fa(d) = 0, N<h

Es gilt folglich:

oo
k a _ pya—1
pk(t) — /e—)\t (At) . n ()‘ b) en(/\—b) d\, keN.
b

k! T'(a)
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Ubungsaufgabe 3.3.5. Zeigen Sie, dass

polt) — e*t(llja und

n+t

Satz 3.3.1. FEin Delaporte—Prozess ist dquivalent zu der Summe zwei-
er unabhdngiger Zihlprozesse:

N(t) £ Ni(t) + Na(t)

wobei N1(t) ein homogener Poisson—Prozess und N(t) ein Polya—
Prozess ist.

Beweis. Wie wir wissen, bestimmt die erzeugende Funktion die Ver-
teilung einer Zufallsvariable eindeutig. Aus (3.3.6) folgt, dass

N (8) = Gy (1) (8) * Iyt (8) 5

wobei

T (s) = o (1=9)+b
die erzeugende Funktion eines homogenen Poisson-Prozesses Vi (t) mit
Parameter b ist, da laut Lemma 3.3.1 gy, (;)(s) = la, (¢(1 — s)) gilt,
wobei A1 = b fast sicher. Daraus folgt:

[e.e]
lAl /ex\s dFA fsb,
0

aufgrund von
1, A>b
FA(A)_{ 0, A<0

o0 = (=)

die erzeugende Funktion eines Polya-Prozesses N (t) (vgl. Ubungsauf-

gabe 3.3.4). Daraus folgt, dass N(t) 4 Ni(t) + Na(t), wobei die N;(t)
unabhingig voneinander sind. U

Aufierdem ist

Im folgenden Satz werden die Eigenschaften der Schadenankunftszeiten

o; und Zwischenankunftszeiten 7T; beschrieben.

Satz 3.3.2. Sei {N(t) : t > 0} ein gemischter Poisson—Prozess mit Mi-
schungsverteilungsfunktion F()). Dann gilt folgendes:
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1. Die gemeinsame Dichte von (o1,...,0,) ist gegeben durch

)
f ($1 z )_ f/\ne—)\wndFA()\), O<zi<... <2
O1yeensOn seeeyTp) = 0

0, sonst
(3.3.7)

2. Die gemeinsame Dichte von (T1,...,Ty) ist gegeben durch

00
f )\nef)\(w1+...+wn) dFA(A) y Tlyeee, T >0
0

le,...,Tn (mla s a$n) =
0, sonst
(3.3.8)
3. Fir0<zi <z <...<wzy <t ist die bedingte Dichte:
n!
fUl,...,Un\N(t) (xla SRERR ) | ’I’L) = fol,...,an\0n+1($1a SRERR ) | t) = t_n
Beweis. 1. Seibg =0 < a1 <by <ax £ ... <a, < b, = z, eine

Folge von beliebigen Zahlen aus Ry : Bezeichnen wir mit N(a,b) =
N(b) — N(a) die Anzahl der Schiden in (a,b). Dann gilt:

1 1 ==1
D s g u gl agy
by 0 3 ™ by & T, b: ag vl Un B

Abbildung 3.3.1: Darstellung der Zwischenankunftszeiten

P(a1<01 by, .. ,an<on<bn)

= P( O{ar <o, < br})
_ P(ﬁ{N(brl,ar):O}ﬂ

mﬂ{NaT, ) = 1} 0 {N(an,bn) > 1})
= (A\B) P(4) - P(B),
wobei A D B mit:
A = ﬂ{N 1, ar) _O}nﬂ{Na,, ) =1}

B = Aﬂ{N(an, by) = 0} .
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Laut Formel (3.3.4) bekommt man:

n n—1 oo
P(4) = HM-H(M—W)/A”_le_)‘SOdFA(/\)
0

r=1 o r=1
n—1 +oo

= ]G —ar) / AnlemAs0 gy (N),
r=1 0

wobei sy = Z”;ll(ar —by—1+b,—a,)+a, —b,_1 = a, und

n—1 +oo
P(B) = [[0-a) / Anle=hs g, ()
r=1 0
n—1 oo
= [[tr—ar) / A Le= A d Ry (N)
r=1 0
wobei s1 = s¢ + b, — a, = b,. Da
bn bn
e Mn g Abn — —/ de o = /)\e)‘w" dzy,
an, an
gilt, ergibt sich folgendes:
P( N{ar <or < b,})
r=1
n—1 o0
| (S / XL (0 — =M 4y ()
r=1 0
b1 bn 00
_ /...//)\ne)""” dF\(\) dzy, . . dzy
al an 0
b1 bn
= /.../fal,___,an(:vl,...,xn)dwn...dwl
al an

Daraus folgt, dass

o0
Forrnon (T1yeeeyTn) = / A=A dFy (X)),
0

falls 0 < 27 < 79 < ... < Zy. Somit ist (3.3.7) bewiesen.
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2. Fir beliebige z1,...,z, gilt aufgrund von T,, = 0, — 01 V12

P(T1<.’E1, ,T <.Z‘n)

P(o1 < 1,09 —01 < T2,...,0p — Op_1 < Tp)

3.3.7
= / /fa’1, “On yla ayn)dyn dy17

wobei bei der letzten Gleichheit das Gebiet

A={yt, - Yn 1 <T1, Y2 —Y1 S T2y Yn — Yn—1 < T}

verwendet wurde. Wendet man darauf die Substitution
h=y,t2=Y2 =Yy, In =Yn — Yn—1
an, aus der folgt, dass
y1=t, Y2 =t +ito,...,yp=t1 +... + 15,

so gilt:

)\ne,A(t1+...+tn) dFA()\) dt, ...dt;

/ /le,...,Tn(tla---’tn) dtndtl
0 0

Damit folgt, dass

o
le,---,Tn (tl’ . ,tn) = /)\ne)\(t1+...+tn) dFA()\)

und (3.3.8) ist bewiesen.

3. Definieren wir zunéchst die bedingte Dichte von zwei Zufallsvariablen:
Setzen wir voraus, dass die gemeinsame Verteilung von zwei Zufalls-
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variablen X und Y eine Dichte fxy (x,y) hat. Dann gilt:

P(X €AY € B)
P(X € A)
f(ffXW’x y) dy dx

fffXY CC,y dyd(ﬂ
ffXY(*Tay) dz
A
ffX(x)dx

PYeB|XecA) =

dy
B

B

woraus folgt, dass

[ fxy (z,y) de

A

Analog dazu definiere man fir A = {z}:

def Ixv(z,y)
fY|w(y ‘ ‘T) - fX(-'I»') :

Es bedeutet, dass die Verteilung von Y|X (als zufilliges Maf
P(Y € -| X)) auf der Menge der Elementarereignisse {w € Q2 : X (w) =
r} eine Dichte fy|,(y | z) hat:

Ixv(z,y)dy
P B X=0)= [ fruly| oty = LT E0
fx(z)
Hiermit kénnen wir nun 3) beweisen: Fiir 0 < z1,x9,...,z, < t gilt:
P(Ul<~T1a---aan<$n|N(t):n)
_ Ploy < z1,...,00 <z, N(t) =n)
N P(N(t) =n)

P(oy < z1,...,0n < Tp, Opq1 > 1)

fe )\t()‘t) dFy ()\)
0

In OO
.. f fg(A,tl,...,tn+1) dtn+1dtndt1
0 ¢

o8

nOO
£ [ e=XNAndF) ())
0
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Dabei sei g(A, t1,...,th+1) wie folgt definiert:

o0

GOt ) = /)\"+16’\t"+1 10 <t < ... <tns1) dFr()
0

wobei zu beachten ist, dass 1(tp4+1 > t,) immer gilt, da tp,41 > t > z,.
Da folgendes gilt

o
/}\n+le/\tn+1 dtn+1 — Anef/\t’
t

kénnen wir den Beweis wie folgt fortfithren:
P(01<$1,.. \xn|N(t):n)
o
f f 100 <t1 <...<tp)dtn...dt1 [ Ale M dFA(N)
0

o0
Of Ate—Mt dFp ()

T1 Tn |
- /.../%l(tl<...<tn)dtn...dt1
0

x
= / /fal, 0n|N(t) tl, itn | ’I’L) dt, ...dty,
0

Insgesamt folgt, dass

n! .
fal,...an\N(t)(tla' cotn | m) = " fir0 <t <... <ty
U

Folgerung 3.3.1. 1. Die Zwischenankunftszeiten Ti,...,T, eines
gemischten Poisson-Prozesses sind, im Gegensatz zum homogenen
Poisson—Prozess, nicht mehr unabhdngig voneinander. Es gilt:

Cov(T;,Tj) = Var(1/A), Vi, j.

2. Im Falle eines homogenen Poisson—Prozesses vereinfachen sich die
Formeln (3.3.7) und (3.3.8) zu

I (z Tn) Ate M0 <2y <zp < ... < T
0130 \ L1y -5 0, sonst
Ae—Mz1t..tTn) y Ti1y---,Tp =0
fry, (@1, 2) { 0, sonst
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3. Eigenschaft 3) des Satzes 3.8.2 ist gleich der Eigenschaft 2b) der ho-
mogenen Poisson—Prozesse aus dem Satz 3.2.1: Unter der Bedingung
{N(t) = n} hat (01,...,0p) dieselbe Verteilung wie ein Vektor der
Ordnungsstatistiken von n unabhdngigen iber [0,t] gleichverteilten Zu-
fallsvariablen.

Folgerung 3.3.2. Fiir einen gemischten Poisson—Prozess mit Mischungs-
variable A gilt:

1. Die Dichte von o, ist

e
fan(:v)—/)\e ’ (n—1)!
0

)n—l

dF\(\) = Zpa(a), >0

— die Dichte der Erlang-Verteilung (d. h., von oy, fiir einen homogenen
Poisson—Prozess) integriert beziiglich Fa ().

Weiterhin gilt
o0 A n
Lo(s)= [ [=2—) dFy()
(0= [ (52) amw
0

Eo, =nE(1/A) Vara, = n*Var (1/A) + nE (1/)?).

und daher

2. Die Dichte von T, ist

fr,(z) = /)\e_’\z dFy\(N) = p13(v$) , >0
0

— die Dichte der Exp()\)-Verteilung (d. h., von oy, fiir einen homogenen
Poisson—Prozess) integriert beziiglich Fa(\) und daher

ET,=E(1/A) VarT,=Var(1/A)+ E (1/A?).

Ubungsaufgabe 3.3.6. Beweisen Sie die Folgerung 3.3.2.

Die GréBen E (1/A), E(1/A?) und Var (1/A) miissen nicht unbedingt
endlich sein.

3.4 Markovsche Prozesse

In diesem Abschnitt behandeln wir eine allgemeine Klasse der stochastischen
Prozesse, die sogenannten inhomogenen Markov-Ketten in stetiger Zeit, die
ihre Anwendung in der Lebens- und Rentenversicherung finden. Gleichzei-
tig liefern sie neue Modelle der Schadenanzahlprozesse, die eine bestimmte
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Abhéngigkeitsstruktur haben. Am Ende des Abschnittes werden wir zeigen,
dass der gemischte Poisson—Prozess einen Spezialfall der Markov—Ketten bil-
det.

Im Kapitel 5 wird das sogenannte Bonus—Malus—Prdmienkalkulationsprinzip
aus der Kfz—Versicherung behandelt werden, das auch von den Markov—
Ketten Gebrauch macht.

Zunéichst werden wir den Prozess heuristisch beschreiben, so dass spéter
die strikten mathematischen Definitionen verstindlich werden. Sei
E = {Ey,Ey,...} ein (hichstens abzihlbarer) Zustandsraum. Spéiter wer-
den wir statt E; einfach ¢ als Bezeichnung benutzen. Die Entwicklung ei-
nes Markov—Prozesses {X(t) : ¢ > 0} wird folgendermafien beschrieben:
Falls zum Zeitpunkt s, X(s) = i gilt, so hingt die Wahrscheinlichkeit des
Ubergangs von X zum Zeitpunkt ¢ in den Zustand j ,p;;(s,t) nicht von der
Vergangenheit des Prozesses X = {X (u), u < s} ab:

P(X(t) = | X() = i, X(ug) = it X (utg) = i)
= PX(@)=7|X(s)=1)
= pij(s,1) Vug<...<up <8, Vig,...,in,i,j €EFE

Diese Wahrscheinlichkeiten heifien Ubergangswahrscheinlichkeiten der Mar-
kov-Kette X . Falls p;(t) = P(X(t) = j), j € E, so heiit {p;(0) : j € E} die
Anfangsverteilung von X .

Seien eine Anfangsverteilung {p;(0) : i € E} und entsprechende Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten {p;;(s,t) : 4,5 € E, s,t > 0} gegeben, so ist die Vertei-
lung der Markov—Kette X eindeutig festgelegt: In der Tat ist fiir beliebige
10,%1,.+.,0n € Fund 0 = tg < t1 < ... < ¢, die endlich—dimensionale Ver-
teilung von X

P(X(tO) = io,X(tl) = 11y--- ,X(tn) = Zn)

3.4.1
= Dio(to) - Pio,ir (tost1) - -+ * i1 i (tn—1,tn) (3.4.1)

durch {p;(0) : 4 € E} und {p;;(s,t) : i,j € E, s,t > 0} eindeutig festgelegt
und somit auch (nach dem Satz von Kolmogorov) die Verteilung von X.
Die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit liefert uns folgende Gleichungen
fir {p;j(s,t) : i,j € E, s,t > 0}, die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen
heiflen:

pij(s,t) = Zpik(s,u) “prj(u,t), Vi, jeEE, 0<s<u<t. (3.4.2)
keE

Wenn man die Matrix P(s,t) = {p;;(s,t) : i,j € E} einfiihrt, so schreibt
sich (3.4.2) in Matrix-Form als

P(s,t) = P(s,u) - P(u,t) (3.4.3)
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Diese Matrizen heiflen stochastische Matrizen und erfiillen folgende Bedin-
gungen:

pij(s,t) >0, Vi,j€E und Y py(s,t)=1, Vi€E
JEE

Es gilt zusétzlich, dass
P(t,t) =1, Vt>0
Jetzt sind wir bereit, prizise mathematische Definitionen anzugeben:

Definition 3.4.1. Fine Matriz P = (p;j)ijcr heifit stochastisch, falls

pj >0, Vi,j€E und » p;=1, Vi€E.
JEE

Definition 3.4.2. Sei eine Familie von stochastischen Matrizen P(s,t) =
{pij(s,t) 14,5 € E} fir s,t > 0 und s <t mit den folgenden Eigenschaften
gegeben:

1. P(t,t)=1I, Vt=>0
2. VO < s<u<tgelte (3.4.3).

Dann heifit die Familie {P(s,t), s,t > 0, s < t} Matrizen-Ubergangsfunkti-
on.

Definition 3.4.3. Fin stochastischer Prozess {X(t) : t > 0} mit Zustands-
raum E (wobei E hdchstens abzihlbar ist) heiffit (inhomogener) Markov—
Prozess, falls eine Matrizen- Ubergangsfunktion {P(s,t) : s,t > 0,5 < t} und
eine Anfangsverteilung P(0) = {p;(0) : i € E} ezistiert, so dass Vn € N,
10y%1y.-.,0inp €E B und 0=ty <t1 <... <ty (341) gilt.‘

Solche Prozesse (natiirlich in einer viel einfacheren Form) wurden zum

ersten Mal von dem russischen Mathematiker Andrei Andreyerich Markov
(1856 — 1922) betrachtet, der mit ihrer Hilfe die Haufigkeiten von verschiede-
nen Buchstaben—Muster im Gedicht ,,Eugen Onegin “von A.Puschkin ana-
lysierte.
Der allgemeine Begriff , Markov—Prozesse“bezieht sich auf Prozesse mit all-
gemeinem (d. h., nicht abzéhlbarem) Zustandsraum E. Von einer Markov—
Kette spricht man, wenn E hochstens abzidhlbar ist. Falls die Zeit ¢ dis-
kret/stetig ist, so spricht man von einem Markov—Prozess {X (¢) : t > 0} in
diskreter/stetiger Zeit.

Definition 3.4.4. Ein Markov—Prozess heifit homogen, falls

pij(s,t) = pij(t — s), Vi,jeE, 0<s<t.
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Im nichsten Satz formulieren wir eine zu Definition 3.4.3 dquivalente
Definition eines Markov-Prozesses, die die Markov-Figenschaft (3.4.4) be-
nutzt:

Satz 3.4.1. Ein E-wertiger stochastischer Prozess {X(t) : t > 0} ist ein
Markov-Prozess genau dann, wenn eine Matrizen-Ubergangsfunktion
{P(s,t) : 0 < s < t} existiert, so dass Yn € N, ig,i1,...,i, € E und
0=ty <t1 £...<ty, folgendes gilt:

P(X(tn) = in | X(tno1) = in_1,. .., X (to) = i0)
= P(X(tn) =in | X(tn—1) = in_1) (3.4.4)
= Pin_1in(tn=1,tn)

vorausgesetzt, dass
P(X(tn-1) =in-1,...,X(to) =i0) > 0.
Beweis. 1. ,=“: Falls X(t) eine Markov—Kette ist, dann gilt:

P(X(tn) = in | X(tnot) = in_1,- .., X (to) = io)
P(X(tn) = lny--- ,X(to) = ’io)
P(X(tnr) = in1,.... X (to) = i0)
(34.1)  Pig(to) - Pigiy (o, t1) -+ P,y in (tn—1,1n)
T Dig(to) - Pigiy (Fos t1) -+ Diy_p iy (bn—2, tn1)
= Pin_1,in (tnflatn) .

2. ,,«<“ Induktion nach n:
Fiir n = 1 gilt nach der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit:

0, falls p;, (to) =0

P(X (to) = ip, X (t1) = 1) =
(Klto) =0, X(81) = 01) {pio(to)'pioil(thtl),fallspio(to)>0

Fir n = k — 1 sei (3.4.1) richtig,.
Fiir n = k: Sei

P(X(to) =10,--- ’X(tkfl) = Z.kfl) =0,
dann ist auch

Sel nun

P(X(t()) =10,--- ,X(tk_l) = 'I:Ic—l) > 0.
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Dann gilt folgendes

P(X(to) = io0,...,X(tg) = ig)
= P(X(tx) =g | X(tg—1) = ik—1,..., X (to) = 10) -
P(X(to) =10y --, X (tk—1) = ig—1)

Dige_1,ix (tn—1, tn) - Pig (to) - Pigiy (o, 21) * + -+ - Pig_s i1 (th—2, tr—1)
nach 6.4.4) nach Induktionsschritt
= Di (tO) * Pigiq (t()a tl) Teee” pin_l,in (tnfla tn) )

und (3.4.4) ist bewiesen.

Beispiele

1. Zufillige Irrfahrt auf Z:

Sei £ = 7Z und die Zeit ¢t € N diskret. Es wird der Prozess der
zufilligen Wanderung eines Teilchens auf ganzzahligen Positionen be-
trachtet. Sei am Anfang (¢ = 0) das Teilchen in Position iy gewesen. In
jedem Schritt wird es nach rechts mit Wahrscheinlichkeit p und nach
links mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p um eine Position verschoben.
Sei X (t) die Position des Teilchens nach ¢ Schritten. Laut der Markov—

Abbildung 3.4.1: Position des Teilchens nach einem Schritt

Eigenschaft (3.4.4) des Prozesses X (t) gilt aber: Die Position X (¢) des
Teilchens hingt nur von der letzten Position X (¢ — 1) und nicht von
X(0),...,X(t —2) ab. Weiterhin gilt, dass

pij(t):O, fﬁr|i—j|>t.

Dann kann das Teilchen den Zustand j aus 7 in ¢ Schritten nur errei-
chen, wenn ¢ und |i — j| entweder beide gerade oder beide ungerade
sind, d. h.,
t+ i —J
m = 5 €
Falls j > i ist, wird der Zustand j nur dann erreicht, wenn ¢t —|i — j| =
2k gilt, d.h., man macht |i — j| + & = m Schritte nach rechts. Die

Z.
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Wahrscheinlichkeit davon ist dann

pij(t) = (;)pmqtm

— die Bin(t,p)-Verteilung. Genauso kann man zeigen, dass fiir j < ¢

pij(t) = (;)pt‘mqm

— die Bin(t, q)—Verteilung gilt.

2. Bonus—Malus—System in der Kfz—Versicherung:

Das Bonus—Malus—System ist ein bekanntes Prinzip der Primienkal-
kulation auf der Basis einer homogenen Markov—Kette in diskreter Zeit
mit endlichem Zustandsraum E. Jede Police kann einer der [ maéglichen
Tarifgruppen angehoren, und die Pramienhohe, die der Versicherte im
laufenden Jahr zu bezahlen hat, hingt von dieser Tarifgruppe ab. Die
Aufteilung in Tarifgruppen dndert sich von Jahr zu Jahr, je nach An-
zahl der Schéden, die von der Police stammen: Bei einem unfallfreien
Jahr erhilt der Kunde einen Bonus, d.h., er geht in eine Tarifklas-
se mit einem niedrigeren jahrlichen Pramiensatz iiber. Bei k Unfillen
im Jahr erhdlt der Versicherte einen Malus, d.h., er bekommt eine
Tarifklasse mit einem hoéheren jahrlichen Primiensatz zugewiesen.

Seien die Tarifklassen so durchnumeriert, dass die erste Klasse Super-
bonusklasse und die letzte, [-te Klasse Supermalusklasse heifit. Dement-
sprechend sind die Pramienhéhen 71 < mo < ... < 7. Bezeichnen wir
die urspriingliche Klasse, mit der ein neuer Kunde zu rechnen hat,
wenn er den Fiihrerschein erst vor kurzem gemacht hat, mit 9.

Seien Xy, X1, Xo,. .. die konsequenten Tarifklassennummern einer Po-
lice nach Jahren geordnet. Wir werden jetzt zeigen, dass {X,}°2,
eine homogene Markov—Kette in diskreter Zeit mit Zustandsraum E =
{1,...,1} ist. Sei Y;, die Anzahl der Schiden im Jahr n, die aus der ge-
gebenen Police entstanden sind und dem Versicherer gemeldet worden
sind. Wir setzen voraus, dass {Y,,}°2, eine Folge von uiv Zufallsvaria-
blen mit der Verteilung {py } 32, ist, wobei p;, = P(Y; = k), k € NU{0}.
Sei

1, falls die Police von der Klasse 7 nach j iibergeht
(k) = 0, sonst ’

und es sei vorausgesetzt, dass im laufenden Jahr k£ Schiden gemeldet
worden sind.
Es ist leicht zu sehen, dass folgende rekursive Gleichung gilt:

Xn=0(Xp_1,Y,)n €N, wobeip(i, k) =5 & t;;(k) =1
Xo=1g.
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Der Ubergangsmechanismus ¢, der von tij(-) eindeutig festgelegt ist,
verrit die Markov—Struktur des Prozesses { X, }52 ), siehe folgende

Ubungsaufgabe 3.4.1. Beweisen Sie:

FEin stochastischer Prozess X = {X,,}>2, mit (hochstens abzihlbarem)
Zustandsraum E ist eine homogene Markov—Kette genau dann, wenn
eine Update—Funktion ¢ : E x R — E und eine Folge {Y,}°2, von
wiv Zufallsvariablen existiert, so dass der stochastische Prozess X' =
{ X5 nzo mit

Xy Lx, und X, =X _,,Y,),¥neN (3.4.5)

stochastisch dquivalent zu X ist, d. h., wenn alle endlichdimensionalen
Verteilungen von X und X' gleich sind. Fiir Markov—Ketten ist diese
Anforderung dquivalent dazu, dass die Anfangsverteilungen von X und
X' und die Matrizen-Ubergangsfunktionen gleich sind.

Beweis. Der Beweis der Aussage ist im Buch [20] §7.1.3, Seite 276-277
zu finden. O

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten pi;(1) der Bonus-Malus-Markov-
kette sind somit

pi(1) = prti(k),
k=0

was aus der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit folgt. In der Pra,xkis
ist {px}g°, oft eine Poisson-Verteilung mit Parameter p, = e *3r.

Somit ist
k
A

pii(1) = tij(k)e o
k=0

In den Tabellen 3.4.1 und 3.4.2 sind die Besonderheiten des deutschen
Bonus—Malus—Systems (bis zum Jahr 2002) dargestellt.

So wurden 18 Tarifklassen ausgegliedert, die Schadenfreiheitsklassen
genannt werden. Dabei konnen sich die Tarifprozentsitze von Versi-
cherungsunternehmen zu Versicherungsunternehmen stark unterschei-
den. In dem Beispiel erhilt ein Kunde mit frisch gemachtem Fiihrer-
schein die Tarifklasse 14 (=~ 130%). Die entsprechenden Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten p;;(1) sind in der Tabelle 3.4.2 dargestellt. Seit
2002 gibt es in der Haftpflicht- sowohl wie auch (seit 2003) in der
Vollkaskoversicherung 25 Schadenfreiheitsklassen plus drei zusétzliche
Malus—Klassen 1/2, 0 und M, siehe Tabelle 3.4.3.

Ahnlich wie beim Bonus-Malus-System werden auch jihrlich alle Fahr-
zeuge in die Typ- und Regionalklassen vom Gesamtverband der Ver-
sicherungswirtschaft eingestuft, je nach der Anzahl der Unfille bei
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Tarifklasse nach 1 Jahr
Tarifklasse | Pramiensatz (nach Schadenanzahl)
0 1 2 3 4,5...

18 200 13 18 18 18 18
17 200 13 18 18 18 18
16 175 13 17 18 18 18
15 175 13 16 17 18 18
14 125 13 16 17 18 18
13 100 12 14 16 17 18
12 85 11 13 14 16 18
11 70 10 13 14 16 18
10 65 9 12 13 14 18
9 60 8§ 11 13 14 18
8 55 7 11 13 14 18
7 50 6 11 13 14 18
6 45 5 11 13 14 18
5 40 4 10 12 13 18
4 40 3 9 11 13 18
3 40 2 8 11 13 18
2 40 1 7 11 13 18
1 40 1 7 11 13 18

Tabelle 3.4.1: Deutsches Bonus—Malus—System (bis 2002)
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7\ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 141516 17 18

I (0 () E R (AR C L5,
2 | {0} - - - - {1}y - - {2}y - {3} - - - - {45,
3 oy - - - {1} - - {2} - {3} - - - - {4,5,}
4 ooy - - ooy - {2y - {3y - - - - {4,5,)
5 R (1) S 5 s SN O B Y S - {4,5,}
6 SO ) e {45,)
7 C ) 2B - {5
8 S () S RN 1 ) R (-
9 Co ..oy - - {1} - {2343} - - {4,5,}
0] - - -« o . {0} - - {1}{2}{3} - - - {4,5,}
1| - - - - . gy - - {132} - {3} - {4,5,}
12 - - - o . . . .o} - {1}{2} - {3} - {4,5,}
13 - - - - . .0y - {1} {2}{3}{4,5,}
4| - - - o0y - - {13 {21{3, 4,7}
15| - - - o oo {0} - - {13{2}{3,4,}
16| « -« -« ..o} - - - {13{2,3,}
17 I (1) ST & T
18 (1) T § W

Bezeichnung:
e -=0

o (hk+1,} =32, e =YX p

Tabelle 3.4.2: Entsprechende Ubergangswahrscheinlichkeiten {p;;(1)}
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Haftpflicht Vollkasko
SF- | Beitrags- | SF-Riick- SF- | Beitrags- | SF-Riick-
Klasse satz stufung Klasse satz stufung
nach nach
1 Schaden 1 Schaden

25 30 18 25 30 23
24 30 15 24 30 15
23 30 15 23 30 15
22 30 15 22 35 14
21 30 11 21 35 13
20 30 11 20 35 12
19 30 11 19 35 11
18 30 10 18 35 10
17 35 7 17 40 9
16 35 7 16 40 9
15 35 6 15 40 9
14 40 6 14 40 8
13 40 5 13 45 8
12 40 5 12 45 7
11 40 5 11 45 6
10 45 4 10 50 6

9 45 4 9 50 5

8 50 4 8 55 4

7 50 3 7 60 4

6 95 2 6 60 3

5 60 2 5 65 2

4 65 1 4 70 2

3 75 1 3 80 1

2 85 1/2 2 85 1

1 100 1/2 1 100 1/2
1/2 125 S 1/2 115 0

S 155 M 0 125 M

0 240 M M 160 M
M 245 M

Bleibt: Haftpflicht-Staffel bis

SF 25

Erweitert: Statt bis SF 18 geht
es jetzt bis SF-Klasse 25

Tabelle 3.4.3: Deutsches Bonus—Malus—System (ab 2003)
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Fiinf Pkw-Modelle: So teuer sind die Typklassen
Fahrzeug | VK | TypK | TK | TypK
Typklassen bestehender Vertrige bis 31.12.2003
Toyota Yaris 1.0 (48 kW) 748, 80 15 94,60 18
Golf 1.6 (74 kW) 672,50 14 147,50 25
BMW 3181 (85 kW) 1056, 30 18 171,10 27
Mercedes E 240 (120 kW) 1227,60 20 221,90 32
Renault Mégane Cabrio 2.0 (103 kW) | 1417,20 22 339,90 35
Typklassen bestehender Vertrige ab 01.01.2004
Toyota Yaris 1.0 (48 kW) 771,20 15 127,30 22
Golf 1.6 (74 kW) 771,20 15 168, 80 26
BMW 3181 (85 kW) 1088, 10 18 151,90 25
Mercedes E 240 (120 kW) 1459, 60 22 228,60 32
Renault Mégane Cabrio 2.0 (103 kW) | 1264, 40 20 350,10 35
Typklassen fiir neu zugelassene Fahrzeuge
Toyota Yaris 1.0 (48 kW) 787,50 16 132,80 16
Golf 1.6 (74 kW) 721,50 15 149, 60 17
BMW 3181 (85 kW) 968, 60 18 149,60 17
Mercedes E 240 (120 kW) 1458, 60 23 203,10 20
Renault Mégane Cabrio 2.0 (103 kW) | 1342,10 22 281,60 23

VK: Vollkasko, TK: Teilkasko, TypK: Typklasse

So wurde gerechnet: Zulassungsort Koln; Jahresfahrleistung 15000 km; Nut-
zung privat; Nutzerkreis: Versicherungsnehmer und Partner (beide iiber 25
Jahre); Garage; SF-Klasse 1 (100%) in Haftpflicht (HK) und Vollkasko (VK);
Neufahrzeug; Nomaltarif; VK: 300 Euro, TK: 150 Euro SB; kein Wohnei-

gentum

Tabelle 3.4.4: Fiinf Pkw-Modelle im Vergleich
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Fahrzeugen gleicher Bauart im letzten Jahr, siche Tabelle 3.4.4. Die
Einstufungen folgen auch einer Markov—Kette.

3. Radioaktiver Zerfall:

Es ist bekannt, dass Radium—Atome mit der Zeit in Radon—Atome
itbergehen: Ra — Rn + «. Bei diesem radioaktiven Zerfall wird ein
a-Teilchen, der Atomkern von Helium, erzeugt. Falls jedes Radium-—
Atom unabhéingig von den anderen bis zur Zeit ¢ mit Wahrscheinlich-
keit p(t) in ein Radon—Atom verwandelt wird, so wird die Anzahl N (¢)
der zerfallenen Atome von Radium bis zur Zeit ¢ gleich der Anzahl der
a-Teilchen sein. N(t) ist nach der Poisson—Approximation der Bino-
mialverteilung poisson—verteilt mit Parameter A = np(t), wobei n die
urspriingliche Anzahl der Radium-Atome ist:

AP
P(N() = k) = e

keN

Sei X (t) = n—N(t) die restliche Anzahl der Ra-Atome. Falls X (s) = 1,
so ist die Anzahl N(t) — N(s) der im Zeitintervall (s,t) erzeugten a-
Teilchen unabhiingig von der Vergangenheit und Poisson(ip(t — s))—
verteilt. Somit ist X (t) eine homogene Markov-Kette in stetiger Zeit
mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

)\il_j Y . .
pij(s,t) =4 e o BT Goneing = ip(t — ) .
0, sonst

Weiterhin werden in diesem Abschnitt ausschliefllich Markov—Ketten in
stetiger Zeit mit dem Zustandsraum E = N U {0} behandelt. Setzen wir
voraus, dass folgendes fiir die Matrizen—Ubergangsfunktion P(t¢,s) von X
gilt:

(a) P(s,t) ist stetigint,Vt > 0, d. h.,

lim (0,¢) =1, lim P(s,t) = lim P(s,t) =1, V¢>0. (3.4.6)

t—04 sty s—t_

(b) Fir fast alle ¢ > 0 existieren die Grenzwerte

P(t,s) -1 _ lim P(s,t) -1 .
s—t_ s—1 sty t—s

(3.4.7)

Fiir alle anderen ¢ > 0 setzen wir Q(t) = 0. Die Matrix Q(t) =
(¢ij(t))s,je e heiit Matrizen—Intensititsfunktion von X.
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Sie hat folgende offensichtliche Eigenschaften: V¢ > 0

QZ](t) = Slig:_ pa— 20, i#]
i(t,s) — 1
¢i(t) = limwgo, Vie E

s—t4 s—t

D ait) = 0,dh, —qu(t) =D ai(t).

JEE J#i
Die letzte Eigenschaft folgt aus der Additivitéit des Limes. Bezeichnen
wir mit ¢;(t) die Summe

def
() Z > ai(t) = —qu(t) -
J#i
Die Forderungen (3.4.6) und (3.4.7) sind wesentlich, und es existieren
Markov—Ketten, fiir die sie nicht erfiillt sind.

Beispiel 3.4.1. Betrachten wir eine Markov—Kette mit zwei Zustdin-
den 1 und 2, abhdngig von der Dauer der Lebenszeit T des Versicher-

ten:
1, falls T >t

X(t):{ 2, falls T <t

Die Zufallsvariable T > 0 kann beliebig verteilt sein: Falls T ~ Exp()),
so ist X(t) eine homogene Markov-Kette mit Matrizen—Intensitits-

Sfunktion

Qt)=Q = ( _0)\ 3 ) (3.4.8)

Falls die Verteilung von T durch

P(T > #) = exp (- /0 () dm)

gegeben ist, wobei m(z) eine giltige Hazardratefunktion ist (vgl. Defi-
nition 2.2.4), so ist X (t) eine nicht-homogene Markov-Kette mit den
folgenden Ubergangswahrscheinlichkeiten

— ;m(w)dw o= stm(z)dw
P(s,t) = ( e ] . 1-e f1 ) (3.4.9)

und Matrizen—Intensitdtsfunktion

Qt) = ( _Tg(t) mo(t) ) (3.4.10)

Die Matriz Q(t) existiert, wenn m(t) stetig in t ist (hinreichende Be-
dingung!).
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Ubungsaufgabe 3.4.2. Beweisen Sie dies und die Formeln (3.4.8)
bis (3.4.10).

Die letzte Forderung, die an die Markov—Kette {X (¢), t > 0} gestellt
werden muss, ist die Stabilitdt all ihrer Zustdnde, d.h.,

gi(t) <oo, VieNU{0}, Vt>0

Ohne auf die technischen Details einzugehen, hat die Forderung (c)
folgende Bedeutung: Wenn die Kette X (¢) im Moment Null (¢ = 0)
in einem stabilen Zustand ¢ X(0) = 4 ist (g;(t) < oo, Vt,i), dann
bedeutet dies, dass die Zeit 7, = inf{t > 0: X (¢) # 4, X(0) = i}, die
der Prozess im Zustand 7 verbringt, fast sicher positiv ist:

P> 0] X(0)=i) =1.

Wenn dies fiir alle Zustdnde 7 € NU {0} gilt, so hat es zur Folge, dass
die Kette X(t) in jedem endlichen Zeitintervall (s,t) eine endliche
Anzahl von Zustandsdnderungen mit Wahrscheinlichkeit 1 erlebt. Das
heifit, dass die Kette X (t¢) in einem endlichen Zeitintervall nicht in
die Unendlichkeit gehen kann. Wenn umgekehrt ¢;(t) = oo fiir ein
i € NU{0} ist, so folgt daraus, dass

P(ri>0] X(0)=i) =1,

d.h., dass die Kette X(t) den Zustand i sofort nach der Ankunft
verldsst. Zusétzlich kann gezeigt werden, dass X (t) auf jedem Zeitin-
tervall (0, At) fir At — 0 unendlich oft in den Zustand ¢ zuriickkehrt
und ihn wieder verlésst.

Die Voraussetzungen (a)-(c) sind erforderlich, um folgenden Satz zu be-
weisen:

Satz 3.4.2. Sei {X(t),t > 0} eine Markov—Kette, die die Voraussetzun-
gen (a)-(c) erfillt. Dann existieren fir alle i,j € E, V0 < s < t, fir die
(8.4.7) gilt, partielle Ableitungen 6p%gs,t) und ap%gs’t), und es gelten folgende
Systeme von Differentialgleichungen:

1.

Vorwirtsgleichungen von Kolmogorov:

Bp,] s, t)

=Y pils, ) ar; (1), VijeE (3.4.11)
kEE
In Matrizform:
OP(s,t
WD _ pis,1y-Qu)
P(s,s)=1I, Vs=>0
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2. Riickwirtsgleichungen von Kolmogorov:

Opi; (s, 1)
p” 50— =Y gl pr(s,1), Vij€E (3.4.12)
keE

In Matrizform:
OP(s,t
50— Qs) - Pls,

P(t,t)=I, VYt>0

Beweis. Beweisen wir nun (3.4.11). Der Beweis von (3.4.12) geht analog da-

zu.
Fiir beliebiges At > 0 folgt aus den Kolmogorov-Chapman-Gleichungen

(3.4.2), dass

pij(s,t+ At) —pig(s,t) = > pir(s,t) prs(t,t + At) — pij(s, 1)
kel
= pij(s,t)(pjj(t,t + At) — 1)

+ Y pin(s,t) prj(t,t + At)

k#j
Somit ist
apij (S, t)
ot
= lim pij(S, 1+ At) - pij(sa t)
At—04 At
Pyt + At . it t+ At)
=pij(s,1) 1 t) lim —2 ——~
pij(#1) Atl—I>%+ + ;pzk % Atl—r>1(1)+ At
j
= pij(s,t)qj;(t) + Zpik(sa t)qx;(t)
k3
= Zpik(sat)ij(t)

keE
Die Vertauschung der Reihenfolge von lim und ), 2; 1st moglich, weil
> pik(s, )prs(t t + At)
k#j

in At gleichmafBig konvergiert. Dies gilt aufgrund der folgenden Eigenschaf-
ten:

1. pzk(s t) pk](t t+ At) pzk(s t) und Zk;é] pzk(s t) =1-—p.

2. pij(s,t) ist in s und t stetig, siehe (3.4.6).
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Im Beweis von (3.4.12) wird auBer (3.4.2) noch die Stetigkeit von (3.4.6)
gebraucht, vgl. das Buch von [20], S.32-34. O

Bemerkung 3.4.1. Die Forderung (c) garantiert, dass die Gleichungssy-
steme (3.4.11) und (3.4.12) eine eindeutige Losung haben. Im allgemeinen
ist es nicht der Fall.

Beispiele:

1. Geburts- und Todesprozesse entstehen dann, wenn Vi € E ¢;(t) =
0 fir alle j #4 — 1, 4, j + 1 ist. Dies bedeutet, dass aus dem Zustand
i der Prozess X (t) entweder in i bleibt oder nach i + 1 geht. Der
Ubergang i — i + 1 wird als eine Geburt und i —» i — 1 wird als
Tod interpretiert. Falls ¢;;—1(¢t) = 0, Vi € E, so heifit {X(t), ¢t > 0}
ein reiner Geburtsprozess. Geburtsprozesse sind dafiir geeignet, die
Schadenanzahl {N(t), ¢ > 0} zu modellieren.
Falls ein Geburtsprozess (a)-(c) erfiillt, so folgt daraus, dass

¢,i-1(t) = —qii(t) = ¢i(t) < o0, VieFE,

und die Vorwirtsgleichungen von Kolmogorov sehen folgendermaflen

aus:
Op;i(s,t ' '
% =pij-1(8:t) gj—1(t) — piz(s,t) q;(t), i #
Opii(s,t o
Pistot) —pjj(s,t) g;(t) 5 i =
pij(s, ) =dij Vi,je E

Wenn man die Bezeichnung
a’b(t) ZPO’L(Oat)a Vt>oaz€E

einfiihrt, so folgt aus dem obigen Gleichungssystem fiir s = 0,7 = 0
und j =1, dass

Ol; (t) = qi_l(t) O[Z'_l(t) —q; (t)ai (t) , 7€N
ap(t) =—qo(t) ao(t), i=0 (3.4.13)
;i (0) =dio

2. Ein Polya—Prozess ist ein Geburtsprozess aus Punkt 1) mit Inten-

sitaten g

a+1i

(1) = -

qZ( ) b + t 7

wobei a,b > 0 konstante Parameter sind. Dann sieht das System
(3.4.13) folgendermaBen aus:

aj(t)= (Hbi;l a;-1(t) — %’é ai(t), 1€N

ag(t) = —54 ao(t)
ao(0) =dio

i€E, t>0,
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Ubungsaufgabe 3.4.3. Zeigen Sie, dass das obige Gleichungssystem
folgende Lisung hat:

o (t) = (‘”:”) (%) (#) i€ NU{0}, 30

Dies ist dquivalent dazu, dass {a;(t), i € NU{0}} eine Negativbino-

mialverteilung N B(a, t+Lb) besitzt.

. Ein Homogener Poisson—Prozess {N(¢) : ¢ > 0} mit Intensitit A

ist offensichtlich ein homogener Geburtsprozess mit Ubergangswahr-
scheinlichkeiten

pij(s;t) = P(N(t) =3[ N(s)=1)

{ e—A(t—s) (A(z;jZ))'J_z Y

0, j<i
_ [ it =s) =poj-ilt—s) =ajilt—s), j>i
0, j<i

Daraus kann man leicht berechnen, dass

A, j=i+1l
¢ij(t) =4 —X, j=1i, 1€NU{0} (3.4.14)
0, sonst

Umgekehrt gilt das folgende Lemma:

Lemma 3.4.1. Sei {X(t) : t > 0} ein homogener Geburtsprozess mit
Intensitatsfunktion (3.4.14), fir den (8.4.6) und pi(t) = aj_i(t —s)
gelten. Daraus folgt, dass

B
pi(t)=4 ¢ G-ar> =i, Vt >0
0, Jj<i

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, dass nach Satz 3.4.2 das Glei-
chungssystem (3.4.13) gilt. Mit Hilfe von (3.4.14) kann es wie folgt
geschrieben werden:

ap(t) =—Aao(t)
a(t)=Aai—1(t) — Aa;(t), €N

a; (0) = (51'()
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Wenn man die Substitution y;(t) = e*a;(t) vornimmt, gilt somit:
yo(t) = Ayo(t) +eMap(t) = Ayo(t) — AeMa (t)
= Auyo(t) —wo(t)) =0
yit) = dwilt) + eMaj(t)

= Ayi(t) + XMy 1(t) — AeMay(t)
= Ayi(t) + Ayim1(t) — Avi(t) = Ayi—1(?)
y(0) = 1, %(0)=0

Oder kurz geschrieben:

Yo(t) =0
yi(t) =dyi—1(t), i€N
y0(0)=1, ;(0)=0
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Dieses rekursive Gleichungssystem besitzt die folgende eindeutige Lo-

sung:

o) = 1 g1 (8) = M, ya(t) = (A;)

und somit _
(A2)*

ai(t) = e*”z,—!, Vie NU{0}.

O

4. Ein Gemischter Poisson—Prozess ist auch ein inhomogener Ge-
burtsprozess. Dies Behauptung formulieren und beweisen wir im fol-

genden Satz:

Satz 3.4.3. Sei {N(t) : t > 0} ein gemischter Poisson—Prozess mit

Mischungsvariable A, die die Laplace—Transformation /Z\A(s) besitzt.
Dann ist {N(t) : t > 0} ein Geburtsprozess mit Intensititsfunktio-

nen

5 (t)

8

ai(t) = — i € NU{0}.

Beweis. Nach dem Satz 3.4.1 muss man zeigen, dass eine giiltige Matri-
zen—Ubergangsfunktion P(s, t) existiert,sodassVn € N, 0 =, < t; <

.. < togilt:
P(N(tp) =in | N(tn-1) =tn-1,.-.,N(t1) = 11)
= P(N(tn) =i | N(tn_l) = in—l)
Dip_1,in (tn—l,tn)



70 KAPITEL 3. SCHADENANZAHL

(Formel (3.4.4)), wobei i, = kpy+...+k1, Ym=1,...,n, k; € NU{0}.
In der Tat gilt:

P(N(ty) = i | N(tn_1) = in_1,...,N(t1) = i1)
P(N(tp) = in, ..., N(t1) = i1)
P(N(tp_1) = in_1,...,N(t;) = 1)

ﬁ (ti —ti1)ki (=1 -i&i")(tn)

,\
*
x

~
Il
—

- (ti —ti—1)ki i e
R R I

_ st ) (t)
B Fnt 1 (ta)
(3.3.4) P(N(tn) = in, N(tn—l) - in—l)
P(N(tnfl) = infl)
= P(N(ty) = in | N(tn-1) = in-1)

(*) gilt aufgrund von

(334) v (b —ti 1)k TR 1] (e
3 HTI'(_l)k+ +k /fk+ +k )(Zz:;t_tzl)

(6 — ti—)ki _—
_ H ( i kz' 1) . (_1)zm ij(\zm)(tm)
i v

> 0, fiir beliebiges m € N,
wobei die zweite Gleichheit mit N(¢9) = N(0) = 0 gilt. Setzen wir nun

P(N({)=7|N(s)=1), VOL<s<t,j>1
pij(s,t)={0( (t) =3 | N(s) =1) s

so folgt aus der obigen Rechnung, dass fiir j > ¢ gilt:

pij(s,t) = (1)~ (3.4.15)

Offensichtlich gilt fiir P(s,t) = (pij(s,t))ijer, dass P(t,t) = I und
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P(s,t) = P(s,u) - P(u,t) VO<s<u<t

J

Zpik(s’u) 'pkj(uat)

k=i
IR VIS CEP) i k) Gl (OB 4 0
B 2:(” ’ k=9 G-B W) P

J
k=1
(-1 ()

G =D ()

y i —i)! o
'kz::i(j_i_((;—k)))!(j—k)!'(t_u)J Ky — §)i—i-G—H)

= pij(s,t).
Somit ist P(s, ) eine giiltige Matrizen—Ubergangsfunktion, und { N (¢) :
t > 0} ist eine Markov-Kette. Aus p;;(s,t) = 0 fiir j < ¢ und (3.4.15)

ist es leicht zu sehen, dass ¢;;(t) = O fiir alle j # 4,7 4+ 1 und fiir alle
t > 0. Somit ist {N(¢) : ¢ > 0} ein reiner Geburtsprozess. Weiterhin

gilt
¢i(t) = giiv1(t)
o 90
— m —————
=t ()1 (s)
Xi+1)
_ _@nuﬁ VieNU{0},
Iy'(t)

wobei die letzte Gleichheit gilt, da Z&i) (s) stetig ist, weil Z&Hl) existiert.
U

3.5 Weitere Schadenzahlverteilungen

Sei N eine Zufallsvariable mit Wertebereich Z ., die die Anzahl der Schiden
im Portfolio darstellt. Weiterhin benutzen wir die Bezeichnung

pn=P(N=n), neZ;.

Sei Iy = Var N/JEN der Dispersionsindez von N, der ein Ma$ fiir die
relative Variabilitdt der Schadenanzahl N ist.

1. Poisson—Verteilung: N ~ Poisson()), falls

_ —A& 7
=L el

Es gilt offensichtlich die Gleichung Iy = 1.
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2. Binomialverteilung: N ~ Bin(n,p), 0 < p < 1, falls

n —
pk:(k>pk(1_p)n ka k:O,...,n.

Es gilt EN = np, Var N = np(1 — p), daher Iy =1—p <1 = Die
Binomialverteilung ist unterdispersioniert.

Beispiel 3.5.1 (Anwendung der Binomialverteilung). Sei ein
homogenes Portfolio mit n Policen gegeben, wobei jede Police den
Ausfall einer lebenswichtigen Komponente eines Computernetzwerkes
(2.B., eines Servers) deckt. Am Anfang der Versicherungsperiode wur-
den n neue Server installiert. Sei p(t) € (0,1) die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Server bis zur Zeit t (unabhdngig von den anderen) ausfallt.
Falls N(t) die Anzahl der Ausfille bis zum Zeitpunkt t ist, so gilt
N(t) ~ Bin(n,p(t)). Fir grofe n und kleine p(t) kann die Vertei-
lung von N(t) nach dem Satz von Poisson durch die entsprechende
Poisson—Verteilung approzimiert werden; vgl. [13], S. 24.

3. Negative Binomialverteilung: N ~ NB(a,p), a > 0,0 < p < 1, falls

a+n-—1
pn=< n )p”(l—p)“, neE”Ly.

Ubungsaufgabe 3.5.1. Zeigen Sie, dass EN = %, Var N = ﬁ,
daher Iy = (1—p)~! > 1 = Die negative Binomialverteilung ist iiber-
dispersioniert.

Folgende rekursive Formel zeigt, dass die oben genannten Verteilungen
derselben Familie der Verteilungen angehoren. Andererseits spielt sie bei der
effizienten Berechnung der Gesamtschadenverteilung eine besondere Rolle;
vgl. Abschnitt 4.4.

Satz 3.5.1 (Rekursionsformel von Panjer). Sei N eine Zufallsvariable
mit Wertebereich Z .. Fiir ihre Verteilung {py}3>, gilt die Rekursionsformel
von Panjer

pr=(a+b/k)pe-1, kEN (3.5.1)

fir Konstanten a < 1 und b € R genau dann, wenn a) oder b) oder c) oder
d) gilt:

a) N ~ Poisson(\) mit A\ =1>b> 0 fir a=0.
b) N ~ Geo(p) mitp=a fir0<a<1,b=0.
¢) N~ NB(a,p) mita=1+bja,p=a fir0<a<1,b#0.

d) N ~ Bin(n,p) mitn=—-1—"b/a, p=a/(a—1) fira<0, b#0.
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Bewess. .
»= “ Falls a = 0, dann gilt py = %pk,l =...= (l’c—!po, wobei pg = e~
der Eigenschaft

b aus
00 bk

(o]
L= pe=r0) 4
k=0 k=0

folgt. Somit ist N ~ Poisson(A) mit A =b > 0.

Sei nun a # 0, b = 0. Es gilt py = apy_1 = aFpy fiir k& € N. Die Gréfen
pi stellen Wahrscheinlichkeiten nur im Falle a = p € (0,1) mit pp =1 —p
dar. Sie bilden somit eine geometrische Verteilung.

Im Falle a < 1, a # 0, b # 0 gilt

= a—l—é =2 é—l-k
Pr = %) Pe1= g Pk—1

k

(c+k—1)p Cletk—1)(c+k—2)...cpo

_a —
Tk TR

k
fiir k € N, wobei ¢ = b/a + 1. Berechnen wir py aus der Gleichungskette

oo 00 k
1=Y p=poy_ cle+)...(c+k=1)75 =pof(a),
k=0 k=0 '

wobei die Funktion f(z), die durch ihre Taylor-Entwicklung

o0

:Ek ad :Ek
flz) = c(c+1)...(c+k—1)ﬁ:Zf(k)(O)E
k=0 k=0

gegeben ist, mit f(x) = (1 —z)7¢, |z| < 1 gleichgesetzt werden kann. Somit
gilt po = (1 — a)¢ und
k-1 k—2)...
P = (C—I— )(ck:_ ) c(l_a)cak.

Falls a € (0,1), dann ist py > 0 fiir alle k < c=0b/a+1>0,dh., b > —a
= N ~ NB(c,a).

Falls a < 0, dann ist p;, > 0 fur alle ¥ & ¢ < 0 und —c € N, d.h.,
—b/a —1 =n € N. Dann gilt

= (—’I’),-l‘k - 1)(_72;'-|_k _2) (_n) (1 _a)—nak

:(_1)k(n—k+1)(”—:!+2)...(n—1)n(_1)k( —a >k (1_ . )n_k

wobei p = —a/(l —a) =a/(a—1) € (0,1). = N ~ Bin(n,p). O
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Ubungsaufgabe 3.5.2. Fiikren Sie den Beweis in Richtung ,,<= “ durch.

Bemerkung 3.5.1. Falls Formel (3.5.1) erst fir k > 2 gilt, so wird py zum
freien Parameter. Somit hat die Rekursionsformel von Panjer eine zusdtzli-
che Anzahl von Ldsungen, z.B. die logarithmische Verteilung.

4. Logarithmische Verteilung: N ~ Log(p), 0 < p < 1, falls

n

p

Tnlog(1=p)’ n € N.

Pn =

Ubungsaufgabe 3.5.3. Zeigen Sie, dass fir N ~ Log(p) Formel
(8.5.1) fir k=2,3,... mita=p, b= —p gilt.

5. Delaporte—Verteilung: N ~ Del(\, a,p), falls N 4 Nj + N3, wobei die
Zufallsvariablen N; ~ Poisson()\) und No ~ NB(a,p) unabhingig
sind. Manchmal schreibt man auch

Del(X, a,p) = Poisson()\) x NB(a,p),

wobei die Operation * die Faltung der beiden Verteilungen bedeutet:

P(N=k) =Py *Pu)s @ Y PN =i)P(Na=j), keZ..

ijii+i=k
Die Faltung zweier Verteilungen als Verteilung der Summe zweier un-
abhéngigen Zufallsvariablen wird in voller Allgemeinheit in Kapitel 4
betrachtet. Die Delaporte—Verteilung entspricht der Verteilung

{Pr(1)}rez . eines Delaporte-Prozesses mit ¢ = 1, b = X\, a = a,
n = (1 — p)/p; vgl. Abschnitt 3.3.

6. Engen—Verteilung: N ~ Eng(0,p), 0 < 6,p < 1, falls

B 0 p"T'(n —0)
C1-(1-p)fnll(1-0)

DPn n € N.

Ubungsaufgabe 3.5.4. Beweisen Sie, dass fir Ni ~ Eng(6,p) und
Ny ~ Log(p) folgendes gilt:

P(lek)—)P(NQZk'), keN, 6—0,

und somit Ny % N, fir @ — 0 (schwache Konvergenz).



Kapitel 4

Gesamtschaden

4.1 Gesamtschadenprozess

Wie in Kapitel 1 eingefiihrt, ist der Gesamtschadenprozess eines Portfolios
ein stochastischer Prozess {X (¢) : ¢t > 0} mit

N(?)

wobei N (t) der Prozess der Schadenanzahl bis zur Zeit ¢ ist und die Einzel-
risiken U; die Schadenhdhen darstellen. Weiterhin wird angenommen, dass
{N(t) : t > 0} und {U; : ¢ € N} unabhiingig sind und ebenso {U; : i € N}
voneinander unabhéngig sind. Nach der Formel der totalen Wahrscheinlich-
keit gilt, dass die Verteilung von X (¢) gleich

P(X(t)eB) = ZP(Z Uy € B) . P(N(t) = n)
S (4.1.1)
= Z (Fy, * Fy, * ... % Fy,)) (B) - pn(t) ,

n=0

wobei hier die Unabhéngigkeit von {U; : 4 € N} und {N(¢) : ¢ > 0} benutzt
wurde, und

Fy,(z) =P(U; <z) und Fy,(B)=P(U; € B).

In diesem Kapitel gehen wir, wenn nicht anders gesagt wird, davon aus, dass
der Gesamtschaden X (¢) bis zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ betrachtet
wird, z.B. in einem Geschéftsjahr (¢ = 1). Deshalb wird spéter die Abhéngig-
keit von X (¢) und N(¢) von t unterlassen, und wir schreiben

N
X=> U.
=1

75
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Die Verteilung des Gesamtschadens X spielt in der Versicherungsmathema-
tik eine zentrale Rolle. In diesem Kapitel behandeln wir die Verteilungsfunk-
tion von X, deren Schranken, Approximationen und Computer—Algorithmen
zu deren Berechnung.

4.2 Individuelles und kollektives Modell

Wenden wir uns nun zwei klassischen Modellen der Versicherungsmathema-
tik zu.

1. Das individuelle Modell fasst alle Risiken oder Schiden, die aus der
Police %, entstehen zu U; zusammen. Sei ein Portfolio mit n Policen ge-
geben. Dann bezeichnet U; die Summe aller Schiden iiber die betrach-
tete Zeitperiode (z.B. ein Jahr), die aus der Police i entstehen. Somit
sind die Zufallsvariablen Uy, ..., U, unabhingig, aber nicht identisch
verteilt mit der Verteilungsfunktion Fy;, = P(U; < z). Es ist ratsam,
Fy, als Mischung zweier Verteilungen darzustellen

Fy,(z) = (1 —6;)00(z) + 0;Fy,(z),

wobei 0 < 61 < 1 die Wahrscheinlichkeit des Schadens ist, d.h. die
Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass U; einen positiven Wert V; > 0 an-
nimmt. Diese Wahrscheinlichkeit ist in der Praxis sehr klein. Somit
schreibt sich der Gesamischaden im individuellen Modell als

n
Xt =3 "1;.
i=1

Offensichtlich ist die Verteilungsfunktion Fx (z) = P(X"¢ < x) gleich
Fx(z) = (Fy, * Fu, * ... * Fy, ) () - (4.2.1)

Definition 4.2.1. Ein Portfolio heifit homogen, falls Uy, ..., U, uiv
Zufallsvariable sind:
Fy, =...=Fy, .

Somit hat der in Kapitel 1 eingefiihrte Begriff eine mathematische For-
mulierung bekommen.

Falls N; die zufillige Anzahl der Schiden ist, die aus der Police 3
stammen, und die uiv Einzelschdden mit {V;; : j € N} bezeichnet
werden, so ist

N; n N;
Vi=> Vi und XM =33V,

j=1 i=1 j=1
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Somit stellt jedes Risiko V; ein kollektives Modell dar, dass im folgenden
beschrieben wird.

2. Kollektives Modell: Im Gegensatz zum individuellen Modell wird
hier ein Portfolio aus einer nicht niher spezifizierten Anzahl von Po-
licen betrachtet, die nicht einzeln behandelt werden kénnen. Man be-
handelt alle Schiden gleich, egal aus welcher Police sie stammen, und
fasst das gesamte Portfolio als eine einzige Police auf. Sei N die zufalli-
ge Anzahl der Schiden, die innerhalb einer Periode ¢ auftreten.

Seien alle Schadenhéhen {Uj; : 4 € N} uiv und positiv: U; > 0 f.s. und
seien weiterhin {U; : i € N} und N unabhingig voneinander.

Der Gesamtschaden im kollektiven Modell ist durch

N
Xcol — Z UZ
i=1

gegeben, wobei X = 0, falls N = 0. Typischerweise besitzt N in der
Praxis eine Poisson-, Binomial- oder Negativbinomialverteilung.

Satz 4.2.1. Falls der Schadenanzahlprozess {N(t) : t > 0} unabhdngi-
ge Zuwdchse hat, so hat der Prozess des Gesamtschadens im kollekti-
ven Modell

N (1)
X(t) =Y U,
i=1

wobei {U; : i € N} wiv Zufallsvariable seien, auch unabhdngige Zuwdch-
se.

Beweis. Fiir beliebiges m, beliebige Zeiten 0 =ty < t1 < ... < t;, und
Borelmengen By, ..., B, € B(R) gilt

m
P N{X(t) - X(t-1) € B}}
j=1
m N(t;)
= P[] Uk € B,
Jj=1 \ k=N(tj_1)+1
[e’s} e’} o0 m n;
= > > ... Y PN Y UreB,
n1=0n2=n Nm=Nm—1 j=1 \ k=n;_1+1
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wobei die zweite Gleichheit aufgrund der Formel der totalen Wahr-
scheinlichkeit und der Unabhéingigkeit von N(¢) und Uj gilt. Weiter
kénnen wir folgern:

00 00 00 m nj
3 o> PINY Y. Urkes
n1=0n2=n1 Nm=Nm—1 j=1 \ k=n;_1+1
m
P ﬂ{Nt] - nJ}
j=1
00 00 00 m
= Z Z Z P m{N(tJ) —N(tjfl) :nj—nj,l}
n1=0n2=n1 Nm=Nm—1 7j=1
m nj

wobei die letzte Gleichheit wegen der Unabhingigkeit der Zuwéchse
von N(t) und da {Uy : k € N} uiv Zufallsvariable sind, gilt. Wendet
man darauf die Substitution I; = n; — n;_1 an, so gilt:

X Y TT(P®E) = N(t-1) =ny —n)

n1=0n2=n1 Nm=Nm-1 j=1
P ”z‘z"fl Uk € B )
k=1
o0 m lj

- 3 (e -0 -1) - P(Suies))
1,09l =0 =1 k=1
m 9] lj

- 11 (ZP(N(tj) — N(tj-1) = lj) 'P<ZUk < Bj))
j=1 1;=0 k=1

_ ﬁ P(X(t;) — X(tj—1) € B)).
j=1

Die letzte Gleichheit gilt, da es sich um dieselbe Folge von Formeln
riickwérts handelt. Somit ist bewiesen, dass X (¢) unabhingige Zuwich-
se hat. 0
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Folgerung 4.2.1. Falls der Schadenanzahlprozess {N(t) : t > 0} un-
abhdngige und stationdre Zuwdchse hat, so hat auch der Prozess des
Gesamtschadens

unabhdngige und stationdre Zuwdchse.

Beweis. Nach dem Satz 4.2.1 hat X (¢) unabhiingige Zuwéichse. Man
muss nur noch zeigen, dass jeder Zuwachs stationér ist, d. h.

P(X(t+h)— X(t) € B) = P(X(h) € B)

fiir alle ¢,h > 0 und fiir eine beliebige Borelmenge B € B(R). In der
Tat gilt:

P(X(t+h) — X(t) € B)

N(t+h)
= P Z U, €B
k=N(t)+1
oo 00 n+m
= ZZP( > UkeB> . P(N(t) =n)
h=0m=0 k=n-+1
-P(N(t+h) — N(t) =m)
= Y P(N{#)=n)->_ P (Z Uy € B) P(N(h) = m)
n=0 m=0 k=1

Dabei gilt die zweite Gleichheit aufgrund der Formel der totalen Wahr-
scheinlichkeit, der Unabhingigkeit der Zuwichse von N (¢) und der
Unabhingigkeit von {U;} und N(t). Die vorletzte Gleichheit folgt aus
der Stationaritit der Zuwichse von N. O

4.3 Zusammengesetzte Verteilungen

Die Verteilung des Gesamtschadens

im individuellen (N = n) oder kollektiven Modell heifit zusammengesetzte
Verteilung.
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Definition 4.3.1. Sei N eine Zufallsvariable, die Werte aus NU {0} an-
nimmt. Sei Uy,Us, ... eine Folge von unabhdngigen Risiken, die auch von
N unabhdngig sind. Dann heifit die Verteilung der Zufallsvariable

N
S U;, falls N >1
i=1
0, falls N =0

X =

eine zusammengesetzte Verteilung.

Spéter nehmen wir an, dass {U; : ¢ € N} uiv sind und U; > 0 ist (kollek-
tives Modell).

4.3.1 Elementare Eigenschaften

Sei {pr}72, die Verteilung von N: p, = P(N = k) fiir alle £k € N U {0}.
Sei Fy(xz) = P(U; < z) die Verteilungsfunktion von U;. Laut (4.1.1) ist die
Verteilungsfunktion von Fx(z) vom Gesamtschaden X wie folgt gegeben:

Fx(z) = P(X <z) =Y peFf(a). (4.3.1)
k=0

Lemma 4.3.1. Die Laplace—Transformation vom Gesamtschaden X ist
durch

Ix(s) = gn(u(s), s =0 (4.3.2)

gegeben, wobei gn(z) die erzeugende Funktion von N ist und Z\U(s) die
Laplace-Transformation von Uj.

Ubungsaufgabe 4.3.1. Beweisen Sie das Lemma.

Bemerkung 4.3.1. Eine direkte Berechnung der Faltungen Ff}k(x) in der
Formel (4.3.1) ist nur in Einzelfallen maoglich. Deshalb versucht man oft in
der Prazis, die Verteilung von X numerisch durch die Umkehrformeln fier
zu gewinnen. Deshalb ist die Formel (4.3.2) so wichtig. Numerisch geht die
Berechnung TX mit Hilfe der sogenannten Fast-Fourier-Transformation.

Ubungsaufgabe 4.3.2. Sei N ~ Poisson()\), U; ~ Exp(a). Priifen Sie,
dass

~ As

Ix(s) =e ats.

Folgerung 4.3.1. Falls EX? < oo, EU? < o0, EN? < o0, dann gilt
folgendes:

a) EX =EN-EU (Spezialfall des Satzes von Wald)

b) Var X =Var N- (EU)?+EN -VarU
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Ubungsaufgabe 4.3.3. Beweisen Sie die Folgerung.

Im nichsten Satz wird gezeigt, dass der Gesamtschaden X schwere Tails
hat, falls die Einzelrisiken U; schwere Tails haben.

Satz 4.3.1. Sei N eine nicht-ausgeartete Zufallsvariable mit Wertebereich
NU{0}, N#0fs. und EN < co. Sei Fy(z) = P(U; < z) <1,Vz € R
Fiir den Gesamtschaden X = Y1 | U; im kollektiven Modell sei Fx(z) =
P(X < xz) seine Verteilungsfunktion. Es gilt:

@)

F
liminf 22X S gy (4.3.3)
T—00 FU(x)

b) Falls U; schwere Tails hat, so hat auch X schwere Tails.

c) Falls Fy € S, d. h. subexponentiell ist, und gn(s) < oo fir ein s > 1,
dann gilt die Gleichung in (4.3.3):

m FX (:L-)
T—00 FU(CE)

—EN. (4.3.4)

Beweis.  a) Beweisen wir zunéchst, dass

Fx(x) S 1= gn(Fu(2))
Fy(z) ~  1-Fy(z)

gilt:
Fr®(z) = PU +...+ U <)
P ( max U; < :1:)
=1,k
= F[l;(m) )

weil {U1 + ... + Uy < z} C {max;—; __xU; < z} gilt und {U;} un-
abhingig sind. Deshalb gilt:

N

o
4.3.1 "
Fx(@) “2Y S peFgt(a)
k=0

o0

> piFp(x)

k=0
= gn(Fu(z)).

N

Daraus folgt:
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wobei die letzte Gleichheit wegen der Existenz des Grenzwertes gilt.
Wenn wir nun die Substitution y = Fy(z) durchfithren, so gilt:

1 —gn(F 1—7
lim 1-gyv(Fu(@)) — lim 1-9gn(y)
z—o00 1 — Fy(z) y>1-0 l1—y
UHospital 1. —gv(y)
y—1-0 —1
= gn(1-0)
= EN.

Somit ist a) bewiesen.

Aus der Definition des kollektiven Modells folgt, dass Fyy,(0) = 0, da
U; > 0 f.s. Falls U; schwere Tails hat, dann gilt nach Satz 2.2.1, a),
dass

Vb>0,Vso>0,Vog =03z >130: Fy(z)>be 7,
d.h., Fy(z) besitzt keine exponentielle Schranke. Sei

F
0= lim inf 2X@) >EN.
y—ooazy F(z)

Dann gilt Ve > 03dyy: Yy > yo

F
EN—e¢<a—¢e<inf _X(x) <a+e¢
2y Fy(x)
Somit folgt Vo >y > yo :
F
_Xi(x) >FEN —¢
Fy(z)

Wihlen wir ein xg > yg, so folgt:
3z >z0: Fx(z) > (EN —¢)Fy(z) >b(EN —¢)e” %"
Sei nun b(E N —¢) = by, so gilt
Vb >0,Vs0>0,VzoIz > z0: Fx(z) > bre
Nach dem Satz 2.2.1, a) hat auch X einen schweren Tail!

Ohne Beweis.
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4.3.2 Beispiele

Folgende Spezialfille sind von besonderer Bedeutung in der Risikotheorie:

1. Zusammengesetzte Poisson-Verteilung
Sei N ~ Poisson(A). Diese Verteilung hat zwei Parameter: (A, Fy7(x)).
Im Abschnitt 4.2 wurde der Gesamtschaden im individuellen Modell
durch eine Summe von n Gesamtschiden der unabhingigen kollektiven
Modelle ersetzt:

n N; .
de:ZZVU, wobei ViZZVz'j
j=1

i=1 j=1

eine zusammengesetzte Verteilung hat. Nehmen wir an, dass N; ~
Poisson(X;), Vi = 1,...,n, Vi ~ Fi(z) = P(Vi; < z),Vj Vi =
1,...,n. Dann besagt der folgende Satz, dass X™¢ auch eine zusam-
mengesetzte Poisson—Verteilung besitzt:

Satz 4.3.2 (Abgeschlossenheit der zusammengesetzten Pois-
son—Verteilung beziiglich der Faltung). Sei n € N und
X = ", X; die Summe unabhingiger Poisson-Schadenssummen
X1,...,Xp mit den Parametern (X\;, Fi(z)), i =1,...,n. Dann hat X
eine zusammengesetzte Poisson—Verteilung mit Parametern (X, F(z)),
wobes

A=) "N, und F(z)= Z%Fi(gg).

i=1 i=1

Beweis. Berechnen wir die Laplace-Stiltjes—Transformation von X:

Tx(s) = Be X =Ble .. o]
= T80 2 [Taw (i)
=1 i=1

wobei bei der vorletzten Gleichheit die Unabhéngigkeit der X; vonein-
ander eine Rolle spielt. Nach der Formel fiir die erzeugende Funktion
einer Poisson—Verteilung gilt weiter:

ﬁ/g\Ni (lAVu (3)) - ﬁe_/\i(l_i"ij (s)
=1

i=1
_ eﬂ(ki 3 (5)
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wobei A =3)"" ; A; und

o
= /e_” dF(z) mit F(z)= Z )\X
0 :

Somit ist Tx(s) die Laplace-Stiltjes—Transformation einer zusammen-
gesetzten Poisson—Verteilung mit den Parametern (A, F(z)), weil die
Einordnung X > Ix(s) eindeutig fiir alle Zufallsvariablen X ist. O

2. Zusammengesetzte Pascal-Verteilung (oder negative Binomi-
alverteilung):
Sei N ~ NB(a,p). Dann sind die Parameter der Verteilung wie folgt:

(o, p, Fy ().

3. Zusammengesetzte Geometrische Verteilung
Sei N ~ Geo(p). Die Parameter der Verteilung sehen dann wie folgt
aus: (p, Fy(x)).-

Ubungsaufgabe 4.3.4. Berechnen Sie die Verteilungsfunktion und die
Dichte der stetigen Komponente der zusammengesetzten Poisson- Pascal-
und geometrischen Verteilung, falls U ~ Ezxzp(a). Man beachte, dass diese
Verteilungen immer ein Atom in x = 0 haben.

4.3.3 Anwendungen

Folgende Anwendungen zeigen, wie wichtig die Kenntnis der Verteilung von
X ist.

1. Solvabilitéit eines Portfolios:

Sei u das Anfangskapital eines Versicherungsunternehmens,II(¢) die
Prdmieneinnahmen bis zur Zeit ¢t und X (t) der Gesamtschaden.
Problem: Berechne II(t) so, dass das Portfolio am Ende des Geschéfts-
jahres kein Defizit aufweist. Falls

R(t) = u+ II(t) — X(2)

die Risikoreserve des Portfolios ist und tg der Zeitpunkt vom Ende
des Geschiiftsjahres, so lautet die mathematische Formulierung des
Problems: Berechne II(t) so, dass fiir eine kleines vorgegebene ¢ > 0
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P(R(ty) < 0) < e.

Es sei bekannt, dass die Tail-Funktion von X (t) von oben durch eine
bekannte, in z monoton fallende Funktion ¢(z,t) abgeschitzt werden
kann:

FX(t)(x) =P(X(t) >z) < p(z,t), Vz,Vt.

Es gilt somit:
e > P(R(t)) <0) = P(X(to) > u+T(t))
= Fx(t)(u+1II(to))
< p(u+TI(to), o)

Eine hinreichende Bedingung, die P(R(tp) < 0) < ¢ gewihrleistet,
ist offensichtlich p(u + II(ty),%0) < e. Wihlen wir ein zp, so dass
©(xo,t0) < €. Dann gilt fur alle II(t) + u > zo:

P(R(to) <0) < p(u+I(to), t0) < p(zo,t0) < €.

Das heifit, dass II(tg) > z¢ — u, wobei fiir monotone ¢ gilt, dass z¢ =
¢~ !(e) angenommen werden kann.

VA

Yix, )

%

0 A
Abbildung 4.3.1: Darstellung von ¢ und FX(tO)

2. Riickversicherung:
Sowohl fiir die Erh6hung der Versicherungskapazititen der kleinen
Versicherungsunternehmen wie auch bei der Versicherung von Objek-
ten von iiberdurchschnittlichem Wert (z. B. Schiffe, Gebdudekomplexe)
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schliefit der Versicherer selbst eine weitere Versicherung ab, d. h. er lei-
tet einen Teil vom Risiko an den Zweitversicherer (oder sogenannten
Riickversicherer) weiter. Dabei heifit der Teil des Gesamtschadens vom
Portfolio, der vom Erstversicherer iibernommen wird, Selbstbehalt und
wird durch eine Selbstbehaltsfunktion h(-) beschrieben: Falls X (t) der
Gesamtschaden vom Portfolio ist, so ist h(X (¢)) die Summe, die vom
Erstversicherer erstattet wird. Dabei wird die Summe X (t) — h(X(¢))
vom Riickersicherer beglichen. Eine verbreitete Form des Selbstbehalts
ist die sogenannte

(a) Stop—Loss—Versicherung:

Sei ay = maz{a,0}. Fiir ein gewisses Selbstbehalt—Niveau b > 0

sei h(z) = x — (x — b)4. Somit wird an den Riickversicherer die
Summe (X (t) — b)+ weitergeleitet, die b tibersteigt.
Problem: Wie schitzt man die Nettoprdmie des Zweitversiche-
rers I1(¢), d.h., die Priamie, die der Erstversicherer dem Zweit-
versicherer zu leisten hat, ohne Verwaltungskosten, Sicherheits-
zuschlag oder dhnliches. Per Definition gilt:

(1) = B (X(0)-h(X (1)) = E (X()-b)+ = [ (X=b)dFx (o).
b

Die so berechnete Priamie heifit Stop-Loss—Prdmie. Mit der Sub-
stitution y = z — b ergibt sich die entsprechende Formel:

ﬁ(t) :/deX(t)(y+b) Z/Fx(t)(y‘i‘b) dy .
0 0

Falls F x(¢) () explizit bekannt ist oder abgeschétzt werden kann,
so kann auch die Primie ﬁ(t) des Erstversicherers abgeschétzt
werden.

(b) Proportionale Riickversicherung:
Bei einer proportionalen Riickversicherung ist die Selbstbehalts-
funktion wie folgt gegeben: h(z) = az, a € (0,1). Somit ist der
Anteil am Gesamtschaden des Riickversicherers gleich

X(t) —h(X(®) =1 -a)X(t).

Problem:
1. Wie soll a aus der Sicht des Erstversicherers gewéhlt werden,
um die Nettopramie an den Zweitversicherer zu minimieren?

2. Wie soll a aus der Sicht des Zweitversicherers gewahlt wer-
den, um grofie Schiden zu vermeiden?
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Antwort auf die Frage 1):
a soll so hoch wie moglich gesetzt werden, denn:

M=E(X@E) —h(X(t))=01—-a)E(X(t)—0 fir a—1.

Dann aber verschwindet die Notwendigkeit einer Riickversiche-
rung, weil deren Anteil gegen 0 strebt. Somit soll @ nicht zu hoch,
aber auch nicht zu niedrig gesetzt werden.

Antwort auf die Frage 2):
Jetzt sei p(z) eine in  monoton fallende Funktion, und es gelte
zusétzlich

Fx(@) < plz), Va.

Das Ziel ist es, ein a zu finden, bei dem
P((1—a)X(t) >mz) <€

fiir ein vorgegebenes zy > 0 und ein kleines vorgegebenes ¢ > 0.
Eine hinreichende Bedingung dafiir ist, dass

To \ = T T
(s ) T (2 <o (525) o

Daraus und der Tatsache, dass ¢ eine monoton fallende Funktion

ist, folgt:
1 Zo
<
(p (E) =X 1 —a
T
=1—a <
p~1(e)
To
oder a > 1-—
- p~L(e)

Also soll a nicht zu niedrig gesetzt werden.

4.3.4 Vergleich zusammengesetzter Verteilungen

In diesem Abschnitt werden Vergleiche des Gesamtschadens bei verschie-
denen Portfolios vorgenommen. Mathematisch ausgedriickt seien zwei un-
abhéngige Portfolios mit den Gesamtschiden

N N’
X:ZUZ und X':ZUZ'
=1 1=1

gegeben. Falls N < N' und U; < U}, Vi € N, folgt daraus X < X'? Um diese
Frage beantworten zu koénnen, sollten wir prézisieren, in welchem Sinne die
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Ungleichungen zu verstehen sind. Abschétzungen des Gesamtschadens sind
fiir die Anwendungen wichtig, weil daraus die oberen bzw. unteren Schranken
fiir die Verteilung des Gesamtschadens herzuleiten sind (vgl. Beispiele im
§4.3.2).

Auf dem Raum der Zufallsvariablen fithren wir zunichst zwei Ordnungen
ein:

Definition 4.3.2. Seien X und Y zwei Zufallsvariablen. Man sagt, dass

(o) X <4 Y, d.h., X ist stochastisch kleiner als Y, falls fir alle nichi-
fallende Funktionen g : R — R mit g(z) < g(y), Vx < y, fir die
Eg(X), Eg(Y) < oo ist, gilt:

Eg(X) < Eg(Y).

(b)) X <q Y, d. h., X ist kleiner als Y beziiglich der Stop-loss-Ordnung,
falls EX, < oo, EY, < oo und fir eine beliebige nichi—fallende,
konveze Funktion g : R — R, fir die E g(X), Eg(Y) < oo, gilt

E(9(X)) < E(g(Y)).

Dabei versteht man unter einer konvezen (konkaven) Funktion g:R —
R eine Funktion, fiir die gilt:

Va€[0,1], Vai,z2 € R: ag(z1) + (1 — a)g(z2) > g(azi + (1 —a)zs),
bzw.
Vae[0,1], Vzi,22 € R: ag(z1) + (1 — a)g(z2) < glazs + (1 — a)za),

siehe Abbildung 4.3.2 und 4.3.3. Dies wird so interpretiert: g(¢) ist kleiner
oder gleich bzw. gréfer oder gleich dem Wert an der gleichen Stelle ¢ aus dem
Segment [g(z1), g(z2)], wobei t = az1 + (1 — a)zo € [z1, z2]. Spéter werden
wir sehen, dass die Stop—Loss—Ordnung eng mit der Stop—Loss—Pramienregel
verbunden ist. Daher kommt auch der Name selbst.

Zunichst werden wir die Eigenschaften der Ordnungen untersuchen.

Satz 4.3.3. Seien X undY zwei Zufallsvariablen definiert auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, P). Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. X<aY

2. Es existieren ein Wahrscheinlichkeitsraum (', F', P') und Zufallsva-
riablen X', Y' definiert auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum so, dass

x4 X, Y 2Y und X' <Y’ f-s. (Kopplung).

3.V €R: Fx(z) < Fy(x), wobei Fx(z) = P(X > z) und Fy(z) =
P(Y > z).
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T A YA
/g (x.)
gt)
0 ;11 C ®y }x 0 ®,. t X; >x
Abbildung 4.3.2: g - konvex Abbildung 4.3.3: g - konkav

Beweis. 1) = 3) = 2) = 1)

1) = 3): Folgt aus Definition 4.3.2 mit g(y) = 1{y > z}:

gyl
ol ~ }Y

In der Tat gilt, da. ¢ monoton nicht—fallend ist:
Eg(z) = E1{X

3) = 2): Sei Z eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable, definiert auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q', F', P'). Seien Fy'(y) und Fy '(y) die
Quantil-Funktionen der Verteilungen von X und Y:

Fx(y) = inf{z: Fx(z) >
Fy (y) = inf{z: Fy(z) >
Definieren wir: X' = F5'(Z), Y! = Fy'(Z). Offensichtlich gilt X' £ X,
y' 4 Y, denn:

P(X' < z)=P(Fy'(Z) < z) = P(Z < Fx(z)) = Fx(x)
Fiir Y’ gilt dies genauso. Weiterhin gilt:

X' =inf{z:Fx(z) > Z} <inf{z: Fy (z) > Z} =Y fs.,



90 KAPITEL 4. GESAMTSCHADEN

denn aus 3) folgt, dass

Hieraus folgt, dass ein z( existiert, so dass:

Fx (zo)

< Fy(z0) <
Z} < inf{z:Fy(z) > Z}.

inf{x : FX( ) =

Somit ist 2) bewiesen.

2) = 1): Fiir alle monoton nicht—fallende Funktionen g(z) gilt:
Eg(X)=Eg(X')<Eg(Y')=Eg(Y),

denn aus 2) folgt, dass g (X') < g (Y’) f.s. Daraus ergibt sich, dass X <y
Y. U

Bemerkung 4.3.2. 1. Dieser Satz gibt uns eine Vorstellung davon, wa-
rum die stochastische Ordnung in der Risikotheorie eine wichtige Rolle
spielt. Und zwar, um die Verteilung des Gesamtschadens X von unten
und von oben abzuschdtzen, d.h. Verteilungsfunktionen Fx,(z) und
Fx,(z) zu finden, so dass Fx,(r) < Fx(z) < Fx,(x) gilt, geniigt es,
Zufallsvariablen X1 und Xo zu konstruieren, fir die X1 <g X <ga Xo
gilt, und deren Verteilungsfunktionen Fx,(x) explizit berechenbar sind.

2. Die Konstruktion 2) des Satzes 4.3.3 heifst Kopplung oder Coupling
auf Englisch. Es werden ndmlich die Zufallsvariablen X und Y da-
durch gekoppelt, dass man ihre Versionen X' und Y' auf demselben
Wahrscheinlichkeitsraum (', F', P') konstruiert. Diese Idee spielt ei-
ne wichtige Rolle in der Theorie der stochastischen Prozesse.

Satz 4.3.4. Seien X undY zwei Zufallsvariablen definiert auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, F, P). Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. X<qY

2. Es existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (', F', P') und Zufallsvaria-
blen X' undY' definiert auf (U, F', P'), so dass X' 4 X, Y 1Y und
X'<E(Y'|X') f.s. (Kopplung).

S VreRgilt E(X—z) <E(Y -z,

Beweis. 1) = 2) = 3) = 1)
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1) = 2) Ohne Bewelis.

2) = 3)

E (X —=x)

N

N

welil fiir alle Zufallsvariablen ¢ gilt:

max{/gdp} < /max{g,o} dpP.

In der Tat gilt:

max{/gdp,o}

max {o,/g+ dP—/g dP}
/f+ ap

/ max {¢,0} dP

3) = 1) Sei g eine monoton nicht-fallende, konvexe Funktion.

(a) Nehmen wir zunichst an, dass g(—o0) > —oo.

ﬁbungsaufgabe 4.3.5. Zeigen Sie, dass fir eine nicht—fallende, kon-
vexe Funktion g(z) mit g(—oo) > —oo folgendes gilt: Es existiert
Yz € R immer eine endliche, rechte Ableitung, die positiv ist:

0 < d(z+)

lim
Tr—r—00

g'(z+)

gz +1) —g(z)

lim TV =90 o und (4.3.5)
t—+0 t

lim ¢'(z+)-z=0. (4.3.6)
T—r—00

Wir wollen zeigen, dass Vx € R:

g(~00) + / (2 — 1), dg'(t+)
R
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In der Tat gilt:

T

@) = gl-oo)+ / §'(t+) dt

= g(o0) + g () £ [Fa — / tdg (t+)

=  g(-0)+g'(z+) -z~ lim g’(t+)-t—/tdg’(t+)
t——00
N—— _x

=0aus (4.3.6)
(4.36) g(—oo)+a:/dg'(t+)— /tdg’(t+)

T

= g(-o0)+ / (2 — ) dg'(t+)

—00

= g(-o0)+ / (2 — 1) dg(t4)

R
Dann gilt folgendes:
EgX) = [ gle)dFx(a)
/
= g0+ [ [0 dg (4 dPx @
R R
Fubini ooy / / (z — 1), dFx(z) dg'(t+)
R R

NE
=N

|
g
+

/
Fubini g(—oo)+/ / (=) dg'(t) dFy ()
R R

(b) Falls g(—o0) = —o0,s0 betrachten wir

gﬂ(t) = ma’x{_na g(t)} ; NE N.
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Offensichtlich ist g,(¢) monoton nicht—fallend und konvex und
gn(—00) = —n > —oo. Dann gilt mit dem Satz von Lévy iiber die
monotone Konvergenz und nach a):

n—o0

Eg(X) = lin [ 9.() dFx(z) < lim [ gala) dPy () = Eg(Y)
R R

Daraus ergibt sich, dass E g(X) < Eg(Y).

O

Bemerkung 4.3.3. Seien X und Y die Gesamtschdden eines Erstversiche-
rers. Dann bedeutet X <4 Y genau E(X —a)y < E(Y —a)4+, Ya >0, d. h.
die Stop—Loss—Prdmie des Rickversicherers fir die Versicherung von X ist
kleiner als die Stop—Loss—Pramie fir die Versicherung von Y.

Satz 4.3.5. Seien {U; : i € N} und {U] : i € N} zwei Folgen von uiv
Risiken und N und N’ seien die Schadenanzahlen in den Portfolios mit den
Schadenhéhen U; und U], unabhingig von {U; : i € N} und {U] : i € N}.
Seien X = SN U; und X' = vazll U, die entsprechenden Gesamtschiden.
Dann gilt:

1. Falls Uy <o UL, VieN, N <y N' = X <g X'
2. Falls U; <4 UZI, VieN N gy N = X g X'

Beweis. (a) Beweisen wir die Aussagen 1) und 2) zunéchst fir N = N’ =
n = const. Teil 1) kann leicht und direkt mit dem Kopplung—Argument
bewiesen werden, vgl. Satz 4.3.3 2). Wir werden hier allerdings einen
allgemeinen Ansatz angeben, der sowohl fiir <, wie auch fiir <4 funk-
tioniert. Sei g (z) eine monoton wachsende (konvexe) Funktion. Dann
gilt:

()

/ 91+ -+ yn) dFus (1) - . dF, (y)
Rn

— //g(a+yn)dFU(y)dFU(yn—1)-"dFU(yl)

Rn—1 R

_ / E(g(a +Un)) dFy(yn-1) - - dFu(y1) ,
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wobei a = E?;ll 1y; sei. Dann gilt weiter mit Hilfe der Definition 4.3.2:

/’Emw+vmwﬂm%4yuwwwn
Rn—1

< /E@mumw%@deﬁm)
Rnfl

= /9 (Zyz) dFy (yn) dFy (yn-1) - - . dFu(y1)
R™ =1
n—2
= / Eg (Zyi+yn+Un—1> dFy (yn) dFy (yn—2) - - - dFy (y1)

Rn—1 1=1

N

. < /g (Z?h) dFy; (y1) - - - dFyy, (yn)
R7

=1

. EQ<ZU) |

Beim vorletzten Rechenschritt wurde dabei eine Induktion nach n vor-
genommen. Daraus folgt:

n n
Z Ui <stysi Z Ui (4.3.7)
i=1 i=1

(b) Beweisen wir nun den Satz fiir allgemeine N und N':

1) Fiir alle monoton wachsenden Funktionen g(z) ist

n
¢(n)=Eg (Z Ui)
i=1

eine nicht—fallende Funktion in n. Somit gilt:

N oo

Eg(X)=Eyg (Z Ui) = (k) pr = Ep(N).

i=1 k=0

Mit Definition 4.3.2 gilt dann:
o0
E@(N) < E@(N') =Y o(k)p} -

Aus (4.3.7) folgt:

k k
p(k)=Eg (Z Ui) <Eyg (Z Ul) = ¢/ (k)

i=1
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und somit ergibt sich:

o0 oo N’
> k) p <@ (k)pl, = Eg (Z U{) =EX'
k=0 k=0 =1

Hiermit wurde gezeigt, dass
X < X'

2) Sei g(z) eine konvexe, monoton wachsende Funktion. Dann ist
auch ¢(n) wachsend. Beweisen wir, dass ¢ konvex ist:

360 + 0 +2) 3 (HEED) s

oder dquivalent dazu
on)+en+2)>29p(n+1) YneNU{0}.

Ubungsaufgabe 4.3.6. Zeigen Sie, dass fiir eine konveze Funk-
tion h(z) gilt:

Vz,y20: h(z+y)+ h(0) > h(z) + h(y) - (4.3.8)

Wenn wir

h(z)=Eg (ﬁ:Ui—Fm)

i=1
setzen, so ist sie auch konvex, weil g(z) konvex ist. Fiir z = Uy, 41
und y = Up 42 gilt mit (4.3.8) und mit Hilfe des Erwartungswerts:

Eh(Un_H + Un+2) + h(O) > Eh(Un_H) + Eh(Un+2)
oder dquivalent dazu
on+2)+p()Z>en+1)+pn+1).

Somit ist die Konvexitdt von ¢ bewiesen. Der Rest des Beweises
ist Standard:

Mit N <4z N’ folgt, dass
Ep(N) < Ep(N')

und aus U; <4 U] ergibt sich Vi:

p(n)=Eg (Z Ui) S Eyg (Z U;) =¢'(n).
1=1 i=1
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Hieraus kénnen wir nun folgern:

N [e'e}
Eg(X) = Eg (ZUi>:Z(P(k)pk:E<P(N)

k=0

o0 o0
< Bo(N') =Y ok)p, <Y ¢'(k) p}

NI
= Eg (ZU{) —EX'
i=1
und somit haben wir gezeigt, dass

X <qgX'.

4.3.5 Die grofleren Schiden eines Portfolios

Ahnlich zum Fall der subexponentiellen Risiken, gibt es oft einen einzel-
nen grofien Schaden, der einen betrichtlichen Einfluss auf die Gesamtscha-
denshohe des Portfolios hat. Deshalb besitzt ein Aktuar grofies Interesse an
der Verteilung von grofleren Schiden eines Portfolios.

Um dies zu prézisieren, seien Uy, Us,...,U,,... > 0 die positiven Risi-
ken eines Portfolios, die alle uiv mit Verteilungsfunktion Fyy(z) = P(U; < z)
sind. Um ein kollektives Modell der Risikotheorie zu betrachten, bezeichnen
wir mit N die zufillige Schadenanzahl im Portfolio, wobei N und {U; : i € N}
unabhiingige Zufallsvariablen seien.

Seien U(y,...,U) die Ordnungsstatistiken der Schadenhihen, d.h.
U < U < -.. < Ugyy- Uns interessiert die Verteilung des k-grofiten Scha-
den Uy f41) mit k& € N. Zum Beispiel ist der groBte Schaden Uy) durch
k =1 gegeben, der zweitgréfite Schaden ist Uy_y), usw. Fir N < k — 1
setzen wir Uy _g41) = 0. Der Einfachheit wegen betrachten wir zunéchst
den Fall eines deterministischen N = n, z. B. eines individuellen Modells. Im
Folgenden machen wir von Lemma 4.3.2 Gebrauch, das in Statistik bewiesen
wurde:

Lemma 4.3.2 (Verteilung der Ordnungsstatistiken). Seien Uy,...,U,
eine Stichprobe von wiv Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion Fy(x). Fir
jedes m € {1,...,n} gilt:

PO <0 =Y. (})Fb@0-Foorr ¥ @39
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bzw.

Fy(x)

n! 1 nm
0

Dabei kann die letzte Formel auch wie folgt geschrieben werden:
Fy(z)

/ (T—y)" "dy™

0

n
m

P(Upmy < ) = (

Ubungsaufgabe 4.3.7. Beweisen Sie das obige Lemma.

Hinweis:

Formel (4.3.9) folgt aus der Binomialverteilung von Vi, (z) = #{i : U; < z}.
Formel (4.3.10) kann durch Induktion nach n bewiesen werden.

Folgerung 4.3.2. Im Einzelnen gilt:
PUypy<z) = 1-(1-Fy(z))"
P{Un <z) = Fj(2).

Indem wir das obige Lemma benutzen, kénnen wir Ergebnisse iiber die
Verteilung von Uy 1) fiir eine allgemeine Zufallsvariable N beweisen:
Satz 4.3.6. Sei EN™ < oo fiir alle m € N. Dann giltVk > 1 und Vx > 0:

1
PO <0) = 1= =gy [ @WW0-9ay. @31
Fy(z)

Falls alle U; absolut stetig verteilt sind, dann kann (4.3.11) wie folgt ge-
schrieben werden:

1
(k—1)!

P(Uypin) <) =1 / 3 (Fy (1) (1 — Fy(y))* " dFy(y)

Beweis. Mit Hilfe des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit gilt V& > 1 und
Vz > 0:

P(Un—+1) < 7)

= ZP(U(n—k—}-l) <z):P(N =n)
n=0
k—1
= Y P(N=n)
n=0
00 Fy(z)

+Z7c(”—k)7;(!k—1)! !y”k(l—y)kldy-P(N:n),
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wobei die erste Summe im letzten Ausdruck aufgrund von U(;, g41) = 0 und
die zweite Summe mit (4.3.10) gilt, wenn man m = n — k + 1 setzt. Weiter
gilt:

k—1 00 Fy(z)
P =+ 3 o g [ =t Py =)
n= n= 0
= 1- i P(N =n)
n=~k

\n:k I
)
1 FU(.’[)
_ 1 _ ~(k) k-1
= 1 Tk+(k_1)! /gN (y)Q—y)" dy, (4.3.12)
0

da die erzeugende Funktion gn (s) = E s”, |s| < 1 analytisch fiir |s| < 1 ist.
Somit gilt die Formel

[e's)
k n! n—
/g\(N)(S):Z(TL—k)'S k'pna |3|<]-

n=k
auch fiir s = 1, da wir angenommen haben, dass E N < oo fiir alle m € N:
d®1)=E[N(N-1)-...-N(N -k +1)].

Die Reihenfolge der Summation und Integration kann vertauscht werden, da
die Reihe fiir |y| <1

g (- k)?(!k LA A

< 2”(”—1)(71—2)-----(“—’““)'P(N:”) (k—ll)'
_ (k_ll)'E[N(N—l)-...-(N—kJrl)]

< (k_ll)'ENk<oo

gleichméBig auf y € [0, Fy(x)],Vz und V Fy(z) < 1 konvergiert, wobei bei
der ersten Abschitzung die Tatsache verwendet wurde, dass |y| < 1 ist.
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Wenn wir nun in (4.3.12) £ — oo nehmen wo erhalten wir:

o0
|/ nldy’
0

und somit gilt

P(UN-k+1) < 2)

1 Fy(z)

= 1 | [ e - [ 0w -nta
0 0
1

= 1—(k_11), /ﬁ(ﬁ)(y)(l—y)’“ dy,

und (4.3.11) ist bewiesen. Falls die Verteilung von U; absolut stetig ist,
dann ist Fy7(z) monoton, und wir bekommen nach dem folgenden Wechsel
der Variablen y = Fy(¢) in (4.3.11):

P@Uw-ry <0 = 1= 5= [ 3 (R = ()" dFy (0
]
Folgerung 4.3.3. (a) P(Un) < ) = gn(Fu(z))
(b) Auflerdem gilt:
) _ 1 i n~(k) k-1
E (U(N—k+1)> = m/ﬂﬂ gy (Fu(z))(1 — Fy(z))" " dFy(z).
’ (4.3.13)

In den meisten Fillen ist es nicht trivial (selbst fiir einfache Verteilungs-
funktionen von N und U) die Integrale in (4.3.11) und (4.3.13) explizit zu
berechnen (vgl. Ubung 4.3.8).

Ubungsaufgabe 4.3.8. Zeigen Sie, dass:

(a) Fiir N ~ Poisson(\), U; ~ Exp(a) gilt

1
EUly g1 = '/ —logz)"zF 1 dz .
0
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(b) Fiir N ~ Poisson()), U; ~ Par(a) gilt

1

Mk _ —1—

EUlN_j1) = = 1! /e Az gh—l-n/a g
0

Dieses Integral konvergiert nur fir n < ak

4.4 Rekursive Berechnungsmethoden

In diesem Abschnitt betrachten wir einige rekursive Methoden zur schnel-
len Berechnung der Verteilung des Gesamtschadens. Wir nehmen innerhalb
dieses Kapitels an, dass die Risiken U; eine diskrete Anzahl an Werten
ag,ai,as, ... f.s. annehmen. Diese Annahme ist in der Praxis plausibel, da
die Schiden meistens auf eine bestimmte Wihrungseinheit aufgerundet wer-
den, z.B. a; = a - i, wobei a = 1 Euro sei. Dariiber hinaus miissen bei der
digitalen Speicherung von Informationen alle Schiden diskretisiert werden.
Spéter werden wir 0.B.d.A. annehmen, dass a = 1 ist, d.h. U; € NU{0} {.s.

Warum benétigen wir solche schnellen Algorithmen? Um diese Frage zu
beantworten, werden wir die Komplexitiat von direkten Berechnungsmetho-

den der Verteilung des Gesamtschadens analysieren. Laut Formel (4.3.1) gilt
im kollektiven Modell:

Fy(s) = P(X <) =Y ppFit(a).
k=0

In der Praxis gilt:
dng>0:pp, =P(N =n0) >0, pre+k =0, VE>0,

d.h., die Anzahl der Schiden ist f.s. endlich. Wieviele Operationen (Multi-
plikationen) werden benétigt, um

Fx(n) =) piF*(n)
k=0

zu berechnen, unter der Voraussetzung, dass alle Schiden U; diskrete Zu-
fallsvariablen sind? Zuerst sollen wir

n
Ff;k(n)zzq:k7 Vk:Oa"'anOavn<n0
=1
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berechnen, wobei

k
@F = P(ZUj:z')
— ZPUk_l ZUJ_n—l
= Zq qn(kf

Bei der zweiten Gleichheit wurde die diskrete Faltungsformel verwendet. Fiir
die Berechnung aller ¢;*,i = 1,...,n bendtigt man O(n?) Operationen Vk >
*(k—1)

1: Vorausgesetzt, dass q; berechnet worden sind, besitzt die Berechnung
von qz’C die Komplexitit 7, + = 1,...,n. Damit ergibt sich, dass wir eine
Komplexitit von
n(n+1
1+2+...4n= % = 0(n?).

an Operationen bendtigen, um g;* zu berechnen. Die Berechnung von Fy¥(n),
Vk =0,...,no bendtigt dieselbe Komplexitit O(n?) an Operationen. Damit
ist die gesamte Komplexitidt an Berechnungen fiir jedes k£ = 0,...,n¢ durch

(Z k2> ( n+ 1)6(2n + 1)) o)

gegeben. Falls n = 100.000 Euro (eine durchaus plausible Summe als Scha-
denhdhe) ist, so benétigt man O(n®) =~ 3,3 - 10'* Multiplikationen und
zusitzlich ungefihr 10'° Additionen.

Fazit: Die direkte Berechnung von Fx (n) benétigt O(n®) Operationen.

Wie konnen wir dies verbessern? \

Exakte, schnelle, rekur- Niherungen

sive Berechnungsmetho- sind sehr schnell, aber nicht

den: genau. Durch den Fortschritt

Algorithmen von De Pril, der Computertechnologie ha-

Panjer, usw. haben eine Kom- ben diese Niherungen den

plexitit von O(n?). Vorteil der Zeitersparnis ver-
a loren und sind kaum noch in

Gebrauch.

Im folgenden werden wir exakte Algorithmen betrachten.
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4.4.1 Individuelles Modell: Algorithmus von De Pril

In einem Portfolio mit n Schiden/Policen werden alle Risiken in ab Gruppen
Sij, i =1,...,a, j =1,...,b eingeteilt. Jede Klasse S;; enthélt n;; Policen
Uijk, k = 1,...,n4j, die uiv Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion

i) = (1—6)500) + 63 6
k=1

sind, wobei §; = P(U;;p > 0) die Wahrscheinlichkeit eines positiven Scha-
dens mit 1 — 0; = P(Ujjp = k), k = 1,...,m; ist, m; die mazimale Scha-
denhohe darstellt und p,(:) = P(Uijr = k), k =1,...,m; die Wahrscheinlich-
keit ist, k positive Schiden zu produzieren, unter der Bedingung, dass ein
positiver Schaden auftritt.

Aus dieser Notation ergibt sich, dass

a b
=YY

i=1 j=1
ist und der Gesamtschaden wie folgt dargestellt werden kann:

a b Nij

X" =3"N"N Uy

i=1 j=1 k=1

Wenn wir durch
a b
m= E E NgjMy
i=1 j=1

die maximale Gesamtschadensumme bezeichnen, so ist diese erreichbar.
Da alle Ujjj uiv innerhalb jeder Klasse S;; und auch unabhingig iiber alle
Klassen sind, gilt fiir die erzeugende Funktion g(s) von X®¢:

a b m; ) ij
)= TTIT (10550
k=1

i=1j=1
In der Tat gilt:
a b MNij
§(8) = H H H §Uijk (5) ’
i=1j=1k=1

wobei

G () = (1-67)s° +0; > pis!.
=1
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Beispiel 4.4.1. In der Lebensversicherung haben die oben eingefihrten Va-
riablen die folgende Bedeutung:

Uijk — Summe, die an die Familie im Falle des Todes der versicherten
Person gezahlt wird

n — Anzahl der versicherten Personen

m; =1 — Deckungssumme der Police von der Gruppe i,i=1,...,a

a — Anzahl der verschiedenen Deckungssummen

0; — Wahrscheinlichkeit im Alter j, j = 1,...,b zu sterben

b — erlaubtes Hdéchstalter

njj — Anzahl der Policen in der Altersgruppe j mit Deckungssumme m;

pg) = §; — die ganze Summe wird auf einmal zum Zeitpunkt des Todes
ausbezahlt

Folgender Algorithmus ermoglicht die rekursive Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten py, = P(X" = k), k=0,...,m

Satz 4.4.1. Fir die Wahrscheinlichkeiten {pj}T , von X gilt:

(1-86, )Zl 175 ynd

-

bo =
i=1
1 a b
Dk EZZ Z]UZ] k=1,...,m,
=1 =1 (4.4.1)
wobei
L S Ut — vk — D), h=1,..m
vij (k) = =
0, sonst
und p, = v;;(r) =0, fir alle r < 0.
Beweis.
a b b
HH (1-6 ,n” H i1 i
=1j=1 j=1
Fiir den Rest des Beweises siehe [20] S.116-117. O

Bemerkung 4.4.1. In der Summe (4.4.1) lduft | von 1 bis min{k, m;},
wegen pi_; = vij(k —1) =0 firk—1<0.

Folgerung 4.4.1. Im Beispiel 4.4.1 (Lebensversicherung) gilt: pz(-i) =1 und
somit berechnet sich v;j(k) aus (4.4.1) wie folgt:
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0; . .
Uz'j(k:) = 1_‘70.(’&pk,i—’l]i]‘(k)—7l))a k=1,...,m. (4.4.2)
J

Dies ist eine numerisch effizientere Umformulierung (vgl. Ubungsaufgabe
4.4.1) (die auf Waldmann (1994) zuriickgeht) von folgendem Algorithmus
von DePril:

Folgerung 4.4.2 (Algorithmus von DePril). Im Falle pl@ =11 =
1,...,a ist py durch folgende Formel zu berechnen:

mln{a k} [k/7]

Z Zczlpk i (4.4.3)
i=1 =

0 \'
1- 6,

[z] = max{p e N:p <z}

der ganze Teil von x € R ist Nach wie vor ist py dem Satz 4.4.1 zu entneh-
men.

wobei

b
cii = (1)1 ny (
=1

und

Beweis. Sei

b
Po = po=JJ@1—6;xi=mi

7j=1
min{a,k} [k/i]

pr = 1 > Zczlpklz

i=1

eingefithrt wie in (4.4.3). Beweisen wir, dass sie mit py von (4.4.1)-(4.4.2)
iibereinstimmen. Setzen wir ¢;; ein:

mln{a k} [k/4]

b N
pr = Z Z DY " ng (1%0) Pk—1,i
i=1 j=1

b

1 min{a,k} b [k/1] 0. l
= % > D ongiy (-1 (1_]9) Pk—1,i 5

i=1 j=1 1=1

und fiir alle k & {1,...,n} setzen wir v;;(k) = 0. Da v;;(k) =0 fir k—i <0
n (4.4.2), geht die Summe in (4.4.1) von ¢ = 1 bis min{a, k}.
Beweisen wir, dass v;;(k) und p; denselben rekursiven Formeln wie v;;(k)
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und py geniigen, und somit v;;(k) = v;;(k) und py = py fiir alle k& gilt. In
der Tat ist:

0. [k/1] 9. \!-1
vij(k) = 1 _Jgj 1 Pk—i — 1 z:(—l)(l_l)Jrl (ﬁ) Pk—i—(1-1),i
1=2
[4]—1=[£1] !
0, . Y ' ! 0; .
= = et 27 P
1_93' ('ka i llgl (1) (1_9j) Pk—i l1,z>
51‘;'@*%’)
0

= 10 7 (i Pr—i — Vi (k — 1)) = vij (k) ,

wobei bei der zweiten Gleichheit die Substitution [y = [ — 1 vorgenommen
wurde. H

Bemerkung 4.4.2. Manchmal wird unter dem Algorithmus von DePril ein
Algorithmus zur rekursiven Berechnung von E X wverstanden, vgl. [21],
Seite 123.

Ubungsaufgabe 4.4.1. Beweisen Sie, dass fiir die Berechnung von py, die
folgende Anzahl von Multiplikationen R bendtigt wird (Komplexitit):

(a) Satz 4.4.1: R=0(b+ abk?)
(b) Folgerung 4.4.1: R=0(b+abk)

(c) Folgerung 4.4.2: R = O(b+ min{a, k}k>b)

4.4.2 Kollektives Modell: Algorithmus von Panjer

In diesem Abschnitt betrachten wir das kollektive Modell mit uiv Risiken
Ui, i € N, die auch null sein kénnen: g9 = P(U; = 0) > 0. Dies ist eine
Verallgemeinerung der Annahmen, die sonst fiir das kollektive Modell gelten
(Ui > 0 f.s.). O.B.d.A. wird auch angenommen, dass P(U; € NU {0}) = 1.
Sei N mit Verteilung pr = P(N = k) die Schadenanzahl unabhingig von
{U; : i € N}. Sie soll die Rekursionsformeln von Panjer erfiillen:

b
pk:(a-}-E)pk_l, VkEeN, a<l,beR

Aus dem Satz 3.5.1 folgt, dass

Poisson(\)
N ~ ¢ Bin(n,p)
NB(a;p)
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Sei ¢y = P(U; = k), k € NU {0}. Zeigen wir, dass, die Verteilung vom
Gesamtschaden X< = SN U

pi =P(X“ =k), keNuU{0}
folgendermaflen rekursiv berechnet werden kann:

Satz 4.4.2 (Diskreter Algorithmus von Panjer). Unter den obigen
Voraussetzungen gilt:

gn(q0) ; J=0
wobei
e M1—0) falls N ~ Poisson()\)

(I1-p—pg)", falls N ~ Bin(n, p)

P
—~ ), fallsN ~ NB(a,
1—qo +pqo> f ()

gn(q0) = (4.4.5)

Falls gy = 0, dann ist pé( =gn(0) = po.
Beweis. Fiir 7 = 0 gilt:

P = P(X* =0)

o0 n
_ p0+zp(zm:ouv=n)pn
=1

n=1

o
= po+ ) PUi=0,Yi=1,..,n)p,
n=1
o
= po+ Y 45 pn
n=1
= Q\N(QO);

wobei gg = P(U; = 0), Vi. Die konkrete Form von gn(qg) in (4.4.5) kommt
aus der erzeugenden Funktion fiir jede Verteilung von N.

Fiir j > 0 gilt, wobei an der Stelle (x) die Panjer—Rekursion fiir {p,}
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eingesetzt wird.

X
p; =

[
hE

<

~
*
~

NE

NE

weil

In der Tat gilt:

BERECHNUNGSMETHODEN

P(X*! = j)

P(ZUi:j‘N:n>pn
=1

*

q (n)pn

NE

1

3
Il

3
Il
-

b *(n
a —) o1,
n

3
Il
—

3
I
-

1:E<z
n J

n
j = E Uk\ZUizy)
i=1

k=1

n

E (Uk ‘ S U= j)
k=1 i=1

n

= nE (Ul‘ZUZ-:j) :

=1

n
ZU,-:j) )
=1

3

S

(a+
Ui | v . :
<a+bE (71‘ ZUFJ))pnmj(”),
=1

107

wobei die letzte Gleichheit aus der Tatsache folgt, dass alle U; uiv sind.

Weiterhin gilt, dass

P(Ulzk‘zn:Ui:]) — =
P (Buis

n

P(Ulzk,ZUi:j

)
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Die vorletzte Gleichheit gilt aufgrund der Unabhéngigkeit von U;. Daraus
folgt, dass

E (U1 | S0 = j)
=1

J n
ka(m :k‘ ZUi:j>
=1
w(n—1)

_ qu q]k

Insgesamt bekommen wir somit

X
b; =

> J k 4k - QJ k ) «(n)
- S p(vme| o +bz S L

:1

oo J
- Yy <a+b )qkqf"k D ot

n=1k=0
R (n-1)
= D a+b Zq] Pn-1
k=0

J k
= aqp; +Z(a+b )Qkp;(k

k=1

Daraus ergibt sich, dass

J
p;(l—aq) = Z(a+b )qka k

k=1
1 k
—— p] = 1_aq02(a+b >Qkp]k
U
Bemerkung 4.4.3. 1. Um in (4.4.4) eine sinnvolle Losung zu bekom-

men, die nicht identisch 0 ist, muss pg( # 0 sein, d.h. entweder gy > 0,
oder g9 = 0, py > 0. Dies ist aber in der Prazis stets erfillt, weil
ein Portfolio immer mit einer positiven Wahrscheinlichkeit schaden-
frei bleibt. Allerdings geht diese Wahrscheinlichkeit péf — 0 fiir sehr
grofe Bestinde n. Z. B. fiir n = 10.000 ist in der Prazis p§ ~ 10526,
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2. Die Komplegitit der Berechnung von pyX aus (4.4.4), falls p§,...px_,
schon berechnet worden sind, ist O(n). Somit ist der Gesamtaufwand
fiir die Berechnung von pX von Anfang an Q(nQ) Multiplikationen.

Beispiel 4.4.2. Betrachten wir einen Bestand von 100.000 Policen aus der
Lebensversicherung. Versichert sind Personen zwischen 30 und 49 Jahren.
Die Versicherungssumme betrdgt 10.000 bis 50.000 Euro. Versicherungssum-
men, die zum Ende eines Geschéftsjahres ausgezahlt werden miissen, kdnnen

1. eine Auszahlung im Todesfall in diesem Jahr

2. eine einzelne Auszahlung, falls die Mitglieder einer Risikogruppe fir t
Jahre tberleben

3. eine Pension/Annuitdt, die fir die iberlebenden Mitglieder einer Ri-
sikogruppe in diesem Jahr gezahlt wird,

sein. Dabei ist eine Risikogruppe eine Gruppe an Menschen, die bestimmte
statistische Angaben gemeinsam haben, z. B., wenn sie im selben Jahr ge-
boren wurden. In diesem Beispiel betrachten wir nur die Auszahlung, die in
1) und 2) erwihnt wurden, da sie Einzelzahlungen voraussetzen, wéihrend es
sich in 3) um regelmiffige Pensionszahlungen handelt.

Betrachten wir jeweils eine Versicherungsperiode von einem Geschdfts-
jahr. Das Alter, die entsprechende ,rechnungsmdfige oder ,theoretische®
Sterbewahrscheinlichkeit und die Anzahl der Versicherten in diesem Alter
sind in Tabelle 4.4.1 angegeben. Die Verteilung der Schadensumme in jeder
Altersgruppe ist gleich (vgl. Tabelle 4.4.2). Am Ende des Geschdaftsjahres hat
man festgestellt, dass die eingetretenen Sterbewahrscheinlichkeiten ungefdhr
um die Hilfte kleiner sind, als die theoretischen Werte.

Da die tatsdchlichen Sterbewahrscheinlichkeiten nur halb so groff sind,
wie die ,rechnungsmdfigen®, gehen wir in unseren Betrachtungen von ei-
nem in der Lebensversicherung tiblichen Uberschussbeteiligungssystem aus,
dem Todesfallbonus. Im Fualle des Todes wird die doppelte Todesfallsumme
fallig:

g\i |0 1 2 3 4 5  (x20.000 Euro)
¢ |0 0,35 0,25 0,2 0,15 0,05

Die Diskretisierung erfolgt in 20.000-Euro-Schritten. Somit ist die mitt-

lere Schadenanzahl (berechnet mit den ,tatsichlichen® Sterbewahrscheinlich-
keiten) EN = 167,34, E X = 3.848.800 - 2 = 7.697.600 Euro.
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Alter | Sterbewahr- | Anzahl der
scheinlichkeit Policen
30 0,00220 10.000
31 224 9.000
32 230 8.000
33 238 7.000
34 249 6.000
35 0,00259 5.000
36 272 5.000
37 288 5.000
38 306 5.000
39 326 5.000
40 0,00344 4.000
41 366 4.000
42 390 4.000
43 418 4.000
44 452 4.000
45 0,00493 3.000
46 542 3.000
47 601 3.000
48 664 3.000
49 789 3.000

Tabelle 4.4.1: ,rechnungsméifige* Sterbewahrscheinlichkeiten und Anzahl
der Policen

Versicherungs-
summe in Haufigkeit
in 10* Euro
1 0,35
2 0,25
3 0,20
4 0,15
5 0,05

Tabelle 4.4.2: Verteilung der Versicherungssummen in allen Altersgruppen
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x in Euro | P(X =x) Fx(x) x in Euro | P(X =x) Fx(x)
x - 107 x - 107

5,00 | 0,00000130 | 0,00000888 7,00 | 0,00826691 | 0,19301596
5,01 | 0,00000000 | 0,00000888 7,01 | 0,00000000 | 0,19301596
5,02 | 0,00000151 | 0,00001039 7,02 | 0,00847951 | 0,20149547
5,03 | 0,00000000 | 0,00001039 7,03 | 0,00000000 | 0,20149547
5,04 | 0,00000175 | 0,00001214 7,04 | 0,00868925 | 0,21018472
5,05 | 0,00000000 | 0,00001214 7,05 | 0,00000000 | 0,21018472
5,06 | 0,00000202 | 0,00001416 7,06 | 0,00889567 | 0,21908039
5,07 | 0,00000000 | 0,00001416 7,07 | 0,00000000 | 0,21908039
5,08 | 0,00000234 | 0,00001650 7,08 | 0,00909833 | 0,22817871
5,09 | 0,00000000 | 0,00001650 7,09 | 0,00000000 | 0,22817871
5,10 | 0,00000270 | 0,00001920 7,10 | 0,00929678 | 0,23747549

7,11 | 0,00000000 | 0,23747549

7,12 | 0,00949057 | 0,24696606
6,00 | 0,00042244 | 0,00462821 7,13 | 0,00000000 | 0,24696606
6,01 | 0,00000000 | 0,00462821 7,14 | 0,00967928 | 0,25664534
6,02 | 0,00045928 | 0,00508749 7,15 | 0,00000000 | 0,25664534
6,03 | 0,00000000 | 0,00508749 7,16 | 0,00986246 | 0,26650780
6,04 | 0,00049875 | 0,00558624 7,17 | 0,00000000 | 0,26650780
6,05 | 0,00000000 | 0,00558624 7,18 | 0,01003971 | 0,27654750
6,06 | 0,00054099 | 0,00612723 7,19 | 0,00000000 | 0,27654750
6,07 | 0,00000000 | 0,00612723 7,20 | 0,01021060 | 0,28675810
6,08 | 0,00058612 | 0,00671335 7,21 | 0,00000000 | 0,28675810
6,09 | 0,00000000 | 0,00671335 7,22 | 0,01037474 | 0,29713284
6,10 | 0,00063428 | 0,00734763 7,23 | 0,00000000 | 0,29713284

7,24 | 0,01053174 | 0,30766458

Tabelle 4.4.3:

Verteilung des Schadens nach Anwendung des Algorithmus

von Panjer — Teil 1
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x in Euro | P(X =x) Fx(x) x in Euro | P(X =x) Fx(x)
x-107 x 107
7,25 | 0,00000000 | 0,30766458 7,50 | 0,01178179 | 0,45502794
7,26 | 0,01068124 | 0,31834581 7,51 | 0,00000000 | 0,45502794
7,27 | 0,00000000 | 0,31834581 7,52 | 0,01180933 | 0,46683727
7,28 | 0,01082288 | 0,32916869 7,53 | 0,00000000 | 0,46683727
7,29 | 0,00000000 | 0,32916869 7,54 | 0,01182647 | 0,47866374
7,30 | 0,01095632 | 0,34012501 7,55 | 0,00000000 | 0,47866374
7,31 | 0,00000000 | 0,34012501 7,56 | 0,01183318 | 0,49049692
7,32 | 0,01108125 | 0,35120626 7,57 | 0,00000000 | 0,49049692
7,33 | 0,00000000 | 0,35120626 7,58 | 0,01182949 | 0,50232641
7,34 | 0,01119739 | 0,36240365 7,59 | 0,00000000 | 0,50232641
7,35 | 0,00000000 | 0,36240365 7,60 | 0,01181544 | 0,51414185
7,36 | 0,01130444 | 0,37370809 7,61 | 0,00000000 | 0,51414185
7,37 | 0,00000000 | 0,37370809 7,62 | 0,01179109 | 0, 52593294
7,38 | 0,01140217 | 0,38511026 7,63 | 0,00000000 | 0,52593294
7,39 | 0,00000000 | 0,38511026 7,64 | 0,01175653 | 0,53768947
7,40 | 0,01149034 | 0,39660060 7,65 | 0,00000000 | 0,53768947
7,41 | 0,00000000 | 0,39660060 7,66 | 0,01171190 | 0, 54940137
7,42 | 0,01156876 | 0,40816936 7,67 | 0,00000000 | 0,54940137
7,43 | 0,00000000 | 0,40816936 7,68 | 0,01165732 | 0,56105869
7,44 | 0,01163725 | 0,41980661 7,69 | 0,00000000 | 0,56105869
7,45 | 0,00000000 | 0,41980661 7,70 | 0,01159299 | 0, 57265168
7,46 | 0,01169566 | 0,43150228 7,71 | 0,00000000 | 0,57265168
7,47 | 0,00000000 | 0,43150228 7,72 | 0,01151908 | 0, 58417077
7,48 | 0,01174387 | 0,44324615 7,73 | 0,00000000 | 0,58417077
7,49 | 0,00000000 | 0,44324615 7,74 | 0,01143583 | 0,59560659

Tabelle 4.4.3: Verteilung des Schadens nach Anwendung des Algorithmus
von Panjer — Teil 2
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Nach der Anwendung des Algorithmus von Panjer bekommt man entspre-
chende Werte fiir die Wahrscheinlichkeiten pr, = P(X = k) und Fx(k) =
P(X < k), vgl. Tabelle 4.4.3. Zum Beispiel fir den gerundeten Erwartungs-
wert EX = 7.700.000 Euro bekommt man Fx(E X) = 0,5611, was dem
Unternehmen keinesfalls Sicherheit bietet, solvent zu sein.

Uber welches Sicherheitspolster soll das Versicherungsunternehmen verfii-
gen, um mit Wahrscheinlichkeit 0,99 zahlungsfihig zu sein? Die Antwort
dafiir gibt uns das 0,99-Quantil der Verteilung Fx (z). Die Grafik von Fx (z)
ist in der Abbildung 4.4.1 dargestellt. Man kann nun berechnen, dass
Qry (0,99) = 9.320.000 Euro, Qr, (0,999) = 9.880.000 Euro. Wenn man
von einem Nettoprdmien—Modell ausgeht, d. h., Pramieneinnahmen = E X,
so braucht das Unternehmen zusdtzlich eine Risikoreserve von Qp, (0,99) —
E X =1.620.000 Euro in Eigenkapital, um solvent zu sein.

Jetzt vergleichen wir die Rechenzeiten mit der Faltungsformel und dem
Panjer—Algorithmus:

‘ Panjer—Algorithmus ‘ Faltungsformel

Additionen 15.000 1.126.000.000
Multiplikationen 60.000 6.750.000.000
CPU-Zeit 1,5 Sek. 4.000 Sek.
Reale Zeit 5 Sek. > 5 St.
A
g
G
054+
8 6105 7:10% 810 910 107 x>
(Eur)

Abbildung 4.4.1: Verteilung des Gesamtschadens des groflen Musterbestands
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4.4.3 Stetige Version des Algorithmus von Panjer

Jetzt befreien wir uns von der Annahme, dass alle U; diskret verteilt sind.

Satz 4.4.3. Erfiille, nach wie vor, die Verteilung von N die Panjer—Rekur-
sion mit Parameter a und b:

b
pn:(a+ﬁ)pn—l neN,

und seien U; uiv mit Verteilungsfunktion Fy(z). Fir x > 0 erfillt die Ver-
teilungsfunktion Fx(z) des Gesamtschadens folgende Integralgleichung:

Fx ( ) p0+aFU*FX +b/ dFU( ) (446)

Fulls Fiy(0) = a > 0 ist, dann gilt:
atb

Fx (0) (1) " e aro
(0) =

(4.4.7)

ela—1)b falls a=0
Beweis. Sei Fyy (0) = 0. Laut (4.3.1), ist Vz > 0

[e 0]
Fx(z) = po+ Z F
n=1

ad b
= Do + Zl (a + E) pnlef}"(x)
n=

o
_ p0+azpnF5(n+1 +bZ *(n+1 (z)

n=0
= po+aFy*Fx(z)+bG(z ),

wobei
o

_ Pn *(n+1)
Glz) =S 2o prnth gy,
—nt 1

Dabei wurde bei der zweiten Gleichheit die Panjer—-Rekursion und bei der
dritten Gleichheit ein Variablenshift von n nach n + 1 vorgenommnen.

Per Definition gilt dann:
FF"@) = E1U +...4 Unpy < 2)
n+1
= F [ n-|—1 Z U<z
Zz 1 Z

n+1
S (Zw)]-

n+1

:ZE

J=1
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Da alle U; uiv sind konnen wir weiter schlieflen:

n+1 n+1
F{;(n-f—l)(x) — ZE Zn—l—l (ZU )]
j=1 =1
n+1
= (n+1)E Z”If (ZU )

o0

= n—|—1/

dFy(y)

i (v) dFy (y)
Auflerdem gilt

00 z T—Y

6@ = S/ [ AR (0) dF )
n=0 9 0
T T—Y 0
Y
- //y+d(§;; nFU<)> aFy (y)

wobei die Reihe

o0
> pnF(v)
n=0

gleichmifig in R konvergiert, da
o
> pn=1 und (F"(v)) <1.

Somit haben wir bewiesen, dass

T
Fx(x):p0+aFU*Fx(.’E)+b//y%de(’U)dFU(y),
0 O

d.h., (4.4.6) gilt.
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Sei nun Fy;(0) = a > 0. Dann gilt mit der Panjer-Rekursion:

Fx(0) = gn(a)

o
= D o'
n=0
o
= po+Z(a+ )pn Lo
n=1
oo
= +a a+ a”
» g( nﬂ)

Bei der vorletzten Gleichheit kénnen wir Integration und Summation ver-
tauschen, da die Reihe

gleichméiBig auf z € [0, 1] konvergiert. Somit erhalten wir die Gleichung

[0
gn(a) =po + aagn(a) +b/§N(x) dz .
0

Durch Differenzieren dieser Gleichung nach « erhalten wir:

~

gn(e) =agn(e) + aagy(e) +bgn(a).
Diese Differentialgleichung kénnen wir auch als das folgende Cauchy—Pro-

blem schreiben:
a+b (@)
l1—aa
1

%> ‘QI

(@)
~N(1)
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1. Seia # 0:
/\I
gN(a) _ / da
/Ag—N(a)da = (b+a) 1—aa+c
b
= loggn(e) = — :alog(l—aa)—l—c
& Gv(@) = e(1—aa)” %"

Da gn(1) = 1 = e(1 — a)~"s" gilt, folgt somit e = (1 — a)"s".

Insgesamt erhalten wir somit

1 bta
~ —a @
gn(e) = (1 - aa>
2. Sei nun a = 0:
gn(e) = bgn(a)
= gnla) = ce™
Hieraus und aus gy (1) = ce® = 1 folgt dann, dass ¢ = e, und
insgesamt ergibt sich
gv(a) = e,
Wenn wir unsere Erkenntnisse zusammenfassen, so erhalten wir das folgende
Ergebnis:
1 bta
N a a
() oo
FX (O) — a
eble—1) , a=0

O

Im folgenden wollen wir den Fall betrachten, dass die Risiken U; stetig
mit der Dichte fy(-) sind:

%m=/m@@.
0

Sei fy eine beschrankte Funktion. Dann hat die Verteilung von X ein Atom
in Null und eine stetig verteilte Komponente mit Dichte fx(:):

Eﬂ@zmux>m+/ﬁﬂw@,
0

wobei

Fx@) = pefiF ).
k=1
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Satz 4.4.4. Seien die Risiken U; stetig verteilt mit beschrdnkter Dichte
fuly). Falls die Verteilung der Schadenanzahl {p; : i > 0} die Rekursion
von Panjer erfillt, dann ist die Dichte fx(y) die eindeutige Lisung der
folgenden Integralgleichung

Z

fx@) = [(@+ Wi -y tp oo (@48)
0

auf dem Raum L'(0,00).
Beweis. siehe [20], S. 122-123. O

Beispiel 4.4.3. In diesem Beispiel vergleichen wir die Genauigkeit des dis-
kreten mit dem stetigen Panjer-Algorithmus.

Sei die Schadenanzahl N ~ NB(2,p), wobei p so gewihlt wird, dass
E N =100 gilt. Somit kdnnen wir p bestimmen:

2 50
00=EN=-""" & p=50—50p=p=—.
1—p 51

Sez’erﬁ die Einzelschiden U; ~ Exp(\) mit Parameter A = 1. Dann folgt aus
der Ubung 4.5.4, dass

Fx(z)=e 0PA1 _(1-p)?+p*(1—p)rz) z3>0.

Um den diskreten Algorithmus von Panjer anwenden zu konnen, missen wir
die Schadenhohen U; diskretisieren: U; = a [%], wobei a die Wahrungsein-
heit sei. In diesem Beispiel setzen wir a = 0,01. Fir den stetigen Algorith-
mus von Panjer brauchen wir folgende Konvention:

Fx(ka) = fx(t)dt
/

- 70 fx(t)dt — 7 fx(t)at

(k—1)a (k—1)a
~ Fx((k—1)a)—afx(ka) (4.4.9)

wobes

ka
/ Fx(t)dt ~ a fx(ka)
(k—1)a

aufgrund des Mean—Value—Theorems gilt.
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Zuerst miissen die Werte fx(ka) fir 1 < k < 1000 berechnet werden, in-
dem die entsprechenden Integrale in (4.4.8) diskretisiert werden. Dann wird
die rekursive Formel (4.4.9) benutzt, um Fx(ka) zu berechnen. Diese Er-
gebnisse sind in der Tabelle 4.4.4 angegeben. Es ist leicht zu sehen, dass
der diskrete Algorithmus von Panjer viel bessere Ergebnisse liefert als sein
stetiges Analogon. Dies liegt wahrscheinlich in dem mehrfachen Diskretisie-

rungsfehler in den Integralen (4.4.8) und (4.4.9) begrindet.

Fx(x) Fx(x) Fx(x)

x =ka | (theoretisch) | (diskreter Panjer) | (stetiger Panjer)
0,2 | 0,9994576849 0,9994670538 0, 9990879445
0,4 | 0,9992857597 0,9992971743 0,9989156727
0,6 | 0,9990998702 0,9991134705 |  0,9987294395
0,8 | 0,9989001291 0,9989160536 0,9985293566
1,0 | 0,9986866458 0, 9987050343 0,9983155350
2,0 ] 0,9974169623 0,9974497336 0,9970441967
4,0 | 0,9939091415 0, 9939807697 0,9935332344
6,0 | 0,9891960212 0,9893194873 0,9888171510
8,0 | 0,9833754927 0,9835632134 0, 9829937890

10,0 | 0,9765397011 0,9768035345 |  0,9761552479

Tabelle 4.4.4: Diskreter und stetiger Panjer—Algorithmus im Vergleich (a =
0,01)

4.5 Approximationen durch das kollektive Modell

In diesem Kapitel betrachteten wir zwei grundlegende Ansitze zur Model-
lierung des Gesamtschadens: das individuelle Modell

n
Xind — Z UZ )
i=1
wobei alle U; unabhingig und meist nicht identisch verteilt sind mit
Ui ~ (1 —6;)d0(-) + 0:Fv; (")

mit V; > 0 f.s. und das kollektive Modell

N
col E: i
X — UZ 5
i=1

wobei U] uiv, U} > 0 f.s. und {U] : i € N} unabhiingig von N sind.
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In der Praxis sind die Daten meistens in der Form von einem Portfolio
mit n Policen gegeben, also konnen sie in das individuelle Modell ange-
passt werden. Aus der Theorie wissen wir aber, dass das kollektive Modell
einfacher handzuhaben ist. Jetzt stellen wir uns vor, dass wir ein gegebenes
individuelles Modell durch ein passendes kollektives Modell ersetzen, so, dass

EXi'rLd — EXcol .

Welchen Fehler machen wir dann in der Verteilung des Gesamtschadens?
Um diese Frage zu beantworten, werden wir den Begriff einer Metrik auf der
Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle ein. Die Totalvariation fiir zwei belie-
bige Wahrscheinlichkeitsmafile F' und G ist wie folgt definiert:

d(F,G) = sup |F(B)-G(B)|
Be ™B(R)

wobei ™B(R) die Borel-o—Algebra der Mengen auf R ist. Die drei Eigen-
schaften einer Metrik werden erfiillt:

d(F,G)=0 & F=G
d(F,G)=d(G, F)

d(F,G) < d(F,H) + d(H,G)

fiir alle Wahrscheinlichkeitsmafie F, G und H auf R. Aquivalent dazu kann
man schreiben:
d(F,G)= sup (F(B)-G(B)),
Be ™B(R)

da die folgende Ungleichung gilt:
F(B) - G(B) < |F(B) — G(B)| = max{F(B) — G(B), G(B) — F(B)},
wobei

G(B)—F(B)=1-F(B)—(1-G(B))=F(B°) —G(B").
Dies fithrt zu folgender Aussage:

sup (F(B)—G(B)) < sup |F(B)—G(B)|
Be mB(R) Be ™B(R)
< sup (F(B)—G(B)).
Be ™B(R)
Weiter werden wir d(X,Y) an Stelle von d(Fx,Fy) schreiben, wobei
Fx(z) = P(X € B) und Fy(z) = P(Y € B) die Verteilungen fir die
Zufallsvariablen X und Y sind.

Das zentrale Problem der folgenden Betrachtungen liegt in der Schdtzung
von d(X™?, X!) fiir bestimmte kollektive Approximationen fiir das indivi-
duelle Modell.



4.5. APPROXIMATIONEN DURCH DAS KOLLEKTIVE MODELL 121

Lemma 4.5.1. Seien X1,..., X, und Yi,...,Y, unabhdngige Zufallsvaria-
blen. Dann gilt:

n n n
i=1 =1 =1

Beweis. Fiir beliebiges n wird der Beweis durch Induktion gefiihrt. Zeigen
wir die Aussage fiir n = 2.

d(X1 4+ X2, Y1 +Y3)

sup /FXI(B—QI FX2 d.’E /FY1 _-TFYg(de)
Be mB(R)
R R
sup /FX1(B FXz d.’l? /Fyl -z FX2(d‘T)
Be mB(R) R

+ / Fx, (B — 2) Py (dz) — / Fy, (B — 2)Fy, (dz)) -

R R

Dabei sind im letzten Term die beiden Summanden

gleich, da

/Fy1 (B—1z)Fx,(dz) und /FX2 (B — z)Fy, (dz)

/F(B—w)dG:/G(B—w)dF.

R R

Somit gilt weiter:

d(X1 + X2, Y1 + Y5)

N

IN

sup / Fx,(B — z)Fx, (dz) — / Py (B — o) Fy, (dz)
BemB®) | J

sup / (Fx,(B — ) — Fy, (B — 2))Fx, (dz)
BemBE) | )

+ sup | [ (Fx(B = o) = By (B - 2)) Py (da)
BemB(E) |

d(X1, Y1) / Fy, (dz) +d(Xy, V3) / Fy, (dz)

=1 =1
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Im folgenden werden wir drei verschiedene Niherungen fiir das indivi-
duelle Modell

n
X =30 mit Ui~ (1 0)d0() + 0iF ()
i=1

fir + = 1,...,n betrachten.

Beispiel 4.5.1 (Zusammengesetzte Poissonapproxiamtion). Wir wer-
den jedes Risiko U; durch eine zusammengesetzte, poissonverteilte Zufalls-

variable
N;

Yi=) Y

J=1

mit den Parametern (6;, Fy;) approzimieren. Seien Yi,...Y, unabhingig
voneinander. Dann ist laut Satz 4.3.2

n n N;
K= Yr=$ 3,
i=1 i—1 j—1

wieder eine zusammengesetzte, poissonverteilte Zufallsvariable mit Parame-
tern (0, F), wobei

0=> 0; und F()=>_ %FW(-) (4.5.1)
=1 =1

Beispiel 4.5.2 (zusammengesetzte Binomialapproximation). Ahn-
lich zum obigen Beispiel setzen wir

N
col §: !
X — UZ 9
i=1

wobei N ~ Bin(n,p) mit p = % und U} ~ F(-). 0 und F(-) sind wie in
Formel (4.5.1) gegeben.

Beispiel 4.5.3 (zusammengesetzte Negativbinomialapproximation).
Hier setzen wir
N
Xcol — Z U{ ,
i=1

wobei N ~ NB(n, £) und U] ~ F(-) mit Parametern p und F(-) wie in
den Beispielen 4.5.1 und 4.5.2.

Ubungsaufgabe 4.5.1. Zeigen Sie, dass die folgenden Feststellungen stim-
men:
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1. In den Beispielen 4.5.1 - 4.5.8 gilt:
) n
Ex™ = EX“ =Y 6,EV,
i=1
Var X < Var X

n n
Var Xt = Z 0,EV;? — Z 07 (EV;)?
=1 =1

2. Speziell ist die Varianz von X wie folgt gegeben:

n
( S 6EVZ im Poisson-Fall
=1
2
n n
Var X = { > 0,E V? — % (Z 0;E VZ) , im Binomial-Fall
i=1 i=1 9
n n
Y. 0;EV? + % (Z 0;F Vi) , im Negativbinomial-Fall
\ =1 ]

Il
—

7

und somit folgt aus der Dispersionierung der Verteilungen

VarX%oiln < VarXICJO(fi < VarX]C\?]lg

Satz 4.5.1. Es gilt die folgende Fehlerschranke fiir die Poisson—Approzima-
tion aus Beispiel 4.5.1:

n
d(xid, X0 <67 (4.5.2)
=1

Beweis. Da X4 =" U; und X = 3" | V; benutzen wir Lemma 4.5.1
um

n
d(Xind,le) < Z d(Ui,Yz‘)
=1

zu erhalten. Jetzt miissen wir noch zeigen, dass
d(U;,V;) <0, Vi=1,...,n
ist. Tatséchlich gilt:

Be mB(R)

wobei

Fy,(B) = Fy;(B) = (1 —0;)00(B) + 0;Fy;(B)

2

o
, . o
- (N%&O(B) +6;e % Fy(B)+ > :—kz| e(’zF:;.k(B)) :
k=2 "
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wobei wir hier die Tatsache benutzt haben ,dass

N;
Y, = ZYU mit N; ~ Poisson(6;) und Yj; ~ Fy,(:).
=1

Da die Summe

= oF —0; ok

> e FEB)

k=2
positiv ist, kénnen wir die folgende Abschitzung vornehmen:

Fu,(B) — Fy(B) < (1-6;—¢™)do(B) +6; (1- ™) Fy(B)
< 0 (1 . e*”i) Fy.(B),

wobei beim letzten Rechenschritt die Ungleichung 1 —z —e™* <0, V2 > 0
benutzt wurde. Es kann bewiesen werden, dass f(z) = 1 —z — e™” eine

monoton fallende Funktion mit f(0) = 0 ist. Wenn wir nun noch einmal die
Tatsache benutzen, dass 1 — e™® < z ist, so sehen wir, dass

Fy,(B) ~ Fy(B) < 0;(1—¢%) Fy(B)
< 0?Fy.(B) < 67.
Somit haben wir bewiesen, dass
d(U;,Y;) < 6}
U

Laut Satz 4.5.1 ist der Approzimationsfehler in (4.5.2) klein, falls 6; <<
1 .

—= sind, d. h.:
\/ﬁ n

ZG?—)O fir n—o0.

i=1
Fiir grofle Portfolios bedeutet dies, dass die Wahrscheinlichkeiten 8; des Ein-
tretens eines Schadens sehr klein sind. Die Schranke (4.5.2) kann verbessert
werden, falls ein homogenes Portfolio vorliegt, d.h. die V; sind uiv Zufalls-
variable (Fy;(-) = Fy(-), Vi=1,...,n), und )7 ; 6; > 1 gilt:

Satz 4.5.2. Fir ein homogenes Portfolio gilt fiir die zusammengesetzte
Poissoapprozimation von X™4:

d(Xcol Xind) < Z?:l 922
’ h 22:191'

Beweis. siehe [20], S.135-137. O
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In der Praxis wird die Bedingung Y ", 6; > 1 fiir groBe n (d.h., % <
0; << in, Vi) oft erfiillt.

Bemerkung 4.5.1. In der Literatur sind wesentlich bessere Approxima-
tionen gegeben, wie z. B. die Kornya—Approzimation auf Basis der Fourier—
Transformation, siehe [3], [8], [11] und [20] fir weitere Einzelheiten. Nichts-
destoweniger hat die Bedeutung von diesen Approzimationen mit der immer
besser werdenden Computertechnologie abgenommen, da effiziente Berech-
nugsmethoden wie der Algorithmus von Panjer bessere Ergebnisse erzielt.
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Kapitel 5

Simulation

In Kapitel 4 haben wir gesehen, dass selbst unter sehr eingeschrankten Vor-
aussetzungen die Berechnung der Verteilung des Gesamtschadens nicht im-
mer analytisch moglich ist. In der Praxis werden oft komplizierte Versiche-
rungsmodelle betrachtet, die z.B. mehrere Versicherungssparten, Inflation,
dynamische Management—Kontrolle, usw. beriicksichtigen. Bei der Analyse
solcher Modelle versagen meistens die analytischen Methoden, auf die wir
uns bisher beschrinkt haben. Als Hilfsmittel kann in solchen Situationen
eine Simulationsstudie durchgefithrt werden. So erfolgt auf dem Rechner
die Art der Zufille, die das Versicherungsmodell beeinflussen, als Simulati-
on. Auf dieser Simulation werden Schritt fiir Schritt kompliziertere Objekte
aufgebaut, wie etwa die simulierten Schadenhdhen, Schadenanzahl, Infla-
tionsrate, usw. Zum Schluss werden die Ergebnisse mehrerer Simulations-
vorgidnge als Geschiftsergebnisse mehrerer Jahre interpretiert und mit den
Standardmethoden der deskriptiven Statistik untersucht um z.B. die empi-
rische Verteilungsfunktion des Gesamtschadens zu zeichnen. Somit konnen
unterschiedliche Management— und Primien—Strategien (wie z.B. neue Ver-
sicherungsprodukte, Anpassung der bereits bestehenden Versicherungspro-
dukte an die neuen gesetzlichen Regelungen, Abschluss einer Riickversiche-
rung fiir das Portfolio mit der Auswirkung auf die Pramienberechnung, usw.)
virtuell getestet werden und deren Ergebnisse verglichen werden.

In diesem Kapitel gehen wir auf die Simulationstechniken ein, die bei
der Analyse des Gesamtschadens hilfreich sind. Sie werden oft auch Monte—
Carlo—Methoden genannt. Dieser Begriff kann auf Analogien zu Gliicksspie-
len zuriickgefithrt werden.

5.1 Simulation der Schadenhdhen

Zunichst untersuchen wir die Frage, wie ein Risiko X auf dem Rechner
simuliert werden kann. Die Basis solcher Simulationen bilden sogenannte
pseudozufillige Zahlen, die als unabhingige Realisierungen einer auf (0,1)

127
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gleichverteilten Zufallsvariable interpretiert werden.

5.1.1 Pseudozufallszahlen

Es mag iiberraschend erscheinen, dass auf einem Rechner, der selbst keine
Zufille zulisst, zufillige Zahlen simuliert werden konnen. In der Tat liefert
der Rechner eine periodische Folge von deterministischen Zahlen, wobei die
Periode jedoch ausreichend grof} ist. Somit wiederholen sich die Werte der
pseudozufilligen Zahlen selbst bei relativ langen Simulationsstudien nicht.
Man sagt, dass eine Folge von pseudozufilligen Zahlen ein gewisses Risiko
simuliert, wenn sie dieselben statistischen Eigenschaften aufweist wie eine
Stichprobe von unabhéngigen Realisierungen dieses Risikos. Dies kann mit
Hilfe statistischer Tests auf Gleichverteiltheit wie z.B. dem Kolmogorov—
Smirnov-Test, y2-Test, usw. nachgewiesen werden.

Wie kann man eine U (0, 1)—Zufallsvariable simulieren? Auf dem Rechner
wird diese absolut stetige Verteilung durch eine diskrete Gleichverteilung er-
setzt, die diese ausreichend gut approximiert. Wenn wir z.B. pseudozufillige
Zahlen bis auf d Dezimalstellen kennen wollen, so kann der Wertebereich
dieser diskreten Gleichverteilung als

{k/10% : k=1,...,10¢ — 1}
gewihlt werden. Jeder Wert k/10¢ wird mit Wahrscheinlichkeit

1

Pk=T0d —1

angenommen.

Es gibt viele Methoden (sog. Generatoren pseudozufélliger Zahlen), die
solche Verteilungen simulieren konnen. Sie unterscheiden sich in ihren Ei-
genschaften und in ihrer Komplexitit. Hier werden wir zwei einfache Gene-
ratoren kennen lernen.

1. Seien a,n € N, wobei n und (n — 1)/2 Primzahlen sind. Es gelte
zusitzlich a® 1/2 = —1 ( mod n). Definiere die Folge

ug = aug—1 ( mod n), k€N, (5.1.1)

wobei die Anfangszahl ug € {1,...,n — 1} der Keim der Folge (engl.
seed) heifit. Somit werden zj = uy/n als unabhingige Realisierungen
der Zufallsvariable X ~ U(0, 1) interpretiert. Man kann beweisen, dass
die Folge {uy} fiir beliebiges u die Periode n — 1 hat. Somit kann z
hochstens n— 1 Werte annehmen. Beispielsweise erfiillen ¢ = 1000 und
n = 2001179 die obigen Voraussetzungen.

Wie genau ist der Generator (5.1.1)7 Sei Uy eine auf {1,...,n — 1}
gleichverteilte Zufallsvariable. Somit erzeugt die Relation (5.1.1) die



5.1. SIMULATION DER SCHADENHOHEN 129

Folge Uy = aUk—1 ( mod n) von Zufallsvariablen, auf deren Basis
eine neue Folge X = Ujy/n konstruiert wird, die mit X ~ U(0,1)
verglichen werden soll. Man kann zeigen, dass alle X}, identisch verteilt
sind mit Mittelwert

EXy,=EX=1/2

und Varianz

n—2 1
- — = X
o 1V

falls n — oo. Die Zufallsvariablen X sind offensichtlich nicht un-
abhingig voneinander. Man kann zeigen, dass der Korrelationskoeffi-
zient

Var X =

Corr(Xy, Xgy1) = Cov( Xy, Xey1) ~1/a
PR \/Vaer Var Xgi1

und somit nicht Null ist.

2. Seien a = 10™ + 1 fiir m € N, b € N nicht teilbar durch 2 oder 5, und
sei n = 10¢ fiir d € N. Definiere die Folge

up = aug—1 +b( modn), keN (5.1.2)

fiir eine Keimzahl ug. Die Periode der Folge (5.1.2) ist n = 10%. Setze
zp =ug/n, k € Zy.

Um bei unterschiedlichen Simulationsvorgéingen verschiedene Folgen (5.1.1)—
(5.1.2) zu bekommen, soll deren Keimzahl uy so oft wie moglich geéndert
werden. Eine Ausnahme aus dieser Regel bilden Berechnungen, bei denen
dieselbe Folge von Pseudozufallszahlen verwendet werden soll.

Im Folgenden nehmen wir an, dass wir ausreichend gute unabhingige
Realisierungen des Risikos U ~ U(0,1) generieren kénnen. Um andere Ri-
siken auf Basis einer Gleichverteilung simulieren zu kénnen, gibt es eine
Reihe von Methoden wie z.B. die Umkehrmethode oder die Akzeptanz— und
Verwerfungsmethode.

5.1.2 Umkehrmethode

Sei X ein Risiko mit Verteilungsfunktion Fx(z) = P(X < z) und Quantil-
funktion Qx(y) = inf{z € R: Fx(z) > y}. Um X mit Hilfe der Umkehrme-
thode simulieren zu kénnen, sind zwei Schritte notwendig:

e Simuliere U ~ U(0,1) (vgl. Abschnitt 5.1.1)
e Licfere X = Qx (U)

Falls F'x eine eineindeutige Funktion ist, so gilt Qx = szl und daher X =
F3'(U). Deshalb wird diese Methode auch Umkehrmethode genannt. Es ist

sofort klar, dass X4x , da

Fg(z) = P(X <z) = P(Qx(U) < z) = P(U < Fx(z)) = Fx(z), z€R.
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Beispiel 5.1.1.

e Exponentialverteilung Exp(\): Falls die Schadenhdhe X ~ Exp()), so
gilt Fx(z) =1 — e und Qx(y) = Fx'(y) = — log(1 —y). Somit

1
X = —1log(1-0) 4

1
DY log U,

weil 1 —U LU ~ U(0,1).

e Bernoulli-Verteilung Ber(0): Im individuellen Modell ist die Scha-
denhéhe X einer Police das Produkt YV, wobei

v — 1, mit Wahrscheinlichkeit 0,
| 0, mit Wahrscheinlichkeit 1 — 0

eine Bernoulli—verteilte Zufallsvariable mit Parameter 0 ist und V > 0
f-s. die tatsdichliche Schadenhdhe darstellt. Parameter 6 wird als Scha-
denwahrscheinlichkeit interpretiert. In der Lebensversicherung ist z.B.
V = vy eine deterministische Todesfallsumme. Um Y ~ Ber(0) zu
simulieren, kann die Umkehrmethode verwendet werden. Es gilt

1, z2>1,
Fy(-’IJ) = 1 _03 S [03 1)3
0, z <0

X=1U>1-0)
fir U ~U(0,1).
Ubungsaufgabe 5.1.1 (Pareto—Verteilung).

Priifen Sie, dass fir X ~ Par(a,c), a,c > 0 gilt X 4 cU Y, wobei
U ~U(0,1).

und somit Qy (y) = 1(y > 1 — 0). Daher simuliere
4

4

1U>1-021U<0)L1U <0)

Um die Umkehrmethode anwenden zu kénnen, braucht man die analy-
tische Form der Quantilfunktion Q)x. Sie kann aber oft (wie z.B. im Falle
der Normalverteilung) nicht explizit angegeben werden. Daher sind weitere
Methoden notwendig, um solche Fille zu behandeln.

5.1.3 Akzeptanz— und Verwerfungsmethode

Sei X eine Zufallsvariable, die absolut stetig verteilt ist mit Dichte fx.
Betrachten wir die Klasse der auf R integrierbaren Funktionen f > 0, die
proportional zu fx sind: f(z) = ¢fx(z), z € R fiir ein ¢ > 0. Somit gilt

f(z)

fx(z) = Tiw) dy’
R

z € R. (5.1.3)
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Abbildung 5.1.1: Akzeptanz— und Verwerfungsmethode

Nun wéihlen wir eine konkrete Funktion f aus dieser Klasse aus.
Nehmen wir an, dass eine auf R integrierbare Funktion g > 0 mit den
folgenden Eigenschaften existiert:

e g(z) > f(x) fir alle z

e Wir kénnen die Zufallsvariable Y, die absolut stetig verteilt ist mit
Dichte

gy (z) = i 9@) L eR, (5.1.4)

g(y)dy’
R

simulieren.

Die Akzeptanz— und Verwerfungsmethode besteht aus den folgenden Schrit-
ten:

1. Simuliere die Zufallsvariablen Y und U ~ U(0,1) unabhéngig vonein-
ander.

2. Falls Ug(Y) < f(Y), liefere Y.
3. Andernfalls, gehe zu 1.

Sie wird in Abbildung 5.1.1 illustriert. Die Behauptung ist, dass die Zufalls-

variable J

X =Y [{Ug(Y) < f(V)} (5.1.5)
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dieselbe Verteilung wie X hat. Das kénnen wir wie folgt beweisen.

Zunichst fithren wir die Gleichverteilung U(B) auf einer beliebigen be-
schriinkten, messbaren Untermenge B von R? mit positivem Volumen ein.
Die folgende Definition verallgemeinert die Definition der Gleichverteilung
U(0,1).

Definition 5.1.1. Sei B eine beschrinkte Borelmenge in RY, d > 1, mit po-
sitivem Volumen |B| > 0. Der d—dimensionale Zufallsvektor Z = (Z, ..., Zy)
ist gleichverteilt auf B (man schreibt Z ~ U(B)), falls er absolut stetig ver-
teilt ist mit der Dichte fz(z) = 1(z € B)/|B|, = € R?.

Dies bedeutet, dass

ANB
P@e@:'wH

fiir eine beliebige Borelmenge A aus RY.

Lemma 5.1.1. Sei Z ~ U(B). Fualls By C B, |By| > 0 eine Borelmenge ist,
so ist die bedingte Verteilung des Vektors Z | {Z € By} eine Gleichverteilung
U(By) auf By.

Beweis. Fiir eine beliebige Borelmenge A C R? gilt

P(ZeA\ZeB)—P(ZEA”BO)_\A”BOHBI/IBI_IAﬂBol
Y~ " P(ZeBy)  [BoNB|/[B]  |B

O

Fiir eine beliebige nichtnegative Funktion g : R — R, bezeichnen wir
ihren Untergraph durch S, = {(z,y) € R : 0 < y < g(z)}.

Satz 5.1.1. Sei g eine nichinegative, auf R integrierbare Funktion. Dann
gilt folgendes:

1. Falls (X1,X2) ~ U(Sy), dann ist X, absolut stetig verteilt mit der
Dichte
g(=)

[9(y)dy’
R

9x, (z) = z € R. (5.1.6)

2. Fualls X1 absolut stetig verteilt ist mit Dichte (5.1.6), dann gilt

(X1,Ug(X1)) ~ U(Sy).
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Beweis. Fiir eine beliebige Borelmenge B C R gilt

(BxR) N S|

P(X, € B)=P((X1,Xs) € BxR) = 5,
g

Somit ist der erste Punkt der Aussage bewiesen. Weiterhin gilt fiir eine
beliebige Borelmenge B aus R?

P((X1,Ug(X1)) € B) = E1((X1, Ug(X1)) € B)\Xl)

E1((z,Ug(z)) € BN Sg)gX1 (z)dx

P(Ug(z) e BNSyN Lw)gx1 () dx

g(z)

‘%(angan) 9@) 4

)

|5 1Sg

9( |Sg‘

E
/
/

_ /p Ue (%(BmsgmLx))gxl(w)dx
R
/
/

wobei L, die Achse {(z,y) : y € R} bezeichnet; vgl. Abbildung 5.1.2. Somit
gilt (X1, Ug(X1)) ~ U(S,)- O

Warum funktioniert nun die Akzeptanz— und Verwerfungsmethode? Sei
g(z) > f(z), z € R Die Zufallsvariable Y sei absolut stetig verteilt mit
Dichte (5.1.4) und U ~ U(0,1). Nach Satz 5.1.1, Punkt 2 gilt (Y,Ug(Y)) ~
U(S,). Falls aber (Y,Ug(Y)) € Sy C Sy, so gilt (Y,Ug(Y)) ~ U(Sy); vgl.
Lemma 5.1.1. Somit hat nach Satz 5.1.1, Punkt 1 die Zufallsvariable Y
die Dichte (5.1.3), und die Relation (5.1.5) ist bewiesen. Der geometrische
Sinn der obigen Vorgehensweise ist folgender: Falls ein zufilliger Punkt mit
Koordinaten, die gleichverteilt auf Sy sind, unter den Graph von f féllt, wird
seine z—Koordinate als Ergebnis des Algorithmus ausgegeben. Alle Punkte,
die oberhalb des Graphes von f fallen, werden verworfen; vgl. Abbildung
5.1.1.

In jedem Schritt der Akzeptanz— und Verwerfungsmethode wird der Vor-
schlag Y akzeptiert, falls Ug(Y') < f(Y). Sonst wird ein neuer unabhéngiger
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Abbildung 5.1.2: Mllustration zum Beweis des Satzes 5.1.1

Wert von Y generiert. Sei M die Anzahl solcher Schritte bis zum Erfolg (Ak-
zeptanz von Y'). Die Grofle M — 1 ist offensichtlich geometrisch verteilt mit
Parameter p = P(Ug(Y') > f(Y)). Somit ist die Erfolgswahrscheinlichkeit
gleich

1—p=Pa@W><ﬂyn=/P(U<——)gﬂw@

Folglich ist die mittlere Anzahl der notwendigen Simulationsschritte gleich

9(z) dz
b 1 _ |Sg| _]1{

EFEM=FEM-1)+1=—-—-+1= - —
M= = T =1 = 5~ [ @)
R

> 1. (5.1.7)

Das heiflt, je besser die obere Schranke g fiir f ist, desto schneller ist im
Mittel die Simulation. Die Varianz von M ist gleich

P _1—(1—p) 1 1

1-p2 (1-p2  (1-p2 1-p

(e~
1-p\1—p 1Sy \ IS¢l

VarM =Var (M —1) =
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Beispiel 5.1.2 (Normalverteilung). Die Normalverteilung kann nicht
ohne weiteres als Modell fiir Risiken verwendet werden, weil sie mit posi-
tiven Wahrscheinlichkeiten negative Werte zuldsst. Sie stellt aber eine wich-
tige Grundlage fiir die Erzeugung weiterer Verteilungen von Risiken dar. Als

Beispiel sei die Lognormalverteilung genannt, fir die gilt X ~ LN (u,0?) <

x 4 etV Y ~ N(0,1). Ein weiteres Beispiel liefert die abgeschnittene

Normalverteilung (siehe Beispiel 5.1.4).

Wie bereits erwdhnt wurde, gibt es keinen geschlossenen Ausdruck fiir die
Quantil-Funktion der Standardnormalverteilung. Allerdings kann sie z.B.
mit Hilfe der Akzeptanz— und Verwerfungsmethode simuliert werden. Sei
X ~ N(0,1) mit Dichte

1 2
fx(z) = \/ﬁe_‘C 2 zeR

Es gilt fx(z) < g(z) = \/%e_m, z € R, weil aus

22 —2z|+1=(z+£1)2>0

die Ungleichung e e /2 < e/2712l folgt. Sei Y absolut stetig verteilt mit ei-
ner Dichte, die proportional zu g(z) ist. Dies bedeutet, dass |Y| ~ Exp(1)
und daher Y| 4 —logV fiir ein V.~ U(0,1); vgl. Beispiel 5.1.1. Fir ein
U ~ U(0,1) sieht das Akzeptanz—Kriterium Ug(Y) < fx(Y) folgenderma-
Ben aus:

U—elrz-Iv] ¢ L vy
2T 2T
Uel/2—(—logV) e (08’ V)/2
1 1
logU—i-logV—I—E < —ElogQV
21logU < —(log V +1)? (5.1.8)
Falls die Bedingung (5.1.8) erfiillt ist, wird der Wert von |)’(v'\ = —logV

akzeptiert. Da die Dichte der Verteilung von |X| symmetrisch zum Ur-
sprung ist, kann das Vorzeichen von X wunabhdngig mit Wahrscheinlich-
keit 0.5 gewdhlt werden. Mit anderen Worten, es gilt X = (2W — 1)logV,
wobei W eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable mit Parameter 0.5 ist; vgl.
Beispiel 5.1.1. Somit nimmt die Zufallsvariable 2W —1 Werte &1 mit Wahr-
scheinlichkeit 0.5 an.

Zusammengefasst, sieht der Algorithmus zur Simulation von X ~ N(0,1)
wie folgt aus.

1. Simuliere U,V ~ U(0,1) unabhdingig voneinander.

2. Falls 2logU < —(log V +1)? gilt, simuliere W ~ Ber(0.5) und liefere
X=02W —-1)logV.
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3. Sonst, gehe zu Schritt 1.

Dieser Algorithmus ist ziemlich schnell, denn die mittlere Anzahl der Simu-
lationsschritte ist nach (5.1.7) gleich

fe"dx
A

g =1/ — _wd$—\/—~1315
|SfX| /

mit der Varianz Var M ~ 1.315(1.315 — 1) = 0.414225.

Es gibt auch eine andere Methode, um die Standardnormalverteilung zu
simulieren. Sie basiert auf folgendem Lemma.

EM =

Lemma 5.1.2.

1. Seien (R, ©) die Polarkoordinaten des Vektors (X1, X2), wobei X1 und
X9 zwei N(0,1)-verteilte, unabhingige Zufallsvariablen sind. Dann
sind R und © unabhingig, und es gilt R?> ~ Exp(1/2), © ~ U[0,27).

2. Falls R?> ~ Exp(1/2) und © ~ U[0,2r) unabhingige Zufallsvariablen
sind, dann sind die Zufallsvariablen X1 = Rcos® und Xo = Rsin©®
standardnormalverteilt und unabhdngig.

Beweis. 1. Seien (r,¢) = (r(z,y), p(z,y)) die Polarkoordinaten des Vek-
tors (z,y) € R?. Fiir beliebige z > 0 und « € [0,27) gilt

P(R’< 2 0<a)= \/_ // dxdy

z24y2g2
w(w,y)<a

:i//zrdrd(p /d—(p/ 62dt.
2 2T
0

Somit ist die Dichte von (R?,©) ein Produkt von zwei Komponenten,
die die Dichten der Exzp(1/2)- und UJ0, 27)-Verteilungen sind.
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2. Fiir beliebige z,y € R gilt

P(X; <z,Xo<y)=P(VR?cosO < z, VR?sin 0O < y)
2w

1/
_27r
0

(t=r*) 1
2

’11 T cosp
wz =rsing

1
1(vtcos ¢ < \/Esincpgy)ie*%dtdw

o\;\‘j 0\8 S

o0
/1 rcosg < x, rsing < y)re” 2drd<p
0

oo o0
1 2] +a3
— 1(z zo <y)e 2 drydxs
2

00

Y
[eHa
0

“"Mw

3 -
3
O\a
ﬂ}
N"»—-m
-
N

O

Nach Lemma 5.1.2, Punkt 2 kann X ~ N(0, 1) als Rcos© oder Rsin©

simuliert werden, wobei REZ vV—2logU und © = 4 onV fiir U,V ~U(0,1).
Dadurch erhalten wir einen direkten (nicht-iterativen) Algorithmus zur Si-
mulation von N(0,1).

Beispiel 5.1.3 (Normalverteilung: nicht—iterativer Algorithmus).

1. Simuliere unabhdngige Zufallsvariablen U,V ~ U(0,1).
2. Liefere x4 X, wobei

X = \/—2log U cos(27V) oder X = \/—2log Usin(2xV).

Die Zufallsvariable Z ~ N(u,0?) kann als p+oX fiir beliebige p € R, o > 0
simuliert werden.

Beispiel 5.1.4 (Abgeschnittene Normalverteilung). Sei Z ~ N(0,1).
Die abgeschnittene Normalverteilung kann als Verteilung der Zufallsvariable
X =Z1{Z > a}, a € R, eingefiihrt werden. Die Dichte der abgeschnittenen
Normalverteilung ist gleich
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In der Risikotheorie interessieren wir uns fir den Fall a > 0, weil da-

durch Risiken modelliert werden konnen. Fir a > 1 gilt die Ungleichung
2

x 112
e 2 <xze 2,z =1 und kann benutzt werden, um die Akzeptanz— und
Verwerfungsmethode zur Simulation von X zu entwerfen. Seien f(z) =
m? m2
e 21(zx > a) und g(x) = ze 2 1(x > 0). Es gilt f(x) < g(x) fir alle
z. Das Risiko' Y mit Dichte

Q
—
8
N—

|
[N

x

gy(x)="F—=ze 2, 20

hat die Verteilungsfunktion Fy(z) = (1 — e " /2)1(z > 0) und es gilt somit
Y? ~ Exzp(1/2). Nach Beispiel 5.1.1 gilt Y < /=2Tog V' fiir V ~ U(0, 1).
Die Akzeptanz—Regel Ug(Y) < f(Y), U ~ U(0,1) ergibt

Uy—2logV < 1(y/—2logV >a),
1(V < e72)

2
v —2logV

N

Die mittlere Anzahl der notwendigen Simulationsschritte ist gleich

o0 2
fye_% dy

Ubungsaufgabe 5.1.2 (Gamma—Verteilung).
Wie lautet der Akzeptanz— und Verwerfungsalgorithmus zur Simulation von
X ~T(a,1), a >0, a # 17 Verwenden Sie dabei die Funktion

(@) 110z <) +e 1z 21), a<l,

xTr) = A—1

g ml(.’ﬂ 2 O), a > ].,

mit A = v/2a — 1. Geben Sie die mittlere Anzahl und die Varianz der not-
wendigen Simulationsschritte an.

Bemerkung 5.1.1 (Diskrete Verteilungen).

Die Akzeptanz— und Verwerfungsmethode kann auch fir die Simulation von
diskret verteilten Risiken verwendet werden. Sei z.B. X ein Risiko mit Ver-
teilung {pn}tnecz,, wobei p, = P(X = =z,), n € Z, fir gewisse Werte
o, Z1,---. Fir eine stetig verteilte Zufallsvariable Z mit der stiickweise kon-
stanten Dichte

gz(x):pLzJa z20

gilt offensichtlich die Gleichung X 4 z|z|. Somit kann Z mit Hilfe der
Akzeptanz— und Verwerfungsmethode simuliert werden. Danach setzt man
X = .’EL2J
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5.2 Simulation der Schadenanzahl

In diesem Abschnitt betrachten wir Simulationsalgorithmen fiir die Anzahl
N der Schiiden eines Portfolios. Da. N diskret verteilt ist, konzentrieren wir
uns zunichst auf die Simulation von diskreten Verteilungen.

Sei X eine diskret verteilte Zufallsvariable, die Werte z,, € R, n € Z,

o0
mit Wahrscheinlichkeiten p, = P(X = z,) annimmt. Es gilt > p, = 1. Sei

n
P, = pg + ... + p, fir alle n. Die Umkehrmethode liefert den folgenden
Ansatz zur Simulation von X.

1. Simuliere U ~ U(0,1)

2. Liefere
( xo, U< Po,

z1, Ppy<U<P,
X=¢: : (5.2.1)
T, Poo1 SU<PE,,

\ -

Es gilt offensichtlich X £ X. Diese Methode kann effizient nur fiir eine re-
lativ kleine Anzahl n von moglichen Werten zg, . .., z, angewandt werden,
weil fiir grofie n zu viele Fille unterschieden werden miissen. Als Ausweg
aus dieser Situation kénnen Markov Chain Monte—Carlo-Methoden genannt
werden, die wegen ihrer Komplexitdt nicht in diesem Vorlesungskurs behan-
delt werden.

Betrachten wir folgende ad hoc Algorithmen fiir die Simulation der Scha-
denanzahl N, die teilweise auf speziellen Eigenschaften der Verteilung von
N beruhen.

e Poisson—Verteilung: Sei N ~ Poisson()). Falls N als Schadenanzahl
bis zur Zeit ¢ = X eines homogenen Poissonprozesses {N(¢)} mit In-
tensitdt 1 interpretiert wird, so gilt

n n+1
N=sup{n€Zy:» Ti<A=inf{n€Z,:> T;>X} (522)
i=1 i=1

fiir uiv Zwischenankunftszeiten 7; ~ Exp(1). Die Umkehrmethode er-

gibt T; 4 —logU; fir U; ~ U(0,1), i« € N. Die zweite Bedingung in
n+1 n+1

(5.2.2) kann somit als — > logU; > A oder [] U; < e * umgeschrie-
i=1 i=1
ben werden. Fassen wir diese Uberlegungen in einem Algorithmus zu-

sammen:

1. Setze n =0, T = 1.
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2. Simuliere U ~ U(0,1) und bilde T' = UT.
3. Falls T > e, setze n =n + 1 und gehe zu Schritt 2.

4. Andernfalls, liefere n als Realisierung von N.

Da E N = )}, ist die mittlere Anzahl M der Simulationsschritte gleich
A+1. Das heifit, dass dieser Algorithmus fiir grofie A nicht mehr effizient
ist.

Fiir grofle A kann man die Methode (5.2.1) anwenden, wobei die Wahr-
scheinlichkeiten p, = e*’\i‘l—? durch die Rekursionsformel von Panjer

A
Pn=—Pn-1, NEN
n

schnell berechnet werden koénnen, vgl. Satz 3.5.1. Um die Suche in
(5.2.1) fiir grofie A zu optimieren, wird zunéchst U mit P,y verglichen,
weil EN = A gilt. Falls U < P|,| wird weiterhin gepriift, ob U <
Py 1 gilt, usw. Man setzt dann N = min{k : U < Py}. Analog geht
man im Falle U > P, vor. Die mittlere Anzahl der Vergleiche ist
dabei ungefihr gleich

IN — )| (5:23)

1+ E|N—-)=14+VAE < 140.798V ).
vV

Man kann auch fiir A > 100 die folgende Approximation benutzen:
N~ [A+05+VAX], X~ N(0,1).

Die Grundlage dafiir bildet der folgende zentrale Grenzwertsatz. Fiir
A = m gilt ndmlich N LN +...+ Ny, wobei N; ~ Poisson(1l) uiv
Zufallsvariablen sind. Fiir A = m — oo gilt somit
N -
v

und daher N ~ X + VA X.

4 X ~ N(0,1) (5.2.3)

Es gibt auch genauere approximative Simulationsmethoden wie etwa
die Anscombe— und Peizer und Pratt—Approzimationen; vgl. [5], S. 35—
37, 142.

Gemischte Poisson—Verteilung: Bei der Simulation einer Zufallsvaria-
blen, die eine gemischte Poisson—Verteilung besitzt (vgl. Abschnitt
3.3), wird zunichst eine Realisierung A der Mischungsvariable A er-
zeugt. Danach kann eine Realisierung von der Poisson(\)—Verteilung
wie oben generiert werden.
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e Binomialverteilung: Um eine Zufallsvariable N ~ Bin(n,p) zu simu-

lieren, kann die Darstellung N L Ni +...4+ N, benutzt werden, wobei
N;, i = 1,...,n unabhingige Ber(p)-verteilte Zufallsvariablen sind.

Aus Beispiel 5.1.1 folgt, dass N 4 11U, < p)+ ...+ (U, < p),
wobei Uy, ..., U, unabhangige U (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen sind.
Allerdings ist dieser Ansatz fiir grole n offensichtlich ineffizient.

Fiir grofe n kann die Methode (5.2.1) benutzt werden, wobei die Wahr-
scheinlichkeiten py, = P(N = k) = (Z)pk(l — p)"* durch die Panjer—
Rekursion berechnet werden (vgl. Satz 3.5.1). Fiir kleine EN = np
werden die Vergleiche in (5.2.1) in natiirlicher Reihenfolge durchgefiihrt.
Fiir grofle np ist es effizienter mit P|;,;| anzufangen.

Alternativ kann man von der Poisson-Approximation Gebrauch ma-
chen (vgl. [13], S. 24), und zwar gilt N = N ~ Poisson(np), falls n
grofl und p < 0.25 klein ist. Dies ist aber wegen des Approximations-
fehlers nur bedingt zu empfehlen.

e Negative Binomialverteilung: Fiir die Simulation von N ~ NB(a,p)
wird die Methode (5.2.1) in Kombination mit der Panjer—Rekursion
(3.5.1) fiir die Berechnung von pj benutzt.

e Geometrische Verteilung: Man kann zeigen, dass fiir N ~ Geo(p) die

Gleichung N 4 llog, U], U ~ U(0,1) gilt. In der Tat, kann man
schreiben

P(llog, U] =n) = P(n <log,U <n+1) (0<p<t) Pp"tt <U < p")

=p"—p"t'=(1-pp", nez;.

5.3 Simulation des Gesamtschadens

N

Der Gesamtschaden X = > U; im kollektiven Modell kann folgendermafien
i=1

simuliert werden:

e Erzeuge eine Realisierung n der Schadenanzahl N

e Erzeuge n unabhingige Realisierungen ug, ..., u, des Risikos U 4 Ui,
das die Schadenhthe darstellt

e Liefere u; + ...+ u, als Realisierung von X

Offensichtlich ist dieser Algorithmus fiir grole Versicherungsbestéinde (d.h.,
fiir grofe EN) sehr zeitintensiv.
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Fiir spezielle zusammengesetzte Verteilungen wie z.B. die zusammen-
gesetzte Poisson—Verteilung steht auch eine Reihe von Normalapproxima-
tionen zur Verfiigung; vgl. die Approzimation von Wilson—Hilferty in [5],
SS. 143-146. Mit deren Hilfe wird die Verteilungsfunktion Fx von X durch
eine Transformation der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
approximiert. Auf deren Basis kann X als eine spezielle Transformation
von Y ~ N(0,1) simuliert werden, falls solche Charakteristiken wie Erwar-
tungswert, Varianz und Schiefe von X bekannt sind. Diese sehr effizienten
Methoden generieren allerdings Ergebnisse, die mit Approximationsfehlern
behaftet sind.

Falls mehrere unabhingig simulierte Realisierungen z1, ..., z, des Ge-
samtschadens X vorliegen, die als Geschiftsergebnisse von m Jahren inter-
pretiert werden, so kann aus dieser Stichprobe die empirische Verteilungs-
funktion von X berechnet werden. Dies ist insbesondere dann interessant,
falls F'x nicht explizit bekannt ist. Fiir groBe m kann die empirische Vertei-

~ m
lungsfunktion Fx (z) = % > 1(z; < z) als gute Anndherung an F'x gesehen
=1

werden. Selbstverstindlich kénnen auch weitere Methoden der deskriptiven
Statistik auf die Stichprobe (z1,..., ;) angewandt werden, um Charakte-
ristiken des Gesamtschadens zu schétzen, die bei der Priamienkalkulation,
der Riickversicherung und der Evaluation von Mafinahmen im Rahmen des
Risikomanagements eine zentrale Rolle spielen. Beispiele solcher Charakte-
ristiken sind der Erwartungswert, die Varianz oder die Schiefe.



Kapitel 6

Pramienkalkulation

6.1 Einleitung

Ein Mittel zur Gewéhrleistung der Solvenz eines Versicherers sind die Pri-
mieneinnahmen. Sie dienen der Kostendeckung, wobei unter den Kosten der
Schaden, der Gewinn und die Verwaltungskosten im breiteren Sinne gemeint
sind. Deshalb setzt sich die sog. Brutto— oder Tarifprdmie, die von den Ver-
sicherungsnehmern entrichtet wird, aus folgenden Bestandteilen zusammen:

Bruttoprdmie = Nettorisikoprdmie + Sicherheitszuschlag
4+ Verwaltungskosten + Inkassokosten

+ Gewinnzuschlag.

Hierbei ist die Nettorisikoprdmie gleich dem mittleren Gesamtschaden des
Portfolios. Der Sicherheitszuschlag fingt unerwiinschte Schwankungen des
tatsdchlichen Schadens ab, wenn dieser mafigebend vom Mittel abweicht.
Die Verwaltungskosten erfassen Abschluss— und Schadenregulierungskosten.
Inkassokosten stellen sich aus Bank—, Mahn— sowie Portokosten zusammen.
Der Gewinnzuschlag soll der Erwirtschaftung des gewiinschten Gewinns die-
nen.

Wir befassen uns in diesem Kapitel ausschlielich mit der Bestimmung
der ersten beiden Komponenten, da nur diese mathematisch anspruchsvoll
sind. In den Bezeichnungen von Abschnitt 1.3 ist 7(¢) die Nettopramie zzgl.
Sicherheitszuschlag (bis zur Zeit t). Der gesamte Risikoprozess {R(t) : t > 0}
ist somit gleich

R(t) =u+=(t) — X(1),
wobei u die Anfangsreserve und X (t) der Gesamtschaden bis zum Zeitpunkt
t ist. R(t) wird manchmal auch Risikoreserve genannt. Die Pramie 7(t) soll
ausreichend hoch sein, um den technischen Ruin des Portfolios zu vermeiden,
und gleichzeitig nicht zu hoch, um auf dem Markt von dhnlichen Versiche-
rungsprodukten wettbewerbsfihig zu bleiben.

Somit stellen sich folgende Fragen:

143
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1. Was ist ein angemessener Preis fiir die Risikolibernahme durch den
Versicherer?

2. Welche Faktoren sind fiir die Pradmienkalkulation entscheidend?
3. Welche Eigenschaften soll eine ,,gute“ Pramienfunktion = (¢) haben?

Jetzt sollen diese Fragen eine deutliche, mathematische Formulierung be-
kommen.

Sei X(t) der Gesamtschaden eines Portfolios mit Verteilungsfunktion
Fx(1)- Wie auch in Kapiteln 4-5, werden wir o. B.d. A. den Zeitparameter ¢
bei den Bezeichnungen weglassen, indem wir die Zeitspanne von z. B. einem
Geschiftsjahr betrachten. So schreiben wir X statt X (¢) und Fi statt Fix .

Definition 6.1.1. Unter einem Prdmienkalkulationsprinzip versteht man
eine Abbildung w : Fx — w(Fx) € RU{*o0}, die einer Verteilungsfunktion
des Gesamtschadens eine Pramie zuordnet.

Somit ist 7 ein Funktional auf der Menge aller Verteilungsfunktionen von
Zufallsvariablen. Spéter werden wir auch die Bezeichnung 7(X) fir w(Fx)
benutzen.

In der Praxis ist offensichtlich jede Prdmie endlich. Fiir theoretische
Zwecke ist es aber ratsam, auch unendliche Pramien zuzulassen. Somit heif}t
das Risiko X wersicherbar unter dem Pridmienkalkulationsprinzip =, falls
m(X) < oo gilt.

Die Differenz n(X) — E X heifit Sicherheitszuschlag. Das Hauptproblem
der Priamienkalkulation ist nun die Festlegung des Sicherheitszuschlags.
Verfiigt ein Versicherungsunternehmen iiber viel Startkapital, so kann der
Sicherheitszuschlag geringer bemessen werden, als im Falle eines geringen
Startkapitals.

6.2 Eigenschaften von Priamienkalkulationsprinzi-
pien

Bevor wir beginnen, einzelne Primienkalkulationsprinzipien zu betrachten,
sollten wir noch wiinschenswerte Eigenschaften definieren, die diese Prinzi-
pien haben sollten. Seien X, Y und Z drei unter 7 versicherbare Risiken.

Ein , gutes Pramienkalkulationsprinzip soll moglichst viele von folgen-
den Eigenschaften besitzen:

E1l. Positiver Sicherheitszuschlag: m(X) > EX

E2. Keine zu hohen Pramien: m(X) < max(X), wobei unter max(X) der
groBtmogliche Gesamtschaden zu verstehen ist. Dieser ist oo, falls X
nicht beschrinkt ist.
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Kein ungerechtfertigter Sicherheitszuschlag: m(a) = a fiir alle konstan-
tena €R, a > 0.

Konsistenz: m(X +a) = w(X) + a fiir alle a € R.

Additivitit: 71(X +Y) = «(X) + 7(Y). Diese Eigenschaft bedeutet,
dass das Aufspalten oder Zusammenfassen des Portfolios keine Aus-
wirkung auf die Gesamtpramie haben darf. Sie wird normalerweise fiir
unabhingige Risiken X und Y gefordert. Offensichtlich ergibt sich die
Eigenschaft E4 aus den Eigenschaften E3 und E5. Manchmal sind die
Eigenschaften E4 oder E5 zu restriktiv. Dann fordert man die

Subadditivitat: m(X +Y) < 7(X) + n(Y). Es bedeutet, dass das Auf-
spalten des Portfolios in Teilbestdnde einem Kunden, der einen Versi-
cherungsschutz fiir mehrere Risiken sucht, keinen Vorteil fiir die Ge-
samtpriamie bringen darf. Aus der Sicht des Versicherers, diirfen die
Einzelpriamien nicht steigen, falls das Portfolio gréfler wird.

Homogenitat: 7(aX) = an(X) fir alle a € R, a > 0. Diese Eigenschaft
kann folgendermaflen interpretiert werden: Bei einer Inflation wachsen
alle Pramienbeitrige proportional mit der Inflationsrate a.

Erhalt der stochastischen Ordnung: Aus X <4 Y folgt m(X) < n(Y).
Kompatibilitat unter Mischung: Aus (X)) = w(Y") folgt
m(pFx + (1 —p)Fz) = n(pFy + (1 — p)Fz)

fiir alle p € [0;1] und Risiken Z.

Im folgenden werden diese Eigenschaften an Hand von Beispielen erldutert.
Zunichst betrachten wir einfache Kalkulationsprinzipien, die in der Praxis

sehr verbreitet sind.

6.3 Praxisnahe Primienkalkulationsprinzipien

Folgende Pramientypen sind einfach zu berechnen und fordern nur Teilwis-
sen uber die stochastische Struktur des Portfolios, wie etwa die Kenntnis
des Erwartungswertes, der Varianz oder der Quantilfunktion des Gesamt-
schadens. Die in Abschnitt 6.5 betrachteten Pramienkalkulationsprinzipien
erfordern mehr Wissen iiber die Verteilung des Gesamtschadens und sind
deshalb eher von theoretischem Interesse.

P1.

Erwartungswertprinzip: 7(X) = (1+a)E X fiir ein a > 0. Falls a = 0,
so ergibt sich das Nettopramienprinzip: m(X) = E X. Wie im Kapitel
9 gezeigt wird, fithrt das Nettopramienprinzip mit Wahrscheinlichkeit
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1 zum technischen Ruin des Portfolios fiir beliebiges endliches Start-
kapital 4. Um die Ruinwahrscheinlichkeit zu verringern, enthilt die
Erwartungswert-Pramie fiir ¢ > 0 einen positiven Sicherheitszuschlag
aFE X, der zum Erwartungswert von X proportional ist.

Ubungsaufgabe 6.3.1. Das Erwartungswertprinzip erfillt die Eigen-
schaften E1, E5-E9, jedoch E2-E4 nicht.

Satz 6.3.1. Sei w ein stetiges Pramienkalkulationsprinzip, d.h., es gilt

7(Xn) = w(X), falls X, 4 x fiir n = oco. Dann ist m vom Typ P1,
d.h., es ezistiert ein a > 0: 7(X) = (1 + a)E X genau dann, wenn

— 7w(c) = (1 4 a)c fir eine beliebige Konstante c.
— w(pFx +(1—p)Fy) =pn(X)+ (1 —p)n(Y) fir alle Risiken X,Y
und p € [0, 1].

Ubungsaufgabe 6.3.2. Beweisen Sie diesen Satz. Vgl. [10], S. 26 —
27.

Das Erwartungswertprinzip ist ein recht einfaches, aber auch ,gro-
bes“ Prinzip. Es beriicksichtigt nicht die Variabilitit des Portfolios.
Zusétzlich hingt die Pramie nur von EX = E N EU; ab und nicht
vom Verhiltnis g(}{;’ das fiir die Hohe der zufilligen Schwankungen
des Gesamtschadens eines Portfolios mafigebend ist. Dies kann zu ei-
nem {iibertrieben hohen Sicherheitszuschlag fiir grofle Bestinde mit
relativ kleinen mittleren Einzelschiden fithren. Kleinere Bestinde mit
groflen mittleren Finzelschiden konnen dagegen dramatisch unterta-
rifiert werden. So ergibt das Prinzip P1 mit ¢ = 1 in Beispiel 4.4.2
die Pramie 7(X) = 2E X = 15.400.000 Euro, wobei die entsprechende
Ruinwahrscheinlichkeit 0,00000011 viel zu niedrig ist. Sie deutet auf
einen iiberméfBig hohen Sicherheitszuschlag hin.

Prinzip des mazimalen Schadens: m(X) = p E X + (1 — p) max(X) fir
p € [0,1].

Offensichtlich beinhaltet P2 beide Extremprinzipien: fiir p = 1 das
Netto-Prinzip und fiir p = 0 das Prinzip 7(X) = max(X), bei dem sich
kaum jemand versichern lisst, weil die Pramien gleich dem hochsten
Schaden sind. Dieses Prinzip tritt lediglich in einem Versicherungsver-
ein auf Gegenseitigkeit auf, der alle seine Mitglieder zu einer Nachzah-
lung verpflichtet, sofern die Mittel des Unternehmens nicht ausreichend
sind, um das Risiko abzudecken. Somit besteht die Beitragspflicht bis
zur Hohe des maximalen Schadens. Die Priamien aber, die die Mitglie-
der ,vorerst“ zu entrichten haben, sind kleiner, da mit dem maximalen
Schaden nicht gerechnet wird.

Unter P2 sind diejenigen Risiken versicherbar, die einen endlichen Er-
wartungswert und eine endliche obere Schranke besitzen.
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P3.

Ubungsaufgabe 6.3.3. Das Prinzip des mazimalen Schadens erfiillt
die Figenschaften E1-E4, E6-ES8, aber nicht E5, E9.

Dieses Prinzip kann folgendermafien auf den Fall der nicht beschrink-
ten Risiken erweitert werden:

Quantil-Prinzip: m(X) = pEX + (1 — p)Qry (€), wobei p,e € [0,1]
und Qr, (¢) das e-Quantil der Verteilung von X ist:

Qry () =inf{z : Fx(z) > ¢}.

Die Félle p = 0, p = 1 und ¢ = 1 liefern das eigentliche Quantil-
Prinzip, das Nettopriamienprinzip und das Prinzip des maximalen Scha-
dens, dementsprechend, weil Qr, (1) = max(X) gilt. Die Grundidee
von P3 ist es, die Pramienhéhe so zu berechnen, dass der technischer
Ruin mit Wahrscheinlichkeit € eintreten kann, wobei die bereits vor-
handenen Mittel des Versicherungsunternehmens (das Startkapital u)
ungenutzt bleiben.

Ubungsaufgabe 6.3.4. Zeigen Sie, dass fir P3 die Eigenschaften
E2, E4, E7, E8 gelten und E1, E3, E5, E6, E9 nicht!

Satz 6.3.2. Fulls EX = pu, Var X = o? und die Primie fiir das
Risiko X nach dem Prinzip P3 berechnet wird, so gelten folgende Un-
gleichungen:

p—(1-po (1_6)1/2 < m(X) <p+(1-po (L>1/2 :

€ 1—¢
1—p E|X —pj 1—p E|X —y
— < X) < .
2 e S T sut T
Beweis. Siehe den Beweis in [10], S. 34. O

Das Prinzip P3 mit p = 0 weist ernsthafte Méngel auf. Erstens, werden
die eigenen Kapitalreserven des Unternehmens nicht beriicksichtigt,
was zu unzulissig hohen Primien fithren kann. Zweitens, ist es nicht
subadditiv. So kann man nichts iiber die Entwicklung der Primien
bei wachsendem Portfolio aussagen. Die Primie entwickelt sich nicht
monoton. Dies wird am folgenden Beispiel erliutert.

Beispiel 6.3.1. Betrachten wir einen Lebensversicherungsvertrag mit
der Laufzeit von einem Jahr und Versicherungssumme v, die im Falle
des Todes des Versicherungsnehmers fallig wird.
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Elx)a

Sei g = 1 — p; die Sterbewahr- i

scheinlichkeit im Alter x, wobei :
qr < 0.01 und somit p, > 0.99 fir IC;(—}-
ein gegebenes x gilt. Fir ¢ = 0.99 :
und p = 0 wird die P3-Prdmie
gleich m(X) = Qr,(0,99) = 0.
Deshalb wire es fiir den Versicherungsnehmer von Vorteil, die Risiken
so aufzuspalten, dass die Wahrscheinlichkeit des Schadens q, kleiner
als 1 —¢ wdre. Somit wdre iberhaupt keine Pramie fallig, was natirlich
absurd ist.

4 .
0 v X

Varianz—Prinzip: 7(X) = EX +aVar X fir eina > 0

Ubungsaufgabe 6.3.5. Beweisen Sie, dass fiir das Prinzip P4 fol-
gende Eigenschaften gelten: E1, E3, E4, aber nicht E2, E5-E9. Die
Figenschaft E5 gilt nur fir unabhdngige Risiken. E6 gilt nur fir nicht—
positiv korrelierte Risiken.

Standardabweichungsprinzip: 7(X) = EX + avVar X, a > 0. Die
Bedeutung des Parameters a wird am folgenden Beispiel erldutert.

Beispiel 6.3.2. Sei X = Zf\il U; eine zusammengesetzte Poisson—
Verteilung mit Parametern (A, Fy) : N ~ Poisson()), U; ~ Fy.
Dann gilt gemdf$ Folgerung 4.3.1 EX = AEU, Var X = AVarU +
MEU)? = EU?, da A\=EN = Var N. Mit Hilfe des Ubertragungs-
satzes aus [9], S. 257260, Folgerung 3 (siehe auch [19], S. 472-473)
kann man beweisen, dass

X-EX X-\E
X ZABU 4y U N@0,1) A oo, (6.3.1)
VVar X VAEU?

falls EU? < co. Somit gilt fiir grofie A

P(X<7n(X)) = PX<EX+avVarX)

X—-FEFX
= P[22 <a) 2 ®(a) =1,
(m ) (a) =

wobei ®(a) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
Daraus folgt, dass a = Qa(n), wobei das Niveau 1 nahe an 1 gewdhlt
werden soll (z.B., n = 0.99), um mit Wahrscheinlichkeit n den Ge-
samtschaden durch die Pramie komplett abzudecken.

Ubungsaufgabe 6.3.6. Benutzen Sie Ubungsaufgabe 6.3.5, um die
Giiltigkeit der Figenschaften E1-E5 von P5 zu beweisen.
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Ubungsaufgabe 6.3.7. Beweisen Sie die folgenden zentralen
Grenzwertsdtze fir die zusammengesetzte Verteilung des Risikos
X =N Ui, EU? < co.
1. Falls X eine zusammengesetzte Poisson—Verteilung besitzt, dann
gilt (6.3.1).

2. Fualls X eine zusammengesetzte Negativbinomialverteilung mit Pa-
rametern (o, p, Fyr) besitzt, dann gilt

X-EX
—_— i>YNN(O,1), a— 00.
vVVar X
3. Falls X eine zusammengesetzte geometrische Verteilung mit Pa-

rametern (pn, Fyy) besitzt, dann gilt
X

1+$)EU1~

Y ~ Ezp(l), pn—1,n— oo

(0
(

Beweis. Siehe [9], S. 220-222. O

(b) % l>Y, n — oo, wobei p, =1 —1/n und Y eine
Zufallsvariable mit der charakteristischen Funktion (t) =
ﬁ 1st.

Beweis. Siehe auch [9], S. 257-261.

Sei X = Zf\i"l Ui, EU? < o0, N,, ~ Geo(py,) und p,, = 1—%.
Sei weiter EU; = v und Var U; = 02 < 0co. Wenn nun

_ Uk —Uu

- no

so konnen wir mit dem klassischen Zentralen Grenzwertsatz
folgern, dass

gnk

n
Z&nk i>N(O,1), n— 0o,
k=1

wobei die charakteristische Funktion von N(0,1) wie folgt

aussieht: ,
p(t) =e /2.
Setze kp, = n. Dann gilt:
N, _
P(Mcs) = PO <no =1 ¥ (-ph
k>[nz]+1

= 1—(1—p)plr> pl
i>0

= 1—pr?l 51 _¢®
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fiir n — oo. Dies gilt, da aus nz — 1 < [nz] < nz folgt, dass

pre < pl"® < pna=1 ynd dies ist gleich mit

T et )"

~

-~ -~

—e % 1 e T

da lim,_,o(1 + m)l/ T — e. Mit Hilfe des Ubertragungssatzes
gilt dann

N

& X —N,-FEU;

P Zénkz#gm’)—)d)(w) fiirn — oo,
(k::l \/ﬁO’

wobei 1(z) die charakteristische Funktion

o0

P(t) = /e—tz/Q'z d(l1—e?) = _/(e—zy?/z de=?
0

0
1

= 22 g — 2
/y YTt
0

wobei bei der dritten Gleichheit die Substitution y = e
verwendet wurde. O

Bemerkung 6.3.1. Falls Var X nicht ezistiert, kann sie in den Prin-
zipien P4, P5 durch die sogenannte wahrscheinliche Abweichung d
ersetzt werden, die durch

P(Qry (1/2) —d < X < Qry (1/2) +d) = 1/2

definiert ist, wobei Qpy(1/2) der Median der Verteilung Fx ist.

Die Prinzipien P4 und P5 beriicksichtigen offensichtlich die Variabilitéit
im Portfolio.

P6. Modifiziertes Varianzprinzip:

Var X
(X)) = EX +a7%-, falls EX >0,
0, sonst.

P7. Absolutes Abweichungsprinzip: m(X) = E X + akx, wobei a > 0 und

die Grofe kx “ g | X — Qry(1/2)| die erwartete mittlere absolute
Abweichung genannt wird.



6.4. NUTZENFUNKTION 151

Ubungsaufgabe 6.3.8. Prifen Sie die Giltigkeit der Eigenschaften
E1-E9 fir P5-PT.

Lemma 6.3.1. Fir P7 gilt folgende dquivalente Darstellung:

1/2 1
(X) :(l—a)/QFX(z)dz+(1+a)/QFX(z)dz.
0 1/2

Ubungsaufgabe 6.3.9. Beweisen Sie das obige Lemma.

Bevor wir weitere Pramienkalkulationsprinzipien betrachten, die eher theo-
retischer Natur sind, gehen wir auf einen wichtigen Begriff der Finanzma-
thematik, die sogenannte Nutzenfunktion, ein.

6.4 Nutzenfunktion

Im wirtschaftlichen Alltag benutzt ein Unternehmen verschiedene Strategi-
en, um seine Ziele zu erreichen. Was kann als Kriterium einer erfolgreichen
Strategie dienen? Das intuitiv klare Prinzip der Maximierung des erwarte-
ten Gewinns F X kann nicht als solches Maf} betrachtet werden, wie es im
folgenden Beispiel erldutert wird.

Angenommen, es sei X; = 107 f.s. und Xy ~ Cauchy(a, \) mit A > 0,
wobei die Dichte der Cauchy—Verteilung durch

A

flo) = T2+ (z — a)?)

gegeben ist. Es ist bekannt, dass £ X9 = co. Falls man zwischen diesen bei-
den Strategien mit Gewinn X; und Xo auf der Grundlage des maximalen
Gewinnprinzips wihlen miisste, so wiirde man eindeutig Xs den Vorrang
geben, obwohl die Strategie X7 in der Realitéit viel attraktiver sein kann,
weil sie einen sicheren Gewinn verspricht.

Das zweite Beispiel mit vier unterschiedlichen Strategien, die denselben
erwarteten Gewinn E X = 1000 bringen, zeigt, dass die Wahl fiir eine opti-
male Strategie stark von den jeweiligen Zielen und Prioritdten der einzelnen
Unternehmen abhéngt.

Strategie-Nr. ‘ Gewinnverteilung
1 P( 1.000) =1
1
P(X =0) = P(X =2.000) = 5
P( 0
P

) =0,999, P(X = 1.000.000) = 0,001

2
3
4 X = —2.000) = P(X = 4.000) = 3
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Falls ein Unternehmen an einem sicheren Gewinn interessiert ist, wird
es sich fiir die Strategie 1 entscheiden. Ein Unternehmen, dessen Existenz
nicht von einem monentan stabilen Einkommen abhingt und dessen Ma-
nagement ein langfristiges Denken bevorzugt, wird die Strategien 2 oder 3
bevorzugen. Am risikoreichsten ist sicher die letzte Strategie 4, bei der auch
ein Verlust von 2000 Euro moglich ist. Dennoch kann es passieren, dass ein
Unternehmen sich entscheidet, diese Strategie unter sicheren Umstinden zu
wiéhlen.

Frage: Wie beschreiben wir mathematisch diesen Entscheidungsprozess?
Eine mogliche Antwort konnte darin liegen, indem wir unterschiedliche ge-
eignete Nutzenfunktionen fiir jedes Unternehmen verwenden.

Definition 6.4.1. 1. Fine Funktion v : R — R heifit Nutzenfunktion,
falls sie monoton nicht—fallend und konkav ist.

2. FEine Funktion v : R — R heifit Verlustfunktion, falls sie monoton
nicht—fallend und konvex ist.

v (x) v (=)

A A
0 > 0 .
Abbildung 6.4.1: Nutzenfunktion Abbildung 6.4.2: Verlustfunktion

Diese Funktionen miissen nicht—fallend sein, da ,mehr Geld“ auch ,,mehr
Nutzen“ oder ,,mehr Verlust“ bedeuten soll. Die Konkavitéit der Nutzenfunk-
tion bedeutet, dass ein Gewinn mit kleinem Startkapital hoher bewertet
wird, als derselbe Gewinn, der mit Hilfe eines groflen Startkapitals erreicht
wurde.

Beispiele:

Nutzenfunktion v(x) ‘ Verlustfunktion v(x)
z T
(I1—e*)/a, a>0 e, a>0
—(a—1z)4+,a€eR (x—a);,a€eR
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v(@) = —(a—z)+

Im weiteren werden wir Funktionen v € C?(R) betrachten, die monoton
steigend sind (v'(z) > 0). Zusitzlich sollen sie fiir Nutzenfunktionen konkav
(v"(z) < 0) und fir Verlustfunktionen konvex (v”(z) > 0, z € R) sein.
Manchmal ist es wiinschenswert, dass eine gewisse Ordnung < fiir Risiken
bewahrt wird, d. h., dass

X <Y = EvuX)<EvY)

fiir alle Risiken X und Y. Somit erhalten wir fiir Verlustfunktionen v die
Stop—Loss—Ordnung <

X <qY = Ev(X) < Ev(Y).

Da die tatsidchliche Verlustfunktion in der Praxis unbekannt ist, fordern wir,
dass diese Bedingung fiir jede Verlustfunktion erfiillt ist.

Betrachten wir nun die Nutzenfunktion v(z) = log(z + 2.000) in dem
obigen Beispiel. Die vier Strategien werden dann wie folgt bewertet:

Strategie-Nr. | Ev(x)
1 log(3.000) = 8,006
2 2 (log(2.000) + log(4.000)) = 7,947
3 0,999 log (2.000) + 0, 001 log(1.002.000) = 7, 607
4 —oo = log(0)

Dem Entscheidungsprozess liegt die Maximierung des erwarteten Nutzen
zugrunde. Fiir die obige Nutzenfunktion wére die optimale Losung die erste
Strategie.

Diese beiden Konzepte kénnen auf die Versicherungsbranche angewandt
werden. Betrachten wir zuerst die Pramienkalkulation aus der Sicht des Ver-
sicherungsnehmers.
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Beispiel 6.4.1. FEin Versicherungsnehmer ist bereit, die Pramie n(X) fir
das versicherte Risiko X zu bezahlen, falls

v(u —7(X)) = E (v(u — X)) (6.4.1)

fir ein Startkapital u. Dies bedeutet, dass der Nutzen des Startkapitals u
nach Abzug der Primie genau so hoch sein sollte wie der erwartete Nutzen
desselben Kaptials, falls ein Verlust der Hohe X eingetreten ist.

Um dies zu veranschaulichen sei u = 2.000, v(z) = 1log(2.000 + z), und X
sei gleichverteilt im Intervall [0,2.000]. Somit ist

v(2000 — (X)) = E (v(2000 — X)),
wobei

Ev(2000 — X) = E (log(4000 — X))
2000

1

— | log(4000 —

5000 0g(4000 — z) dz
0

= 7,987196821
Daraus folgt, dass
m(X) = 1056,964471 > E X = 1000.

Wir werden nun beweisen, dass diese Relation fiir jede beliebige Nutzen-
funktion gilt:

Proposition 6.4.1. Falls die Pramie w(X) wie in (6.4.1) kalkuliert wurde,
dann gilt fir jede Nutzenfunktion: ©(X) > E (X).

Beweis. Aufgrund der Konkavitét von v(z) ist auch f(z) = v(u—z) konkayv,
denn fiir alle @ € (0,1) und z1,z2 € R gilt:

viu—azx; — (1 —a)zy) = v(a(u—2z1)+ (1 —a)(u—x9))
> avu—z1)+ (1 —a)v(u —x2).

Mit der Ungleichung von Jensen (Ev(Y) < v(EY) fiir jede konkave Funk-
tion v und Zufallsvariable V') erhalten wir:

v(u— (X)) “EY Bo(u— X) < (B (u— X)) = v(u— EX).

Da v eine monoton nicht-fallende Funktion ist, folgt somit
v—m(X)<u—EX = 7nX)>EX.
O

Ubungsaufgabe 6.4.1. Zeigen Sie, dass der obige Satz fiir Verlustfunktio-
nen v nicht gilt.
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6.5 Theoretische Kalkulationsprinzipien

Die im vorigen Abschnitt eingefithrten Pramienkalkulationsprinzipien ka-
men aus der Praxis. Im vorliegenden Abschnitt werden wir theoretische
Préamienkalkulationsprinzipen, die auf einer Nutzen-, Verlust- oder sonsti-
gen Entscheidungsfunktion basieren, einfiihren. In den meisten Féllen kann
die Priamie m(X) als Nullstelle der Funktion

f(P)=Ew(P,z), w:R> =R (6.5.1)
kalkuliert werden, d.h., 7(X) ist eine Losung von f(P) = 0.

6.5.1 Das Null-Nutzen—Prinzip P8

Im folgenden wird ein Primienkalkulationsprinzip auf Basis einer Nutzen-
funktion eingefiihrt. Die resultierende Priamie w(X) kann aus Sicht des Ver-
sicherers, im Gegensatz zu (6.4.1), betrachtet werden.

Sei v eine streng monoton wachsende Nutzenfunktion. Dann soll fiir ein Risi-
ko X die Pramie m(X) als eine Losung folgender Gleichung gewéihlt werden:

v(u) = Ev(u+7n(X)—X). (6.5.2)

Das bedeutet, dass der erwartete Nutzen der Risikoreserve R = u+7(X)—X
und der Nutzen des Anfangskapitals u gleich sein sollen.
Fiir u = 0 ergibt sich das sogenannte Null-Nutzen—Prinzip:
P8:
v(0) = Ev(n(X) — X) (6.5.3)

Manchmal werden wir die so berechnete Primie als 7,(X) bezeichnen, um
die Rolle der Nutzenfunktion v(z) zu betonen.

Bemerkung 6.5.1. Die Pramien 7, (X) sind fir alle Nutzenfunktionen
vi(z) = av(z) +b, a >0, b € R gleich:

Ty (X) = mp(X) .

Dies folgt aus der Linearitdit des Erwartungswertes. Deshalb nehmen wir

0.B.d. A. an, dass v(0) = 0 und v'(0) = 1 (wenn nicht, dann wird die
Substitution v(zx) — % durchgefiihrt). Somit ist w(X) die Lisung der
Gleichung Ev(P — X) = 0 oder dquivalent dazu die Nullstelle der Funktion
f(P) = Ew(P,X) mitw(P,X) =v(P—X).

Da v(z) streng monoton wachsend ist, ist auch g(P) = v(P — X), streng
monoton wachsend in P und somit auch Ev(P — X), da folgendes gilt:

VP <P, = E’U(Pl—X)<E’U(P2—X).
Gleichheit kann hierbei nicht gelten, denn sonst gibe es eine Zufallsvariable

ZZ’U(PQ—X) —’U(Pl —X)
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mit Z >0 f.s. und EZ = 0. Somit existiert eine eindeutige Losung w(X)
fir die Gleichung f(P) = Ev(P — X) = 0 und w(X) ist wohldefiniert.

Man kann auch beweisen, dass, falls v1(0) = v2(0) = 0, fir Nutzenfunk-
tionen vy und vy und my, (X) = my, (X) fiir alle Risiken X mit dem kompak-
ten Trdger (d.h. P(X € [a,b]) = 1) gilt, folgt, dass v1(X) = a-v2(X),a > 0.
(Siehe den Beweis in [10], S. 66, Theorem 3.

Beispiel 6.5.1. Sei
1. v(z) =z = w(X) = EX - das Nettopramienprinzip

2. v(r)=1—e"%=71(X)=1logEe™, a>0.

~a
Dies ist das sogenannte Ezponential-Prinzip P9, das wir im Abschnitt
6.5.3 behandeln werden. In der Tat gilt:
0 = v(0) = E (1 — e~0m(X)FaXy

Hieraus folgt, dass

e X  Hix(a) = 1
= M) = x(a)
|
= m(X) = —logmx(a).
a
wobei Mmx(a) = Ee*™ die momenterzeugende Funktion von X ist.

Deshalb muss man voraussetzen, dass mx(a) < oo gilt.

Es gibt aber auch geniigend Fille, wo die Lésung von (6.5.2) nicht explizit
angegeben werden kann. Dann hilft die folgende Approximation, die P8 mit
dem Varianzprinzip P4 verbindet:

Satz 6.5.1. Sei v(-) € C3(R) eine Nutzenfunktion mit v'(z) > 0 und
v"(z) < 0 fiir alle z € R. Fiir die Primie w(X), die mit P8 berechnet
wurde, gilt die folgende Approximation:

(X)) > EX+ @Var (X) (6.5.4)
wobei r(x) def —1;’,1(%) > 0 die Risikoaversion des Versicherers heifit, falls

Var X < % und 7(0) hinreichend grof§ ist und zusdatzlich gilt, dass

E [v"(Xo)(n(X) - X)*] =0, Xo€ [n(X),X]fs

Beweis. Nach der Taylor-Entwicklung gilt:
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wobei
,UIII (XO)

3!
Nach der Anwendung des Erwartungswertes gilt mit Hilfe von P8:

0 = Evo(n(X)—X)—v(0)
v(0)
2

O ((m(X) - X)*) = (m(X) — X)*.

= V(0)(n(X) - EX) + (m(X)? —2E Xn(X) + E X?)

oder, fir t = 7(X) gilt:
’U” (0)
2

Lésen wir diese Gleichung nun nach ¢ auf. Dazu werden wir zuerst die Dis-
kriminante berechnen:

V()

2 + (v'(0) — E Xv"(0))t + EX? - 4(0)EX =0.

D = ('(0)— EXv"(0)? —4”"2(0) (0”2(0)EX2—U’(0)EX)
= (¢'(0))% = 20'(0)v" (0)E X + (v"(0))*(E X)?

—(@"(0))?E X% + 20" (0)v'(0)E X
= (v'(0))* — (v"(0))*Var X

Daraus folgt dann fiir ¢:

—'(0) + E Xv"(0) + VD

t g
HO
22(0)

~ EX- % 4 (% _ @Var)(;>2—%(r(0)VarX>2

1 1 r(0)
EX X
0 oy T2 v

(
r(O)
2

\Y%

= EX+

Tatséchlich gilt:
1
——ﬂVrX >0 <= VarX < 2
r(0) 2(0)

und falls 7(0) grof§ genug ist, erhalten wir

1 , 1
- < —=—— =
4(r(O)VaT X)* < 2(0) 0,

und somit kann dieser Term unter der Wurzel vernachlassigt werden. O
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Beispiel 6.5.2. 1. Seiv(z) = z. Daraus ergibt sich, dass v"(z) =0 und

r(z) = 0 ist. Somit kann der Satz 6.5.1 nicht direkt angewandt werden.

Nichtdestotrotz kann man sehen, dass 7(X) = EX (das Nettoprimi-

enprinzip) gilt.

Sei v(z) =1 —e " (das Ezponential-Prinzip P9). Daraus folgt, dass
’U"(.’L‘) _GQefam

T(x):_v’(w) = o =a>0.

Die Approzimation (6.5.4) kann dann wie folgt geschrieben werden:
(X)) > EX+ g Var X ,

und der Parameter a besitzt die Bedeutung der Risikoaversion in P9.
Je grifier die Risikoaversion a ist, desto hoher ist der bendtigte Si-
cherheitszuschlag.

Falls X ~ N(u,0?), dann gilt die Gleichung in (6.5.4):

2 2
ﬁlx(a) _ eua+02a

und

1 N 1 2 a a
m(X) = alogmz(a) = (ua—i— %02> :u+§a2 :EX+§V(1TX.

Satz 6.5.2. Das Null-Nutzen—Prinzip P8 erfillt die Figenschaften E1-E4
und E8. Die Figenschaft E8 ist auch fiir die Stop—Loss—Ordnung erfillt.

Beweis. Wir beweisen nur E1-E5 und E&. Der Rest ist die
Ubungsaufgabe 6.5.1.

Nun zum Beweis:

El:

E2:

Da v(P — z) eine konkave Funktion in z ist, gilt nach der Ungleichung
von Jensen

v(0) = Ev(n(X) — X) <v(n(X) - EX),

vgl. den Beweis zu Proposition 6.4.1. Da v(z) streng monoton wach-
send ist, gilt 7(X) — EX > 0, woraus wiederum folgt, dass n(X) >
EX.

Falls max(X) = oo, dann ist die Aussage trivial. Sei nun max(X) < oo,
dann folgt aus X < max(X):

v(0) = Ev(n(X)—X) > Ev(r(X) — max(X))
= o(m(X) — max(X))
Da v monoton steigend ist, folgt daraus, dass

m(X) —max(X) <0 = 7(X)< max(X).
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E3: Sei X = a. Hieraus ergibt sich, dass
v(0) = Ev(r(e) — a) = v(r(a) —a),
woraus wir schlieBen kénnen, da v monoton steigend ist, dass 7(a) = a.

E4: Fir alle a € R gilt:
v(0) =Ev(n(X)—-X)=Ev(n(X +a)—X —a)=Ev(P—-X),

wobei P = w(X + a) — a ist. Da w(X) die einzige Lésung von (6.5.3)
ist, muss P = m(X) sein, d.h. 7(X) + a = 7(X + a).

E5: gilt nur fiir unabhingige Risiken im Fall des Exponentialprinzips P9,
vgl. den néichsten Satz 6.5.3.

E8: Wir werden die Eigenschaft P8 fiir <;; zeigen. Der Beweis fiir <,; lauft

analog. In diesem Fall wird von allen Funktionen nur gefordert, dass
sie monoton wachsend sind und nicht noch zusétzlich, dass sie konvex
sein miissen.
Seien X und Y Risiken mit X < Y, d.h. fiir alle konvexen, monoton
wachsenden Funktionen g gilt: E g(X) < Eg(Y). Da v(z) konkav und
monoton wachsend ist, ist g(x) = —v(P — X) konvex und monoton
wachsend. Deshalb gilt:

E(—v(P - X)) < E(—v(P-Y)) < Ev(P —-X)>Ev(P-Y).
Dann ist fir P = n(X)
Ev(n(Y)-Y)=9v(0) =FEv(r(X)—-X)>Ev(n(X)-Y),

und da v(z) streng monoton wachsend ist, gilt 7(Y) —-Y > n(X) -Y
und somit 7(Y') > n(X).

O

Es ist offensichtlich, dass E5 fiir unabhéngige X und Y im Fall P9 gilt:
1 _
m(X+Y) = o log m.x 1y (a)
1 . | R
= - log mx(a) + o log my (a)
= 7(X)+n(Y).

Der folgende Satz zeigt, dass in der Familie der Pramienkalkulationsprinzipi-
en P8 (Null-Nutzen—Prinzip) die einzigen Prinzipien, die E5 fiir unabhéngige
Risiken X und Y erfiillen, das Nettopramienprinzip und das Exponential-
prinzip sind:
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Satz 6.5.3. Seiv € C?(R) eine streng monoton wachsende Nutzenfunktion
mit v(0) = 0, v'(0) = 1 und v"(0) = —a < 0. Sei my(-) die Primie, berechnet
nach dem Null-Nutzen—Prinzip P8 mit der Eigenschaft n(X +Y) = n(X)+
w(Y) fiir unabhingige, versicherbare Risiken X und Y. Dann ist

1 ~
r(x) = { alogmx(a), falls a>0 (P9)
EX, falls a=20 (P]_)
Beweis. siehe [20], S. 92-94. 0

Bemerkung 6.5.2. Da P8 die additiven FEigenschaften E5 und E6 nicht
erfillt, ist es fir die Prazis ein eher schwaches Prinzip, da es wegen seiner
Allgemeinheit als wenig nitzlich erscheint. Sein Spezialfall P9 erfillt aber
wichtige Eigenschaften und ist somit fir die Prazis von grofier Bedeutung.

6.5.2 Mittelwert—Prinzip P10

Gegeben sei eine monoton wachsende, konvexe Verlustfunktion v(-). Dann
wird die Pramie 7(X) nach dem Mittelwert—Prinzip P10 berechnet, falls

v(m(X)) = Ev(X). (6.5.5)

fiir alle Risiken X gilt. Aufgrund der Monotonitdt von v existiert eine ein-
deutige Losung m(X) = v~} (Ewv(X)) von (6.5.5). Genauso wie im Falle des
Null-Nutzen—Prinzips liefert jede Verlustfunktion av(z) + b fir a > 0 die-
selbe Priamie in bezug auf (6.5.5) wie v(x): mgp4p(X) = 7(X).

Beispiel 6.5.3. 1. Sei v(z) = z. Dann gilt: n(X) = EX — das Netto-
Pramienprinzip.

2. Seiv(z) = €** mit a > 0. Dann ergibt sich 7(X) = 1logfx(a) - das
Ezponentialprinzip. Dies gilt, da v='(z) = %logw 1st.
Proposition 6.5.1. Das Mittelwert—Prinzip P10 erfillt nur die Eigenschaf-

ten E1-E3, E8 und E9. E8 gilt auch fiir die Stop—Loss—Ordnung.

Ubungsaufgabe 6.5.2. Beweisen Sie den obigen Satz aufer fir die Eigen-
schaften E4-E6.

Satz 6.5.4. Seiv € C?(R) eine monoton wachsende Verlustfunktion, v'(zx) >
0 v"(z) >0Vz e€R. Falls

mo(b+ X) = my(X) + b, fir alle Konstantenb € R

gilt, d. h., die Eigenschaft E4 der Konsistenz ist erfillt, und m,(-) wurde nach
dem Pramienkalkulationsprinzip P10 berechnet, dann ist entweder m,(X) =
EX oder 3a>0: my(X) = %logfﬁx(a).

Beweis. siehe [24], S. 216-217. O

Der obige Satz sagt aus, dass ein konsistentes Mittelwert—Prinzip not-
wendigerweise das Nettopramienprinzip oder das Expontential-Prinzip sein
muss.
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6.5.3 Das Exponential-Prinzip P9

In diesem Abschnitt hehandeln wir die Eigenschaften dieses wichtigen Pri-
mienkalkulationsprnzips.

Satz 6.5.5. Sei X ein Risiko mit mx (ap) < oo fiir ein ag > 0. Dann gelten
die folgenden Aussagen:

1. Die Pramie mq(X) def Llogx(a) ist monoton wachsend in a €

(0, ag], vorausgesetzt, dass X nicht konstant ist.

2. Falls EX < oo, dann gilt lim 7,(X)=EX.
a——+0

3. Falls mx(a) < o0 Ya € Ry, dann gilt lim 7,(X) = max(X) =
a—+00
QFX(]')'

Dieser Satz besagt, dass beide Extremfille, das Nettoprdmienprinzip P1
und das Prinzip des maximalen Schadens P2, als Grenzfille von P9 fiir
a — +0und ¢ — +o0 erscheinen. Da 7, (X) monoton wachsend in a ist, kann
ein beliebiges Pramienkalkulationsprinzip 7(X) mit EX < 7(X) < Qry (1)
als eine Pramie m,,(z) fiir ein gewisses ag dargestellt werden. Oder, anders
formuliert, je hoher die Risikoaversion a, desto grofier ist die Priamie 7, (X).

Um den Satz 6.5.5 zu beweisen, brauchen wir das folgende Lemma:

Lemma 6.5.1 (Ungleichung von Ljapunov). Fir alle Risiken Y > 0
und Konstanten 0 < a < b gilt:

(EY®)/e < (BEYY)/P (6.5.6)
Die Gleichung in (6.5.6) gilt genau dann, wenn Y konstant ist.

Beweis. Aus der Jensen Ungleichung folgt, dass
Eh(X) > h(EX)

fiir eine konvexe Funktion A mit h'(z) > 0 und A"(z) > 0 Vz gilt. Die
Gleichheit gilt genau dann, wenn X konstant ist.

Da wir hier ein bisschen mehr als die klassische
Jensen Ungleichung benétigen, werden wir dies
beweisen: Aufgrund der Konvexitit gilt Va # *
To: %g

h(z) > h(wo) + h'(z0)(z — o).
Dabei sollten wir uns die Frage stellen, warum dies eine strikte Ungleichung
ist. Nehmen wir an, es existiert ein Wert x1 # xg, so dass

h(.’Bl) = h(.’L‘()) + h’(.’[)o)(il?l — .’1}0)
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gelte. Dann liegt der Punkt (z;, h(x;)) fiir ¢ = 0, 1 nicht nur auf dem Graphen
von h sondern auch auf der Tangenten von A im Punkt z.

Wegen der Konvexitdt von h(-) muss dann jedoch das gesamte Segment
[(zg, h(zo)), (z1,h(z1))] auf dem Graphen von h liegen. Dann wiirde jedoch
fiir alle z € (zg,z1) h"(z) = 0 gelten. Dies wire aber ein Widerspruch zu
unseren Annahmen. Somit kann die Gleichheit also nicht gelten.

Sei nun £ = X und zy = £ X. Wenn wir auf beiden Seiten von

hX)>h(EX)+Hh(EX)(X —EX)

die Erwartungswerte betrachten, so erhalten wir £ h(X) > h(E X) fir X #
EX.

Im speziellen Fall von (6.5.6) setzen wir nun h(x) = 2%/ mit b/a > 1. Dann
ist h(z) konvex und fiir z > 0 (da wir die Aussage nur fiir Risiken Y > 0
benotigen):

b b (b
h,(33) = _a:b/a—l >0 und h"(g;) = _ (_ _ 1) :Cb/a_Z > 0.
a

a \a
Mit X = Y* gilt dann:
1/b
(EY)Y* < EY? oder (EY®)Y° < (EY”) "
wobei die Gleichheit nur im Fall Y = FY gilt. O

Bemerkung 6.5.3. Eine allgemeinere Form der Ungleichung von Ljapunov
sieht wie folgt aus:

k k3—k1 k k3—k2 k k2—k1
(BIvP)" "< (BrP)T T (BIYEE)T T VO < <hy
fir eine Zufallsvariable Y. Als Folgerung erhdlt man:

ElY|SVE|YPLKVE|YRPL...<{/E|Y|F, VEkeN.
Beweis. (von Satz 6.5.5)

1. Benutzen wir die Ungleichung von Ljapunov mit Y = ¥, Va < b < ag
so bekommt man

(EeaX)l/a g (EebX)l/b '
Dies ist dquivalent zu
1 1
mo(X) = ElogEe“X < ZlogEebX = m(X),

wobei die Gleichheit nur gilt, falls eX konstant ist (d.h., X ist kon-
stant). Daraus ergibt sich, dass 74 (X) streng monoton wachsend bzgl.
a ist.
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2. Wir benutzen die Taylorentwicklung von 7 x (a) in der Umgebung von

a=0:
00 ~(n) 00
- my’ (0) EX"
mX(a):E );' a:E at
n=0 ) n=0 ’

wobei wir vorausgesetzt haben, dass EX* < co VkE € N, X > 0
und mx(a) < oo Va € [0,ap). Dann ist bekannt, dass fr\zg?) (0)=EX"
Vn € N existiert. Ahnliches erhalten wir fiir ein k € N, so dass E X* <

Q!

Wenn wir nun £ = 1 wéhlen, so konnen wir folgern, dass

1 1 =
alogﬁzx(a) = alog(1+aEX+O(a))
1

= 2 (aEX —I—E(a))

= EX+0(1).

Daraus ergibt sich:

. N S
a1—1>I—1|}0 Ta (X) N al—l>r—[|-10 ; log mx (a) =BX.

3. Wir zeigen zunichst, dass 7,(X) < Qr, (1) ist. Dies ist klar, da P9 ein
Spezialfall von P8 (Null-Nutzen—Prinzip) ist und P8 die Eigenschaft
E2 fir alle X mit Qr, (1) < oo erfilllt. Fiir ein X mit max(X) = oo
ist die Aussage trivial. Zeigen wir, dass Vé € (0, Qr, (1)) gilt:

lim 7g(X) > 6. (6.5.7)

a—o0

Wenn dies richtig ist, kénnen wir fiir § - Qr, (1) — 0 folgern:
Qi (1) < lim ma(X) < Qrc (1),
woraus sich ergibt, dass
Jim 7, (X) = Qe (1).
Um (6.5.7) zu zeigen, konstruieren wir

0, X<96
Y_{é,X>5

woraus folgt, dass Y < X f.s.. Hieraus kénnen wir schlieflen, dass

iy (a) = e Fx (8) + e (1 — Fx(8)) < fix(a)
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bzw.
mx(a) > e (1 - Fx(9))

oder

Q|-

7a(X) = 2log Fix(a) > L(log(1 — Fx(5)) + ad) .

Hieraus ergibt sich:
lim 7,(X) > 4.

a—0o0

O

Wir werden nun die Eigenschaften des Exponentialprinzip P9 als ein
Spezialfall von P8 und P10 zusammenfassen:

Satz 6.5.6. Fir das Ezponential-Prinzip P9 gelten die Eigenschaften E1-
E4, E8, E9. Eb5 gilt ausschlieflich fir unabhdngige Risiken.

Beweis. Die Eigenschaften E1-E3, E8 und E9 haben wir bereits in der Pro-
position 6.5.1 gezeigt. E4 und E5 folgen aus dem Theorem 6.5.2. E7 ist
offensichtlich: (cX) # c¢n(X).

Wir werden nun beweisen, dass E6 nicht gilt: Wir betrachten zwei abhingige
Risiken X und Y mit der gemeinsamen Verteilung

X
0|1
0lq
Y
110|p
mit p+ ¢ =1 und p,q > 0. Dann ist
1
(X +Y) = alog(q+p62“)

1
und 7(X) = w(Y)= a log (g + pe®)
und somit

1 2a
Ra(X +Y) = ma(6) —ma(¥) = Tlog (L) > 0,
a8 {at per)

da g+ pe®® > (¢ +pe?)?. In der Tat gilt:
q+pe® —(q+pe?)® = q+pe’ —q® —2qpe® — p*e’
= q(1—q)+pe’(1—p) — 2gpe"

=" pq+ pge*® — 2pge”
= pg(1 — 2e* + 62”)
= pg(1—e*)?>0.
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Daraus ergibt sich, dass
To(X +Y) > 7 (X) + e (Y)
O

Bemerkung 6.5.4. Wegen seiner schonen FEigenschaften kann P9 als ein
optimaler Kompromiss zwischen verschiedenen Prdmienkalkulationsprinzi-
pen betrachtet werden, besonders zwischen den extremen Prinzipien Pl und
P2. Ein Nachteil von P9 besteht in der Nicht—Versicherbarkeit der Risiken
mit schweren Tails, da Mmx(a) = oo Va > 0. Auflerdem muss man die Ri-
stkoaversion a kennen, um P9 anwenden zu kénnen. Diese muss allerdings
aus den Daten geschdtzt werden.

Eine Verallgemeinerung von P8-P10 liefert das sogenannte Prinzip der
Schweizer Pramie:

6.5.4 Prinzip der Schweizer Primie P11

Sei v(-) eine monoton wachsende Nutzen- oder Verlustfunktion und sei z €
[0, 1] gegeben. Dann wird die Pramie 7(X') nach dem Prinzip P11 der Schwei-
zer Pramie berechnet, falls 7(X) die Losung folgender Gleichung ist:

Ev(X —zm(X)) =v((1 — 2z)m(X)) (6.5.8)

Fiir z = 0 erhalten wir das Mittelwert—Prinzip P10, fiir z = 1 das Null-
Nutzen-Prinzip P8.

Nehmen wir an, wir haben eine Verlustfunktion v. Dann ist vi(z) = —v(—x)
eine wachsende Nutzenfunktion und es gilt:

Evi (X — 7(X)) =v1(0) <= Ev(n(X) - X) =v(0).

Um die Bedeutung von (6.5.8) zu illustrieren, fithren wir das folgende Bei-
spiel hier an:

Beispiel 6.5.4 (Riickversicherung). Wir betrachten die Situation, dass
ein Zedent (Erstversicherer) einen Teil z X, z € (0,1) von einem Risiko
X an einen Riickversicherer weitergibt (das ist die sogenannte proportionale
Riickversicherung) und dass der Riickversicherer denselben Anteil z w(X) an
der Primie erhdlt. Somit trigt der Erstversicherer das Risiko (1 —2z)X und
kann mit dem Anteil (1 — z)w(X) der gesamten Prdmie den Verlust decken.
Sei w(X) eine gute Schitzung fir X, d.h., es gilt 7(X) ~ X. Dann gilt
auch:
1-2) X=X —2zn(X).

Angenommen, der Erstversicherer verwendet das Mittelwert—Prinzip P10
mit der Verlustfunktion v:

v(m(X)(1 —2)) = Ev(X — 2n(X)).
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Somit erhalten wir die Gleichung (6.5.8). Die Eigenschaften von P11 kénnen
aus der Proposition 6.5.1 und dem Satz 6.5.2 hergeleitet werden.

6.5.5 Das Verlustfunktionen—Prinzip P12

Zum Abschluss dieses Abschnitts werden wir ein alternatives Verfahren
fiir die Pramienkalkulation betrachten. Es basiert auf der Minimierung des
durchschnittlichen Verlust. Um dies einzufiihren, werden wir die Definition
einer Verlustfunktion verallgemeinern:

Definition 6.5.1. Jede Funktion L(z,P) : R? — R wird eine Verlustfunk-
tion genannt. Diese Funktion symbolisiert den Verlust des Risikos X, das
mit der Pramienstrategie P kalkuliert wurde.

Die Priamie 7(X), die den durchschnittlichen Verlust, d.h.

7(X) = arg I;I;I(}EL(X, pP).

minimiert, wird nach dem Verlustfunktionen—Prinzip P12 kalkuliert.

Beispiel 6.5.5. 1. Sei L(z,P) = (x — P)? die Verlustfunktion der Me-
thode der kleinsten Quadrate. Dann ist

EL(zx,P)=EX?—-2EX - P+ P2
Da E L(z, P) — min, folgt aus
OE L(z,P)
op
dass P = E X das globale Minimum ist und somit m(X) = E X das
Nettopramienprinzip P1.

2. Sei L(z,P) = z(zx — P)?, x > 0 Dann gilt das modifizierte Varianz-

prinzip P6:
Var X

m(X)=EX+ X

3. Sei L(z, P) = a1(x — P)y +as(z— P)_, fir aj,as > 0 mit a1 +ag > 0.
Daraus folgt fir e = —2— das Quantil-Prinzip P3:

a1+a2

m(X) = Qryx(€),

falls wir annehmen, dass die Risiken X eine absolut stetige Verteilung
besitzen. Wir benutzen die Bezeichnung

(a)_ = —a, a<0
- 1 0, sonst
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4. Sei L(z,P) = (e‘“C —e“P)Q, a > 0. Hieraus folgt, das Exzponential—
Prinzip P9:

r(X) = - logix(a)

Ubungsaufgabe 6.5.3. Zeigen Sie, dass die Pramien in 2)-4) im Beispiel
(6.5.5) beziiglich P12 kalkuliert wurden.

6.6 Bonus—Malus—Primienkalkulationsprinzip

In diesem Abschnitt wird die Effizienz von Bonus—Malus—Kalkulationsprinzi-
pien betrachtet werden. Im Folgenden werden die Bezeichnungen aus §3.4
benutzt werden. Sei 7 = (7y,...,m)? ein Vektor von Primien (oder mogli-
chen Primienraten) m < mo < ... < 7 mit einer Superbonusklasse 7
und einer Supermalusklasse m;. Die Markovkette X = {X; : ¢ = 0,1,...}
beschreibe die Tarifklassen einer Police. X ist eine homogene, zeitdiskrete
Markovkette mit Zustandsraum E = {1,...,l}. Sei Y,, die Anzahl der ge-
meldeten Schiden einer Police im Jahr n. Angenommen Y;,, ~ Poisson(\),
d.h.

Ak
E )

Dann sehen die Ubergangswahrscheinlichkeiten wie folgt aus:

pp =P, =k) = k € N.

wobei

1, falls die Police von der Klasse 7 nach j iibergeht
tij (k) = 0, sonst

die Ubergangsfunktionen sind unter der Voraussetzung, dass k Schiden im
laufenden Jahr gemeldet wurden. Wir betrachten nun die Matrix
P = P(0,1) = (pi;j(1)). Aus den Chapman-Kolmogorov-Gleichungen (3.4.2)
folgt, dass

P(m,m+n)=P0,n)=P", VneN,YmeN und P(n)=P"-P(0),

wobei P(n) = (pi(n))icg und p;(n) = P(X(n) = i). Sei P regulir, d.h.
det P # 0. Dann koénnen wir zeigen (vgl. Theorem 7.2.1 von [20], S. 281-
282), dass fiir alle ¢ € E ein y; = lim, o0 pij(n) > 0 existiert, so dass
Z;-:l pj = 1. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung g = (p1,...,p;) ist die
sogenannte stationdre Verteilung von X. Die Begriindung dafiir liefert das
folgende Lemma:
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Lemma 6.6.1. Unter den obigen Bedingungen ist  die einzige Ldésung der
folgenden Gleichgewichtsgleichung:

p=puP oder p;j= Z,Uipij , VjekE. (6.6.1)
i€E
Mit anderen Worten: u” ist der einzige Eigenvektor mit Eigenwert 1 des

Operators P™.

Beweis. Es gilt:

(n—1)

pio= lim pij(n) = lim > py - pg
keE
— im Y _
= anggopik “Pkj = Y Ik Pk
kEE keE

Somit gilt (6.6.1). Angenommen es existiere y' # p mit p' =y’ P. Wenn wir
nun (6.6.1) iterieren, so erhalten wir p' = p/ P™ und

p' = lim u'P"

n—oo

= (Z e n@gpm(n))

kEE ]EE
= (1 Nj)jeE =Q-
O

Die obige Aussage bedeutet, dass, wenn wir eine Anfangsverteilung, z. B.
P(0) = p, gewihlt haben, P(n) = u fiir alle n gilt. Dies erklart, warum diese
Verteilung stationére Verteilung genannt wird.

Falls wir die stationdre Prdmie, d.h. die durchschnittliche Pramie einer Po-
lice in bezug auf u, berechnen wollen, bekommen wir

f:f(k) :Zuiﬂ'i:u-ﬂ',
1€ER
die eine Funktion der Intensitdt der Schadensankiinfte A ist. Angenommen,
m(A) ist differenzierbar. Das Hauptziel von einem Bonus—Malus—System ist,
dass jeder eine Priamie zahlt, die so nah wie méglich am Erwartungswert
seiner/ihrer Schiden pro Jahr liegt.
Dies bedeutet, dass wir mochten, dass

TA) =X-EU, (6.6.2)

wobei EU die erwartete Schadenshohe ist. Somit muss 7(\) eine lineare
Funktion in A sein. In den meisten praktischen Beispielen ist dies nicht so.
Es wire angenehm, wenn man die Wirksamkeit eines Bonus—Malus—Systems
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durch die Abweichung von 7(A) zu A E U messen konnte.
Falls (6.6.2) gilt, so erhalten wir:

logm™(A\) =logA+1og EU .

Wenn wir nun auf beiden Seiten nach A ableiten, so sehen wir, dass

TN 1

T(A) AT
oder anders dargestellt:

AT(A) )

LICVER

Definition 6.6.1. 1. Die Funktion

A 3) = dlogm())

e = =5 T = e (6.6.3)

wird die (Loinaranta) Effizienz des Bonus—Malus—Systems genannt.

2. Das System ist fiir die Ankunftsrate vollkommen effizient, falls
e(A) =1.

Was ist die Bedeutung von e(A)? Angenommen, die Ankunftsintensitét
hat sich ein wenig gedndert: A — A(1 4+ h) = A+ Ah, wobei h sehr klein sein
soll. Wir werden nun zeigen, dass die stationdre Pramie sich fiir kleine h wie
folgt verhilt:

7M1+ h)) =T(A)(1 +e(M)h). (6.6.4)

In der Tat folgt aus (6.6.3)

dT(\) = @ e(\) dA.

Fiir dA = A(1 + h) — A = Ah bekommen wir

T(A(1+h)) —T(\) =

bzw.

TAL+h) = TN +e(A)-h).

Dies bedeutet, dass e()\) die Anderungsrate fiir die stationire Primie 7(\)
fiir eine sehr kleine Anderung der Ankunftsintensitit A ist.

Wie bereits oben erwidhnt, impliziert ein faires Nettoprdmienkalkulations-
prinzip, dass e(A) = 1. In der Praxis kann dies nicht fiir alle A\, aber we-
nigstens fiir ein Intervall (A1, A2) © A garantiert werden, siehe Proposition
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6.6.1. Dariiberhinaus bedeutet eine Effizienz von 0 < e(A) < 1, dass schlech-
te Autofahrer in der Autoversicherung subventioniert werden. In der Tat gilt
unter realistischen Bedingungen, dass 0 < 7(0), 7(o0) < oo. Dies ist richtig,
da fiir alle m; € (0, 00) gilt:
— =

% 1og”§” - 7;((;)) - ; = 1)~ 1) <0.
Daraus folgt, dass log @ und somit natiirlich auch @ monoton fallend
von unendlich fir A — 04 nach 0 fiir A — oo ist. Da T()\) stetig ist, exi-
stiert ein Ao, fiir das das System vollkommen effizient ist, d.h. T(Ag) = 1.
Auflerdem kénnen wir daraus, dass @ monoton fallend ist, schlielen, dass
(schlechte) Fahrer mit A > Ao weniger zahlen, als sie eigentlich sollten. Im
Gegensatz dazu zahlen gute Fahrer mit A < Ay mehr. = Es findet ein Ka-

pitaltransfer von den guten zu den schlechten Risiken statt.

Proposition 6.6.1. Sei das Bonus—Malus—System fir X = XAy vollkommen
effizient. Dann gilt:

Ao

7(\) = A exp /

A
falls wir o. B. d. A. annehmen, dass EU = 1.

1—e(x)

dr |, V2,

Beweis. Mit (6.6.3) konnen wir schreiben:
Ao Ao

e(z) de = /(log 7(z)) dz

A
= logm(Ag) —logT(A)

——
=)o

= log Ay — log7(A)

Ao 1
= / - dz +log A — logT(A) .

A

>

Somit gilt:

Ao
1—
logm(\) = log)\—l-/%dx
A
Ao

bzw.

al
—
X!
Il
>
]
»
ko)
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Diese Proposition liefert eine allgemeine Form von 7(A). Es sollte beach-
tet werden, dass

TA) =X <= e(z) =1 Vze((\X).

Wie kénnen wir nun e(A) berechnen? Wenn wir (6.6.3) betrachten, so kann
das Problem auf die Berechnung von 7 () beschrinkt werden. Laut Defini-
tion ist
) =Y wA) m = (N) -, (6.6.5)
i€E

wobei () das folgende lineare Gleichungssystem erfiillen muss:

W) =W )Pty 4

(6.6.6)
S w0 =0
1€l

das aus (6.6.1) und der Definition des Mafles folgt. Die erste Gleichung in
(6.6.6) kann auch wie folgt geschrieben werden

WO~ P) =)
wobei
dP d (o= _\NF
Frei a(kz_% AW“"’“’))..
= i,jEE
00 k k—1
= Z(_‘ﬂ%+ _A(k/\— 1)!) (k) e 1)t”(0)>
— ijeE
00 G ]
= Z e il (tij(k + 1) t; (k))>
k=0 i,jEE

und die Matrix I — P ist aufgrund von (6.6.1) entartet:
p=pP=Pu" =p" = P -T)u" =0

hat nicht-ausgeartete Losungen. PT — I = (P —I)7 ist ausgeartet. Damit
folgt, dass

det(I — P) = det(I — P)T = (=1)'det(P - T)T = 0.

Um diese Schwierigkeit zu vermeiden, benutzen wir die zweite Gleichung aus
(6.6.6) in der Form 4/()) - E = 0 geschrieben, wobei E = (1); jep ist. Dann
gilt
dP _
W) =N A-P+E) 1, (6.6.7)
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da I—P+E reguldr ist. Wir werden nun beweisen, dass I— P+E invertierbar
ist. Mit anderen Worten, wir werden zeigen, dass aus (I — P + E)z”7 = 0
zT = 0 folgt. Wenn wir (I — P + E)z” von links mit g multiplizieren, so
erhalten wir (wobei e = (1,...,1) sei):

pI—-P+Ez" =0
(u(I—P)+ pE)zT =0
N——

=0 =e
e-zl =0
Ez” =0
(I-P)z" =0
zl = Pzt

e

¢

to s o

fiir alle n. Dies ist dquivalent dazu, dass wir fiir n — oo

xiZZuj.’Ej, VieE
JjeEE

erhalten. Da die rechte Seite nicht von ¢ abhingt, konnen wir daraus schlie-
Ben, dass # = c - e fiir eine Konstante ¢ gilt. Mit e - 7 = 0, erhalten wir
somit, dass c-e-el = 0, woraus wiederum folgt, dass ¢ = 0 und somit A = 0
ist.

Wenn wir (6.6.5)-(6.6.7) und (6.6.3) zusammenfassen, so erhalten wir das
folgende Ergebnis:

Satz 6.6.1. Unter den obigen Annahmen gilt:

P
e(N) = Lu()\)d— I-P+E)!.7.
d\
Um die obige Theorie zu veranschaulichen, betrachten wir das folgende
Beispiel:

Beispiel 6.6.1 (Autoversicherung). Wir betrachten ein Bonus—Malus—
System in der Autoversicherung mit drei Stadien E = {1,2,3}, [ =3, = =
(a,c,c)l’, wobei my = a < mo = w3. Das Verhalten des Fahrers und die
dazugehorigen Pramien konnen wie folgt ausgedriickt werden:

1. Schadenfrei in den letzten zwei Jahren: Primie a ist zu zahlen.

2. Kein Schaden im letzten Policenjahr, dafiir aber mindestens ein Scha-
den im Jahr zuvor: Prdamie c ist zu zahlen.

3. Mindestens ein Schaden im letzten Jahr: Prdmie c ist zu zahlen.
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F

! P

Die zugehirige Ubergangsfunktion sieht fir alle k wie folgt aus:

1, k>1
tr5(k) = tag(k) = tsa(k) = { o r 2o
1, k=0
tas(k) = to1 (k) = t11 (k) = { o ka1

t31(k) = ti2(k) = t2(k) =0

Die Wahrscheinlichkeit, ein oder mehr Schiden innerhalb eines Jahres in
einer Police zu haben, sei p = P(Yy > 0) = 1 — e~*. Wir fiihren die Be-
zeichnung ¢ = 1 —p = P(Yy = 0) = e~ ein. Dann sieht die Ein-Schritt-
Ubergangsmatriz wie folgt aus:

P11 P12 P13 q 0 p
P=1\| pa1 p2 p3 |=|qg 0 p
P31 P32 P33 0 g p

Mit Hilfe von (6.6.1) kann man die stationdre Verteilung berechnen:

;

A\

q 0 p
(1, po, p3) = (1, 2, p3)- | ¢ 0 p
0 g p

[ M1+ pe+ps =1

(w1 = q(p1 + p2)
M2 = q U3

p3 = pu1 + po + p3)
[ w1+ petpuz=1

Hieraus folgt, dass

pg =p
= pa=q-p

= pm=quz+qp
= pm=¢p

= m=q
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und p = (¢, pq,p). Somit sieht die stationdre Primie wie folgt aus:

TA) = p-mw

aq’ +c(pq+p)
aq’+cp(l+q)

ae A re((l—eMA+e?)
= ae P te(l—e).

Dann ist die Effizienz gleich:

2 e~ c — a)
ae A +¢(1—e2)°

e(A\) =

Ubungsaufgabe 6.6.1. Zeigen Sie, dass e()\) < 1 fiir a < c gilt.

Loésung:
Wir wollen nun beweisen, dass e(\) <1 fiir a < c ist. Dies ist dquivalent zu

2X e c — a) SaePre—ce?
= ae (142X —ce (1 +2)\) +¢ ; 0
= (14 2))e ¢ —a) ; c
— (1+2))e~2 (1 . %) <1

Fir a < c gilt 1 — ¢ < 1. Wir werden noch zeigen, dass
fO)=10+20)e 22 <1, vA>0.
Tatsdchlich gilt f(0) =1 und
flN) = =272 42722 — 2. 2072 = —4he 2 <0,

fiir X = 0. Daraus folgt, dass f monoton fallend fiir A > 0 ist. Hieraus ergibt
sich, dass f(X) < f(0) = 1. Somit ist

f(/\)(l—%) <1, VA>0,a<c.
Bemerkung 6.6.1. Wir betrachten einen Effekt, der ,Bonushunger® ge-
nannt wird. Angenommen, ein Autofahrer, der sich im Stadium 1 (Superbo-
nusklasse) befindet, verursacht einen Schaden der Héhe u in einem Unfall.
Wann ist es fiir ihn profitabel, den Schaden zu melden? Um diese Frage zu
beantworten, betrachten wir die Kosten der beiden kommenden Jahre:
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Kein Schaden Schiden
im nichsten Jahr | im nichsten Jahr

(Y2 =0) (Ya=1)
at+a+t+u a+c+t+u

Schaden nicht gemeldet

(Y1=0)
Schaden gemeldet

Mi=1)

Falls der Fahrer rational handelt, so wird er den Schaden nur melden, wenn
seine erwarteten Kosten in diesem Fall niedriger sind als die Reparaturko-
sten und die Superbonusprdimien in den ndchsten zwei Jahren:

c+c c+c

Durchschnittliche Kosten ohne > durchschnittliche Kosten mit
Meldung des Schadens Meldung des Schadens

Dies bedeutet, dass
(1—-p)(2a+u) +pla+c+u) > 2c(p+q) =2c,
was wiederum dquivalent zu
u>(2—p)(c—a)=2(c—a)

ist, falls p klein ist. Aus dieser Ungleichung konnen wir schlieflen, dass es
unklug wdre, sehr kleine Schdden zu melden. Dieses Phdnomen, das eine
wichtige Rolle in der Praxis spielt, wird der ,Bonushunger® genannt. Auf
der einen Seite werden die Prdmien des Versicherers niedriger, da der Ver-
sicherte nicht zugibt, dass er ein schlechter Fahrer ist. Dies wird aber durch
die Tatsache kompensiert, dass kleine Schiden grofle Handhabungskosten
nach sich ziehen konnen, was durch dieses Verhalten vermieden wird.
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Kapitel 7

Schadenreservierung

7.1 Riickstellungen

In der Praxis eines Versicherungsunternehmens gibt es einen Bedarf fiir
Riickstellungen des Kapitals verschiedener Arten, die gesetzlich vorgeschrie-
ben sind. Diese sind:

1. Spétschadenriickstellung
2. Schwankungsriickstellung
3. Grofischadenriickstellung

Die Grofischadenriickstellung ist besonders bei versicherten Risiken mit
schweren Tails notwendig. Bei Schwankungsriickstellungen werden Reserven
gebildet, die Risiken mit grofler Variabilitdt decken. In diesem Kapitel gehen
wir lediglich auf die Spdtschadenrickstellungen ein, die notwendig sind, um
Schiden zu decken, deren Hohe zur Zeit der Meldung noch nicht definitiv
bekannt ist. In der Haftpflichtversicherung etwa kann es durchaus passieren,
dass die endgiiltige Schadenregulierung nach zehn oder mehr Jahren nach
der Schadensmeldung auftritt. Sogar in den iiblichen Féllen verstreicht im-
mer zwischen dem Eintritt des Schadens und dessen Regulierung eine gewisse
Zeit. Dies ist die Bearbeitungszeit zuziiglich der Zeit, die fiir unabhéngige
Gutachten des Schadens, Untersuchungen und moégliche Gerichtsverfahren
benotigt wird.

Beispiel 7.1.1. Meldet ein Versicherungsnehmer einen Berufsunfdihigkeits-
schaden an und ist es umstritten, ob er den tatsdchlichen Grad der Berufs-
unfdhigkeit erreicht hat, um einen Anspruch auf die Leistungen der Lebens-
versicherung zu erhalten, so kann die rechtliche Auseinandersetzung zwi-
schen dem Versicherungsunternehmen und dem Versicherungsnehmer meh-
rere Monate oder Jahre dauern. Das Unternehmen muss trotzdem das not-
wendige Kapital rickstellen, um eine eventuelle Bezahlung der Leistungen zu

177
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erméglichen. Fdllt die Entscheidung des Gerichts negativ fiir den Versiche-
rungsnehmer aus, so wird der reservierte Betrag aufgeldst, und dies erhoht
das Geschdftsergebnis der Periode. Sonst bezeichnet man den Ausgang als
erfolgsneutral.

Somit muss auf jeden Fall mit Schiden am Ende jeder Geschéftsperiode
gerechnet werden, deren Hohen noch unbekannt sind. Diese teilen sich in
zwei Gruppen auf:

1. IBNR (incurred but not reported):
Es sind Schéden eingetreten, die dem Versicherungsunternehmen noch
nicht bekannt sind, weil sie z. B. vom Versicherten selbst noch nicht
bemerkt wurden. Ist mit solchen Schiden zu rechnen, so ist der Versi-
cherer verpflichtet, eine angemessene IBNR-Schadenreserve zu bilden.

2. IBNER (incurred (and reported) but not enough reserved):
Dies sind Schéiden, die dem Versicherer gemeldet wurden, deren Hohe
aber immer noch nicht bekannt ist. Hier ist auf Grund von Erfahrun-
gen (Schiaden der vergangenen Jahren) und zusatzlicher verfiigbarer
Information eine IBNER-Reserve zu schitzen und zu stellen, die dazu
dient, die spiter anfallenden Schadenht6hen zu decken. Dazu ist der
Versicherer von den Richtlinien der EU gesetzlich verpflichtet. Wurde
die Reserve zu hoch geschitzt (z. B. durch den héchstmoglichen Scha-
densbetrag), so schmilert dies (durch Zufithrung zu der Riickstellung)
den Jahresgewinn des Versicherers. Somit hat das Finanzamt reges
Interesse an nicht iiberschiitzten Riickstellungen, da sonst keine Steu-
er eingenommen werden kann. Wird dagegen die Reserve zu niedrig
geschiitzt, kann dies spiter das Unternehmen zum Bankrott fithren,
obwohl das vorldufige Jahresergebnis sehr positiv aussehen wiirde.
Im Folgenden betrachten wir Methoden zur statistischen Schitzung
der erwarteten (unbekannten) IBNER-Schadenhthen. Dadurch wird
auch die Hohe der bendtigten IBNER-Reserve geschétzt.

7.2 Das Abwicklungsdreieck

Es seien im aktuellen Jahr die Betrige der in den letzten I Jahren abge-
wickelten Schiden bekannt. Mit ¢ € {1,...,n} bezeichnen wir das Anfalljahr
des Schadens, und mit k € {1,...,I} das Abwicklungsjahr, gezéhlt ab dem
Anfalljahr: k£ = 1 bedeutet, dass der Schaden noch im Anfalljahr abgewickelt
wurde, k = 2, dass dazwischen ein Jahr der Regulierung liegt, usw. Im All-
gemeinen nehmen wir an, dass alle Schiden nach I Jahren abgewickelt sind
(I = maximale Regulierungsdauer).

Sei S;, der Gesamtbetrag der Schiden, die im Jahre ¢ entstanden und nach
k — 1 Jahren vollstindig reguliert sind.

Das jiingste Anfalljahr ¢ = I ist das letzte Jahr (vor dem aktuellen). Von
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ihm sind die Schiden bekannt, die in demselben Jahr auch gemeldet worden
sind.
Somit entsteht das folgende Abwicklungsdreieck fiir {S; }:

Abwicklungsjahr k
1
St S12 o Sig ce Syrg1—icc Str—1 S
Sa1 S92 <o+ Sop <o Syrp1-icr Sora
Anfa,lljahri — Sﬂ S,'Q v Sik v Sz',I—l—l—i
Str1-k,1 St+1-k2 -+ Sr41-kk

Sr—11 Sr—1p2
Sn

In jeder Spalte stehen Daten fiir dasselbe Abwicklungsjahr, in jeder Zeile
die Daten vom selben Anfalljahr. Somit ist

Si=8Sin+Sie+...+Sir

der Gesamtschaden fiir das Anfalljahr i. Da fir ¢ > 2 von dieser Summe im
aktuellen Jahr nur noch die Teilsumme Sj; + S;1 +. ..+ S; 1+1—; bekannt ist,
muss die Restsumme

Ri = Siryo—i+ ...+ Si1

geschitzt werden. Dies ist der erforderliche Beitrag vom Jahr ¢ an die Scha-
denreserve. Die gesamte Schadenreserve ist somit

Seien alle S > 0 und E S < oo. Mit
SZ{Sik,2<i+k<I+1, i,kEN}

bezeichnen wir die Gesamtheit der im Abwicklungsdreieck aufgefithrten Bei-
trage.

Bemerkung 7.2.1. Manchmal werden im Abwicklungsdreieck an Stelle von
Sir. die akkumulierten Schadensbetrige

Cik = Si1 + ...+ Sik
betrachtet (z. B. im Abschnitt §7.4).
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Das Ziel der folgenden Abschnitte ist es, £ R; aus der Stichprobe S zu
schitzen und somit F R = Zf:z FE R;, wobei die einzelnen F R; unbekannt
sind. Fin theoretisches Hilfsmittel liefert das folgende

Lemma 7.2.1 (Projektionssatz). Fir eine beliebige Zufallsvariable X
und eine o—-Algebra §, sei Y eine §—messbare Schdtzung von X (d.h., eine
§-messbare Zufallsvariable). Dann hat die beste Schitzung X (im mittleren
quadratischen Sinne)

X=arg min E[X-Y)|3]

Y —F—messbar

folgende Form:

XY prex = E[X | 5.

Hierbei ist PrzX die Projektion von
X auf §. Dieser Schitzer ist erwar-
tungstreu.

Beweis. Falls Y F-messbar ist, dann gilt:

E[(X-Y)?|3]

= E[X?-2XY +Y?|3

= E[X?|3]-2YE[X |§]+Y?

= E[X?|3]—(E[X[3])’+(E[X[3])?—2YE[X |§]+Y?
= Var(X |3 +(E[X | -Y)2.

Diese Grofle ist minimal, falls aus E [X | §] =Y folgt, dass X=E (X | 5.
Aus den Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes folgt, dass

EX=E[E[X|3]]=EX.

Bemerkung 7.2.2. Somit haben wir bewiesen, dass
E (X -Y)2|5) = Var (X | §) + (Y — E(X | §))? (7.2.1)

fir alle §-messbaren Zufallsvariablen Y gilt. Man kann also den Fehler
E((X —Y)?% | %) in den Zufallsfehler Var (X | §) und den systematischen
Schitzfehler (Y —E (X | §))? zerlegen. Lemma 7.2.1 kann als Projektionssatz
interpretiert werden, falls § = o({Z;}) ist, d.h. falls die o—-Algebra § von
einer Klasse von Zufallsvariablen {Z;} erzeugt wird. Dann ist X die ,Pro-
jektion“ von X auf die Menge aller Zufallsvariablen, die von {Z;} abhingig
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sind.

Dabei spielt § die Rolle der Information, die uns fir die Schéatzung von X
bereitgestellt wurde. Da E [X | | = ©(§) ist, hdngt der Zufallsfehler nicht
von Y ab.

In unserem Fall sei § = o(S). Dann ist R; = E (R; | §) ein minimaler
erwartungstreuer Schdtzer von E R;. Spéter werden wir einfach E (R; | S)
statt E (R; | 0(S)) schreiben. Genauso durch Lemma 7.2.1 (oder durch die
Linearitiat von des Erwartungswertes) ist

I
R=ER|S) =R
=2

ein minimaler erwartungstreuer Schdtzer von E R.

In der Praxis ist es aber nicht einfach, E (R | S) explizit darzustellen und
zu berechnen. Deshalb gibt es andere Verfahren, die die Schéitzung von E R
ermoglichen.

7.3 Schitzung der erwarteten Schiden: ein vertei-
lungsfreies Verfahren

Sei v;, i = 1,...,1I die Anzahl der gemeldeten Schiden im Jahr i (das Volu-
men vom Jahr i). Wir nehmen an, dass folgende Voraussetzungen gelten:

1. Firallei =1,...,I sind die Zufallsvektoren (S;1,. .., S;;) unabhingig
(fiir verschiedene Anfalljahre 7)

2. ES;; = myv; oder E [Sv—lz’“] =my, V1< kI

3. Var S :S,%'ui oder Var [%&] = Ei, Vi<i, k<1

Vi

Unser Ziel ist es, die Parameter my und S,% zu schitzen.

Aus 2) folgt fiir die Summe iiber alle Sj; im Abwicklungsjahr k, d. h. fiir
die Summe iiber einer Spalte im Abwicklungsdreieck, dass

I+1-k I+1-k I+1-k

Z ESik: Z vimyg = myg Z Vg .
=1 i=1 i=1

Somit ist
I+1—k

> Sik
=1
I+1—k

Z (%
i=1

~

myg =



182 KAPITEL 7. SCHADENRESERVIERUNG

ein erwartungstreuer Schitzer fiir my.
Falls zusétzlich alle Sy, V1 < 4, k < I unabhingig sind, so ist die Stichpro-
benvarianz

- 1 I+1-k 5
S22 = — - S — v
k I—k+1)—1 Zz_; (vsSik = v/
1 I+1_k1y Su 2
I—k i1 ' (% k

der Stichprobe

(Slk Sr+1-k )

VoU T Or1—k

ein erwartungstreuer Schdatzer fir S,%, wie es aus der klassischen Statistik
bekannt ist. Es folgt daraus, dass laut 3)

Sz =wv;Var (%) =Var (Sik ) .
V4 NG

Somit ergibt sich ein erwartungstreuer Schitzer fiir £ R;:

I I
R; = Z E [Si|vi] - vi = v mg,
k=I+2—1 k=I+2—1

wobei R; ein Schétzer von

R,=F

I
> Si

k=I+2—1

ist. Falls alle S;; unabhéngig sind, so ist R; unabhingig von S und somit
E(R; | S) = ER; und Var (R; | S) = Var R;. Dann bekommt die Formel
(7.2.1) die folgende Gestalt:

E [(Ri—§i>2 ‘S] =VarR; + (ERi_ﬁi)Q ;

und der minimale Schdtzer fir E R; ist

Wie friither ist
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7.4 Das Chain-Ladder-Verfahren

Aus den Voraussetzungen 1) - 3) folgt, dass z.B. der akkumulierte, volu-

menbezogene Schaden
Cir _ Siu+...+ 8

V4 U4

fiir alle Anfalljahre 7 denselben Erwartungswert mq + ... 4+ my besitzt.

In diesem Abschnitt werden wir eine allgemeinere Situation betrachten, in
der C;; einen individuellen Erwartungswert besitzen kann. Dabei verzichten
wir auf die Betrachtung von w;. Schreiben wir den Gesamtschaden C;; =
Si1 + ...+ Sir in der multiplikativen Form um:

Cir=Ci1-0;1-0i2-...-0;1 1,

wobei

& Cik
den multiplikativen Zuwachs von Cj;; vom Abwicklungsjahr k£ zu k£ + 1 be-
zeichnet (alles fiir das Anfalljahr 7).

Die zentrale Annahme dieses Abschnitts besteht darin, dass die Aufteilung
des Gesamtschadens C;; auf die Abwicklungsjahre im Mittel fiir alle Anfall-
jahre gleich ist:

EOy =05, 1<i<I, 1<k<I—1.

Dabei ist 0y die mittlere Steigerung von Cjr vom Abwicklungsjahr k zu k+1.
Das Ziel ist es, die Parameter 6, zu schéitzen, falls Cj;, bekannt sind, und
daraus einen Schitzer fiir R; zu bekommen. Das sogenannte Chain—Ladder—
Verfahren bietet folgenden Schitzer fiir 8 an:

I-k

> Cik Oig

et

o =5 , Vke{l,...,]—1}. (7.4.1)
> Cik > Cik

I—k
> Cigkia
gk — =1

Dies ist die Summe iiber alle Anfalljahre i bis zum vorletzten mdoglichen
Anfalljahr (d.h. eine Spalte k ohne den letzten Eintrag) aus dem Abwick-
lungsdreieck betrachtet, da im Z&hler die Summe iiber die volle Spalte k£ + 1
steht.

Dies ist die gewichtete Summe von Cj, 1 = 1,...,1 — k. Dann ist

A~

Cir = Ci,I—Hfi . 5[4_1,1' et 5[,1, 2<1<1 (7.4.2)

ein geeigneter Schdtzer fir E C;r, dem erwarteten Gesamtschaden vom An-
falljahr 4 und somit

Ri=Cir— Ciry1-i = Cirp1i <§I+1—i O — 1) (7.4.3)
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In der Schitzung von E R; wird somit implizit angenommen, dass die Re-
serve nur vom letzten akkumulierten Schaden Cj711—; und nicht von den
akkumulierten Schéden Cji,...,C; 1—; abhéngt.

Bisher haben wir noch nichts iiber die Eigenschaften der Schitzer (7.4.1)-
(7.4.2) ausgesagt. Dafiir braucht man folgende zusitzliche Modellannahmen.

1. Die akkumulierten Schiden Cj; geniigen dem Gleichungssystem

C.
E O | Ciny...,Cix) = E (% \ Cﬂ,---,Cik) =0,
K3

falls Cy > 0,V1<i< I, 1<k<T—1.

2. Die Zufallsvektoren (Cj1, ..., Cir) sind unabhéingig fiir alle Anfalljahre
i, 1<i<I.

Bemerkung 7.4.1. Bedingung 1) ist z. B. erfillt, falls die Zufallsvariablen
Ci1,0i1,-..,0; 11 voneinander unabhdngig sind. In der Tat gilt:

Cio Ci3 C;
E0; | Ci,....C; = E 0| Cy,—, —, ...
( 1k | 2l 3 zk‘) ( 1k ‘ 2l Cz ’Cz'Z’ ’Ci,kfl
= E0u|Ci1,0i1,...,0;5-1)

E(0;x) = 0%,

wobei die letzte Gleichheit aufgrund der Unabhdngigkeit der 0y, gilt.
Satz 7.4.1. Falls die Bedingungen 1) und 2) erfiillt sind, dann gilt folgendes:

1. Die in (7.4.1) gegebenen Schitzer ék sind fir alle 1 < k < I -1
erwartungstreu.

2. Die Schdtzer 514_14, ... ,51,1 sind unkorreliert:
E (91+1—z' PR 91—1) =0r41—i+.-.-0r-1.

Beweis. Bezeichnen wir durch Cj den Zufallsvektor

Co=(Cij, j<kyi+j<TI+1), VI<k<I.

I

Es ist der Teil des Abwicklungs-
dreiecks, der links von der Spalte k
(Spalte k inklusive) steht:
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1. Wir miissen E é\k = 6, beweisen. Wir werden sogar mehr beweisen:
B ((9} | Ck) — 0.
Daraus folgt sofort, dass
Eb,.=FE [E @m)] — 0, =0.

Beginnen wir nun mit dem Beweis:

Ik

~ Cik+1
E |0y | Cy = — Ck]
[ ] = LXK Cu
I—k .
= E[Cips1 | Chl =5=—
= o Cir
I—k
C; 1
= E( Z,k.H Cila---,Cik> Cik =77%
i=1 —r Zi:l Cik
=0;1
Bei.l) ZZI:_IIC 0r Cir. -9
Yict Cik

Bei der ersten Gleichheit wird iiber die Spalte k 4+ 1 aufsummiert,
wobei die Eintrige dieser Spalte nicht im Zufallsvektor C}, enthalten
sind. Zusétzlich wird bei der ersten und zweiten Gleichheit iiber die
Spalte k£ aufsummiert, wobei die Eintrige dieser Spalte in C}, enthalten
sind. Daraus folgt die Messbarkeit bzgl. Cj.

2. Es gilt:

E (§I+1,i-...-§,,1) - E [E (5”1,,--...-51,1 | CH)]
= E (01812 (011 Cr))
- E (§I+1_,- By 91_1)
— 0, \E (§I+H- : ...-51,2) ,

y\vobei die g\weite Gleichheit aufgrund der Cj_;-Messbarkeit von
Or+1—i,---,07—2 gilt. So ergibt sich die Aussage nach Induktion, weil
0r+1-4y---,07_3 Cr_9 - messbar sind, usw.

O
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Kapitel 8

Riickversicherung

Aus verschiedenen Griinden mochte ein Versicherer einen Teil des von ihm
versicherten Risikos X an einen Policenhalter oder an einen Zweitversicherer
weiterleiten:

X =Xs+ Xg,

wobei Xg den Anteil an dem Risiko X bezeichnet, den der Versicherer bzw.
der Versicherungsnehmer selbst tragen muss. Der Anteil Xg wird Selbstbe-
halt und Xg der rickversicherte Anteil genannt. Aus mathematischer Sicht
unterscheiden sich das Modell der Risikoteilung zwischen dem Policenhal-
ter/Versicherungsnehmer und dem Versicherer und das Modell, bei dem das
Risiko zwischen einem Erst— und Zweitversicherer aufgeteilt wird, nicht, und
deshalb werden diese zusammen ohne Unterschiede behandelt.

Im Folgenden werden die Griinde, Formen und Eigenschaften der Risikotei-
lung untersucht.

8.1 Formen der Risikoteilung

Im Allgemeinen unterscheiden wir zwei Hauptformen der Risikoteilung:

1. Proportionale Risikoteilung:
Fiir jedes Risiko X = c¢X +(1—¢)X gilt: Xg = ¢X und Xg = (1—¢)X,
wobei ¢ € (0,1) der Proportionalititsfaktor genannt wird.

2. Nichtproportionale Risikoteilung:
Sei X = Xg+ Xpg, wobei Xg = min{X, M} das sogenannte Erstrisiko
und Xp = max{X — M, 0} das sogenannte Zweitrisiko sei. Die Kon-
stante M > 0 wird Selbstbehaltsgrenze oder Prioritdt genannt. Diese
Art der Risikoteilung ist offensichtlich nicht proportional.

187
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8.1.1 Risikoteilung ,,Versicherungsnehmer — Versicherer*

Es konnen die folgenden Griinde fiir diese Art der Risikoteilung aufgefiihrt
werden:

1. Ausschluss von Kleinschdden: Somit vermeidet der Versicherer die Si-
tuation, dass der Verwaltungsaufwand grofler als die Schadenssumme
wird.

2. Beeinflussung des Verhaltens des Versicherungsnehmers: Wie ein Bei-
spiel aus der Autoversicherung zeigt, wird ein Versicherungsnehmer
vorsichtiger fahren, wenn seine/ihre Versicherungspolice in der Voll-
kaskoversicherung einen Selbstbehalt von 300-400 Euro vorsieht. Ahn-
liches gilt, wenn durch die Einfithrung eines Selbstbehalts in der Kran-
kenversicherung unnotige Dienstleistungen vermieden werden konnen.

Hier gibt es folgende Formen der proportionalen Risikoteilung:

1. Prozenttarife: Diese kommen oft in der Krankenversicherung, beson-
ders bei zahntechnischen Behandlungen vor (z. B. Zahnersatz).

2. Unterversicherung: In der Hausratversicherung werden 2% des Scha-
dens vom Versicherer iibernommen, falls die Versicherungssumme z%
des Gesamtwertes des Hausrates bildet.

3. Mitversicherung: Diese deckt oft sehr grofie Industrieschiden ab, die
auf verschiedene Anteile aufgespalten und von verschiedenen Versiche-
rungsunternehmen versichert werden.

Bei der nichtproportionalen Risikoteilung gibt es die folgenden Formen:

1. Franchise: Diese tritt hiufig in der Kfz—Vollkasko—Versicherung auf
und ist ein anderer Name fiir den Selbstbehalt M. In der Abzugsfran-
chise bedeutet M, dass der Versicherte Xg = min{X, M} selbst tragen
muss. Bei der Integralfranchise wird im Gegensatz dazu das gesamte
Risiko X vom Versicherer abgedeckt, falls X > M, d.h.

XR:{ g(” ﬁz% und Xg=X — Xg.

2. Jahresfranchise: In diesem Fall bezieht sich der Selbstbehalt nicht auf
die Einzelschidden, sondern auf die Summe der Schiden eines Jahres.
Sie kommt hiufig in der Krankenversicherung bei ambulanten Behand-
lungen vor.

3. Jahreslimits: Eine Franchise kann zwar einen maximalen Selbstbehalt
definieren, aber die Haufigkeit der Schiden wird nicht beriicksichtigt.
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Wenn wir einen Jahreslimit S einfiithren, so beschrinken wir die Ver-
bindlichkeit des Policenhalters auf X g, wobei der jihrliche Selbstbehalt

N
Xg :min{s, Zmin{Xi, M}} s

i=1

auf der Basis der Einzelschiden X1, ..., Xy eines Jahres und der Fran-
chise M berechnet wird.

4. Erstrisikodeckung: Diese Form beschrinkt die Verbindlichkeit des Ver-
sicherers auf einen maximalen Verlustwert h. Ein iibliches Beispiel ist
die Haftpflichtversicherung. In den meisten Fillen liegt diese Grenze
sehr hoch. Somit schiitzt die Erstrisikodeckung den Versicherer vor zu
hohen Risiken und fiihrt zu einer Verbesserung der Kalkulation der
Primien und der Ubersichtlichkeit des Portfolios.

8.1.2 Risikoteilung ,,Erstversicherer — Riickversicherer

Griinde fiir eine Riickversicherung kénnen sein:
1. Verringerung des eigenen Risikos
2. Erhohung der Kapazitidten des Versicherungsunternehmens

3. Ersatz fiir die Erhohung der Anfangskaptialreserve und/oder der
Pramien

Sei X der Gesamtschaden im individuellen, kollektiven oder zusammenge-
setzten, kollektiven Modell. Im zusammengesetzten, kollektiven Modell wer-
den die Einzelschiden, die zu einem Ereignis gehoren, zusammengefasst. Die
Hauptformen der proportionalen Riickversicherung sind:

1. Quoten—Riickversicherung (Quota—share reinsurance): Dies ist die dlte-
ste Form der Riickversicherung. Diese proportionale Riickversicherung
wird auf den Gesamtschaden und auf die Pramien angewandt:

Xs=cX und Xgp=(1-0¢X
mg=cr und wr=(l—c¢c)m, c€(0,1)

Der Faktor 1 — ¢ wird Quote genannt, wobei ¢ hiufig als ¢ = % de-
finiert wird. M ist der Selbstbehalt des Erstversicherers und v die
Versicherungssumme. Die Quoten-Riickversicherung tritt haufig in der
KFZ-Haftpflicht, KFZ-Kasko-, Kredit-, Hagel-, Sturm-, Feuer-, und
Transportversicherung auf.
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2. Summenezzedenten—Riickversicherung (Surplus reinsurance): Wir neh-
men an, dass die Versicherungswerte der versicherten Objekte in einem
individuellen Modell gegeben sind. Die Risiken U; werden vollstindig
vom Erstversicherer beglichen, falls v; < M, wobei M das erste Ma-
zimum genannt wird. Im Fall v; > M wird vom Erstversicherer der
Anteil vMiUi und vom Riickversicherer QJZ—M U; getragen. Somit ergibt

sich:
n n M
stzlciUi, und XR:ZI(l—ci)Ui, wobei ci:min{v—i, 1}
1= 1=

Manchmal definiert der Riickversicherer den Maximalbetrag mM je
Police, m > 1, den er im Schadensfall iibernimmt. In diesem Fall haben

= mM
Xp = E min{l—ci, —}Ui.
Vs
=1

WIr

K3

Beispiel 8.1.1. In der Lebensversicherung gilt manchmal v; = 2v, wobei v
die Versicherungssumme ist.

Wir betrachten nun Formen der nichtproportionalen Riickversicherung:

1. Finzelschadenezzedenten—Riickversicherung (Excess—of-loss reinsuran-
ce, WXL ): Im kollektiven Modell haben wir fiir X = Zfil Ui:

N
X¢=X—Xp und Xp= Zmin{max{Ui — M, 0}, b}
i=1
mit Selbstbehalt M und Haftungsgrenze h. In der klassischen Variante
ist h = oo, und somit erhalten wir fiir Xg:

N
Xg = Z min{U;, M} .

i=1
Die Summe h+ M wird Plafond genannt und beschreibt die Kapazitéit
eines Versicherungsvertrags. Diese Form der Riickversicherung tritt
in anndhernd denselben Versicherungssparten wie die Quoten—Riick-
versicherung auf. Fiir den Fall h = oo wird sie aber in Deutschland
so gut wie nicht mehr verwendet. Wenn dieses Riickversicherungsmo-
dell in ein zusammengesetztes, kollektives Modell iibertragen wird,
so wird diese Kumulschadenezzedenten—Rickversicherung (Catastro-
phe excess—of-loss reinsurance, CAT-XL) genannt.

2. Jahresiberschaden—Riickversicherung (stop-loss reinsurance, SL): Sie
wird oft angewandt, wenn die Ursachen fiir die Schiden in der CAT-XL
nicht zugeordnet werden kénnen.

Xs=X—-Xrp und Xp=min{max{X — M, 0}, h}.
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Bei h = 0o bekommen wir die Form Xg = min{X, M}. Der Selbstbe-
halt M wird hier manchmal auch der Stop—Loss—Punkt genannt. Diese
Form der Riickversicherung wird meistens in der Sturm- und Hagel-
versicherung und eher weniger in der Feuerversicherung verwendet. Im
Allgemeinen kommt sie ziemlich selten zum Einsatz.

Der Unterschied zwischen diesen beiden Formen besteht darin, dass bei
der SL-Riickversicherung nicht nur die Schiden mit schweren Tails vom
Riickversicherer iibernommen werden, sondern auch grofie Hiufungen von
Kleinschiden. Somit beriicksichtigt die SL—Form auch die Schadenfrequenz.

8.2 Bedarf fiir Risikoteilung

Wie kann ein Versicherungsunternehmen den Bedarf fiir Risikoteilung fest-
stellen? Es gibt verschiedene Merkmale des Portfolios, nach deren Beobach-
tung der Versicherer sich fiir die Risikoteilung entscheiden wiirde. Zwei von
ihnen werden wir jetzt nidher betrachten:

1. Ruinwahrscheinlichkeiten

2. Stabilitat des Portfolios

8.2.1 Erhaltung der Ruinwahrscheinlichkeiten

Sei R(t) = u+mn(t)— X (t), die Risikoreserve fiir ein Portfolio mit Startkapital
u, Pramien 7(¢) und Gesamtschaden X (¢). Angenommen, das Portfolio hitte
die folgende Ruinwahrscheinlichkeit:

P{ inf R(t) < 0} < 0,0005.
te€[0,T]

Falls das Portfolio um ein Risiko X;(t) erweitert werden soll, ist der Ver-
sicherer dazu verpflichtet, eine gute Schadensdeckung fiir X (¢) + X1 (¢) zu
gewihrleisten. Um die Gutartigkeit der Deckung mit Hilfe der Ruinwahr-

scheinlichkeit
P{ inf Ri(t) < 0}
t€[0,T]

Ri(t) =u+IL(X(t) + X1 (t)) — X(t) — X1(2)

fiir

zu messen, miissen wir fordern, dass

P{ inf Ry(t) < 0} < 0,0005 .
t€[0,T

Falls X (t) ein gefihrliches Risiko ist (d.h., es hat schwere Tails), so kann
die obige Grenze fiir die Ruinwahrscheinlichkeit eingehalten werden, wenn
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das Anfangskapital v oder die Primien erh6ht werden. Aus gesetzlichen
Griinden konnen allerdings die Primien von bestehenden Vertrigen nicht
erhoht werden, solange keine Notsituation vorliegt. Im letztgenannten Fall
muss die Aufsichtsbehorde einer Pramienerh6hung zustimmen. Wenn das
Anfangskapital nicht erhoht werden kann, so ist die Riickversicherung eine
attraktive Alternative. Somit kann die Ruinwahrscheinlichkeit des Portfolios
als Ma$ fiir den Bedarf einer Riickversicherung dienen.

8.2.2 Die Stabilitit des Portfolios

Betrachten wir eine Zeitspanne von einem Geschiftsjahr: ¢ = 1. Sei X =
X(1), r=n(1), R= R(1) und 0 = vVVar X.

Definition 8.2.1. Ein Portfolio heiffit A—stabil, falls
ERZ> Mo

gilt. Der Ausdruck
AN =ER- )Xo

heifit absolute A\—Stabilitdt und

ER X
Q) =-—=~+

die relative \—-Stabilitit, wobei E R = N o erfiillt sein muss.

Somit ist das Portfolio A-stabil, falls A(X) > 0 oder Q(A\) > 1. An-
genommen, unser Portfolio sei A—stabil. Das Ziel des Aktuars ist es, die
A-Stabilitdt auch fiir ein erweitertes Portfolio zu erhalten, d.h. A;(A) > 0
fiir Al(/\) = ER1 — )\0'1 mit

Ri=u+nm+m—X—X; und 01:\/VarX+VarX1,

falls das Risiko X7 mit der Primie m; versichert wurde. Sei X; unabhéingig
von X und die Prdmienkalkulation additiv. Dann kénnen wir die Forderung
A1(A) > 0 auch wie folgt schreiben:

0 < E(u+m+m —X—X1) =M VarX + Var X,

= ER+E(7T1—X1)—A\/0'2+VGTX1.

Somit erhalten wir:

ER— Ao +E(m — X1) — Ao+ Var X; > —Ao.
~—— N —

=A(N)=0 a1
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Eine hinreichende Bedingung hierfiir ist

E(m —X1)—Xo1 > Ao

< (E (7‘('1 — X1) +)\0')2 > AQO'%
& E(m — X1)?> 4 200E (11 — X1) + A26% > Mo? + X Var X,
& MVar X; —200E (1 — X1) — E (m — X1)? <0 (8.2.1)

Die obige Ungleichung zeigt, dass die A-Stabilitét des erweiterten Portfolios
nur durch die Anderung der Primie 7; garantiert werden kann. Da aber m;
nicht beliebig erh6ht werden kann (vgl. 8.2.1), bietet die Riickversicherung
einen attraktiven Ausweg.

Bemerkung 8.2.1. Offensichtlich kann die relative A\-Stabilitdt auch als
Maf$ fiir den Bedarf einer Riickversicherung dienen.

8.3 [Eigenschaften der Risikoteilung

Indem wir die Risiken in die Anteile fiir den Erstversicherer und den Riick-
versicherer aufspalten, dndern wir deren Verteilungen. Somit werden auch
die Verteilungen der Schadenanzahl und der Gesamtschadenh6he geéndert.
Dies fiihrt ebenfalls zu Auswirkungen auf die Pramienkalkulation, und des-
wegen ist es notwendig, die Anderungen dieser Risiken zu beobachten.

8.3.1 Proportionale Vertrige

Die Verteilungen des Selbstbehalts und des riickversicherten Anteils &ndern
sich nicht mafgeblich, sondern sind nur eine skalierte Version des Originals.
Fiir einen Proportionalititsfaktor ¢ € (0,1) erhalten wir:

XS XR

P(Xs<z)=P(cX<z) | PXr<z)=P((1—-0¢)X < 2)
=P(X<2)=Fx(2) |=Fx(%)

EXs=E(X)=cEX |EXp=(1-c¢EX

(8.3.1)

Var Xs = c2Var X Var Xg = (1 —¢)*Var X

EXE=EX* keN |EXE=(01-¢fEX* keN

Der Variationskoeffizient cv und die Schiefe (coefficient of skewness) cs
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dndern sich nicht:

eo(x) & YTEE — eo(Xp) = ol X)

dgef E(X - EX)3
(VWarx)’

Die Schiefe charakterisiert den Unterschied zwischen der Verteilung von X
und der Standardnormalverteilung. Sei Y ~ N(0,1), dann gilt: ¢s(Y) = 0
und je groBer |cs(X)| ist, desto weniger kann X mit einer standardnormal-
verteilten Zufallsvariablen modelliert werden. Eine weitere Charakteristik
dieser Art ist der Exzesskoeffizient

cs(X) = cs(Xg) = cs(Xpg).

E (X —-EX)*

-3.
(Var X)*

Y2 =
Fir Y ~ N(0,1) gilt 7o = 0.
Die obigen Beziehungen (8.3.1) sind auf Vertrdge der Quoten—Versicherung
direkt iibertragbar.
Im Fall der Summenexzedenten—Riickversicherung fassen wir die Versiche-
rungssumme v; als eine Zufallsvariable V; auf und fiir

= min 1
. — mi M
“ Vi’

n n
M
Xg = E min{v,l}Ui: E min{M,V;}Y;,
i=1 ¢ i=1

wobei Y; = % der Schadengrad heifit. Das k-te Moment der Einzelsumman-
den ist gleich

erhalten wir

E ([min{M,v;}y;-]’“) = E (E ([min{M,Vé}Yi]k) |V;~)
— [ win(,)°E (¥F | Vi =) dRu)
R4
fiir ¢ € N. Falls V; und Y; unabhéngig sind, so folgt daraus, dass
E (min{M,V;}Y;)* = E (min{M,V;})* - EY}F, keN.

8.3.2 Nichtproportionale Vertrige

Betrachten wir fiir ein Portfolio im kollektiven Modell mit einer Einzelscha-
denexzedenten—Riickversicherung (XL) die Schadenanzahl N und die Scha-
denhohen U.
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1. Auswirkung der Risikoteilung auf N
Sei Ng die Anzahl der Selbstbehalte U;;, und Ng die Anzahl der Risi-
ken des Riickversicherers. Offensichtlich gilt:

N
Ng=N und Np=) 1({U;>M).
i=1
Dies kann als eine zusammengesetzte Verteilung von bernoulliverteil-
ten Komponenten interpretiert werden. Der Parameter der Bernoulli—
Verteilung ist

pMZP(UZ>M):1—FU(M):FU(M)

Daher ergibt sich aus Folgerung 4.3.1, dass

ENp = py-EN und

9 (8.3.2)
VarNgp = py-VarN+EN -py(l—pwm).

Nach der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit gilt:

n

P(Np=k) = iP(Zl(Ui>M):k|N:n>P(N:n)
n=~k

= 2 <Z>Z;’K4(1 —pm)" "P(N =n),

wobei die letzte Gleichheit mit der Binomialverteilung folgt.

Ubungsaufgabe 8.3.1. Beweisen Sie die Giltigkeit folgender Aus-
sagen:

(a) Falls N ~ Poisson()), dann gilt Ng ~ Poisson(Apur).

(b) Falls N eine gemischte Poisson-Verteilung hat, so hat dies auch
Ng.

(c) Falls N ~ NB (r, a%a) mit 0 < a,0 < 1, dann ist
apm
Ng~NB (7, - SPM_
R’ (T 9+0épM)

2. Charakteristiken der Selbstbehalte Ug
Es gilt:

Fyy(z) = P(Us
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wobei U £ U; die generierte Zufallsvariable fiir die Risiken Uj; ist.

Da

ge_{ M, U>M
STlU, UM

hat die Verteilung von Ug ein
Atom pyy = P(U > M) =
Fy(M) in M.

FU(SXJ
1+ —
i J o

0 M

Lemma 8.3.1. Sei Fy(0) = 0. Fir alle n € N gilt:

M
EUE = /kzk_l(l — Fy(z)) dz.
0

Beweis.

EUE = /min{m,M}deU(x)

_ /x dFy (s +Mk/dFU

0

M
0

= MYFy(M)—0-—

kzF " Fy (z) dz + M*(1 — Fy(M))

M
/ ke~ Fy (z) do + M — M*Fy(M)

O

Folgerung 8.3.1. Sei 0 < Fy(M) < 1. Dann gelten die folgenden

Ungleichungen:

(a) EUE<EU*, keN,
(b) cv(Us) < ev(U),
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(c) es(Us) < es(U).

Beweis. (a) Es gilt

o
EU* = /xdeU(:v)

0
M [e's)

_ /ﬁﬂﬂ¢w+/§hwm@
0 M
M

> /wk dFy(z) + M*(1 — Fy(M)) = EUE,
0

wobei die Ungleichung gilt, da z*¥ > M* und da Fy(M) < 1,
siehe auch den Beweis von Lemma 8.3.1.
(b) Die Behauptung folgt als Spezialfall des Satzes 8.3.1 fir N = 1.
()
Ubungsaufgabe 8.3.2.
Die Idee des Beweises ist f(M) = cs(Us) als eine Funktion der
Franchise M zu betrachten und zu zeigen, dass f'(M) > 0, fiir
alle M > 0, d.h., dass f(M) monoton wachsend ist. Da ¢s(U) =
f(o0), folgt, dass f(oco) > f(M) = ¢s(Us). In diesem Beweis
sollte die Formel

(s an) =kM*Fy(ar)

fiir ugk)(M) = E U% benutzt werden, siehe auch [16], S. 335.
U

3. Charakteristiken des rickversicherten Anteils
Sei 0 < Fyy(M) < 1. Wir betrachten eine Zufallsvariable

Vet (U-M)|U>M,

die auch Uberschaden genannt wird. Da Ur = max{U — M, 0} gilt, ist
die Verteilung von Vg gleich mit der Verteilung des riickversicherten
Anteils Ug, unter der Voraussetzung, dass Risiken mit dem Wert 0
nicht beriicksichtigt werden.

Lemma 8.3.2. Unter den obigen Bedingungen gilt:

P(Vg<z) = Fi(z +F]\5()A;)FU(M) und

EUY = FyM)-EVE, keN.
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Beweis. Fir P(Vi < z) gilt:

P(Vr<z) = PU-M<z|U>M)
P(M<U<z+ M)
P(U > M)
Fy(z + M) — Fy(M)
Fy(M)

Fiir EV{ gilt:

o
EVE = /xde(VRgx)
0

o

1
= a0 0/ z* dFy (z + M)

y=a+M /oo(y — M)* dFy(y)
Fy(M)
1

= — -EUE, VneN
Fym) —F

E Vg nennt man den mittleren Uberschaden iiber M.

Ubungsaufgabe 8.3.3. (a) Zeigen Sie, dass

00
EUL = /(a:—M)k dFy(z), keN.,
M
Insbesondere gilt
o0
EUgr = /xdFU(a:) — MFy(M).
M

(b) Finden Sie Beispiele dafiir, dass EVgr sowohl grifer als auch
kleiner oder gleich E Ug sein kann.

4. Finfluss der Risikoteilung auf den Gesamtschaden
Offensichtlich gilt

N N Ngr
ngleis und XRzleiR :ZlViR.
1= 1= =
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Mit Hilfe von Folgerung 4.3.1 kann man leicht feststellen, dass

EXs = EN-EUg

VarXs = VarN-(EUs)?+EN -VarUsg
EXr = ENp-EVg=EN-EUg
VarXr = VarNg-(EVg)?+ENg-VarVg

= VarN-(EUgR)??+EN -VarUg

Bemerkung 8.3.1. Es gelten die folgenden Aussagen:

(a) EXs < EX, EXg < EX, falls F(M) € (0,1)
(b) Der Quotient r(M) = %{5 heifit Entlastungseffekt.
(¢) Var Xg < Var X und Var Xp < Var X, falls Fy(M) € (0,1).

Beweis. (a) Die Ungleichung E Xg < E X folgt aus der Folgerung
8.3.1 a):

EUs<EU = EX¢=EN-EUs<EN-EU=EX

Mit der Ubung 8.3.3 a) gilt

EUR:/deU(y) — MFy(M) < /deU(y) =EU.
M 0

Der Rest des Beweises verlduft analog zum Beweis von E Xg <
EX.

(c) Beweisen wir nun Var Xg < Var X. Es gilt:
VarXs =Var N - (EUs)>?+ EN -VarUs.
Da
Ut = min{U, M}* - U*, fir M — oof.s.

und Ug,U > 0, folgt daraus, dass £ Ug — EU* fir M — oo und
somit VarUg — VarU. Diese Konvergenz ist sogar monoton:
Tatséchlich kénnen wir fiir

M M 2

g(M)=VarUg = Q/xfy(x) dx — /FU(LE) dx
0 0
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mit Hilfe des Lemmas 8.3.1 zeigen, dass g(M) monoton wachsend
ist, d. h. ¢/, (M) > 0 fiir alle M > 0. Fiir die rechte Ableitung von
g(M) gilt:

M
g\ (M) = 2M(1— Fy(M)) -2 / Fy(«) dz - Fry (M)

0
M
— 9Fy(M) M—/FU(x)da: >0
0

Daraus folgt, dass g(M) = VarUg < g(oo) = VarU. Da laut
Folgerung 8.3.1 EUg < E U, folgt daraus, dass

VarXs = VarN.-(EUs)?+EN -VarUs
< VarN-(EU)?4+EN -VarU =VarX.

Der Beweis fiir Var Xr < Var X verlduft analog: Fiir

o0

FOM) = EUII%:/(x—M)deU(m) und
M
g(M) = VarUR
00 fee) 2
~ [P ary(a) - (M/ (z — M) dFy (z)
M

koénnen wir zeigen, dass f(M) monoton gegen f(oo) und g(M)
monoton gegen g(oo) fir M — oo fillt, indem wir beweisen, dass
fiL(M) <0 und ¢/, (M) <0 fiir alle M > 0 gilt. Da

VarU = ¢(0) > g(M) = VarUg
gilt, sind wir mit dem Beweis fertig.
O
Bemerkung 8.3.2. Aus dem obigen Beweis folgt, dass der Erstversi-
cherer seine Risiken reduzieren kann, indem er die Franchise M senkt:
EU’; und Var Ug sind beide monoton wachsend in M. Auf der ande-

ren Seite bedeutet dies, dass die Risiken des rickversicherten Anteils
anwachsen, da E UII% und Var Ug monoton fallend sind.

Satz 8.3.1. Sei 0 < Fy(M) < 1. Fiir eine XL-Riickversicherung im
kollektiven Modell gilt

cv(N) < eov(Xg) < ev(X) < ev(XR),

wobei cv(Xg) und cv(Xg) beide monoton nichtfallende Funktionen der
Franchise M sind.
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Beweis. (a) Beweisen wir cv(N) < cv(Xg):

VarXs

(E Xs)”

EN -VarUs+Var N - (EUs)?
(EN - EUg)?

(cv(Us))”
EN

cw(Xg)? =

= (ew(N))? + > cv (N)2

(b) Beweisen wir cv(Xg) < cv(X): Da

. EUZ VarN —EN
EN . (EUs)? (EN)?

cv(Xs)

ist, geniigt es, die Monotonie von

CBUZ )
S e T AR TXIT

zu beweisen, wobei fy(M) = EU¥ ist. Mit Lemma 8.3.1 kénnen
wir zeigen, dass (fx(M))!, = kM*'Fy(M). Somit gilt:
(hs(M))
f3(M) - (f1(M))? — 2f1(M) - f{(M) - fo(M)
(f1(M))*

Fy(z)dr — 2Fy(M)

zFy(z) d:v)

2 (MFU(M)

(f1(M))?

Fy(z)dr —2 ;fley(a:) da:)

2F (M) (M

; >0,
(f1(M))

da der Zahler und der Nenner des letzten Bruchs gréfer als 0 ist.
Dabei ist der Zahler positiv, da

M M
M-EngM/FU(x)dx>2/xFU(m)da::EU§
0 0

ist. Somit sind hg(m) und cv(Xg) monoton wachsend fir M —
00. Da aber

cw(Xg) - ew(X), fir M — oo,

erhalten wir cv(Xg) < cv(X).
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(c) Beweisen wir cv(X) < cv(Xg): Analog zu b), werden wir zeigen,
dass

E U2 gz(M)
hr(m) = R —
) = BURP ()
monoton wachsend in M ist, wobei

o0

ge(M) = EU% = / (z — MY dFy(z).
M

Es gilt

gL (M) = —k / (x — M)E=1 dFy (z)

und somit ist:

;L 2FU(M)2 -Var Vg

(M), = S 0.

Daraus folgt, dass hr(M) monoton wachsend und somit auch
cv(Xg) ist. Hiermit gilt:

cv(XR) |m=0 = cv(X) < cv(XRg)-

8.3.3 Der Entlastungseffekt

Der Quotient X
S
T(M) - ﬁ )
der fiir die nichtproportionale Risikoteilung eingefithrt wurde, gibt das Ver-
héltnis des Risikos X zu dem vom Versicherer selbst oder vom Erstversi-
cherer gedeckten Anteil an. Diese Funktion spielt eine wesentliche Rolle bei
der Pramienkalkulation in der Riickversicherung, siehe Abschnitt 8.4.1. Wir
betrachten nun einen XL-Riickversicherungsvertrag im kollektiven Modell.
Wir kénnen dann zeigen, dass 7(M) nur von der Verteilungsfunktion Fyr(z)
abhingt:
M_

[ Fy(z)dz

_EN-EUs EUs

= : = = % )
EN-EU EU [ Fy(z) da
0

r(M)

Der Enlastungseffekt besitzt die folgenden Eigenschaften:
1. r(M) € C(Ry), d.h, 7(M) ist fast iiberall differenzierbar.
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2. 7(0) = 0 und r(max(U)) = 1, wobei max(U) = sup{z : Fy(z) < 1}
den mazimalen Verlust definiert.

3. Es gilt:

(M) = B >0, fir 0<M <max(U)
0, fir M > max(U)

Insbesondere gilt r'(0) = 77 und r'(max(U)) = 0.

4. Falls die Verteilung von U absolut stetig ist, dann existiert die zweite
Ableitung und es gilt (M) < 0 fiir alle M € R,..

Aus diesen Eigenschaften folgt, dass (M) fiir absolut stetig verteilte Risiken
U konkav ist. Auflerdem kann die Verteilung von U durch r(M) charakteri-
siert werden und kann aus r(-) durch die folgende Formel zuriickgewonnen
werden:

r'(z)
F; =1- .
v =)
(M)
A
1
0 ma;l(U) }'M

8.4 Priamienkalkulation bei Risikoteilung

8.4.1 Das Exposure—Verfahren

Um die Nettopramie in der Riickversicherung zu berechnen, wird oft das so-
genannte Exposure—Verfahren benutzt. Die Grundidee dieser Methode liegt
in der folgenden Aufteilung der gesamten Pramie w(X) in die Teile mg(X)
und 7x(X) des Erst— bzw. Zweitversicherers:

m5(X) = r(M) -n(X) und
mr(X) = w(X) —7s(X) = (1 - r(M))r(X),

wobei r(M) = }]EE))((S der Entlastungseffekt ist.
Die Kurve 7(M) wird oft Exposure-Kurve genannt. Um (M) aus den Daten
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zu schitzen, betrachten wir entweder

_X15+...+an

o
M) =X,
oder x x
1 ) = et g

Xi+...+ X,

fiir eine gegebene Prioritdt M, wobei X; = X;, + X, ¢ = 1,...,n der
Gesamtschaden mit den Anteilen fiir den Erst— und Riickversicherer ist. Eine
andere Moglichkeit besteht in der Einfiihrung einer parametrischen Familie
aus Exposure-Kurven und der Schitzung der Werte dieser Parameter aus
den Daten.

Beispiel 8.4.1 (Schweizer Riick (Swiss Re) Exposure-Kurven). Wir
betrachten die Klasse von r(M), definiert durch:

logla + )"~ log(a + 1
r(M) = Togla+ b —Toglat1) > “ €01
1, z>1

wobei a und b Parameter sind. Der Einfachheit wegen nehmen wir an, dass
max(U) =1 ist. die zugehirige Verteilungsfunktion sieht wie folgt aus:

_(a+ 10"
FU(:I:)Z{ 1 a+b" IEE[lo,l)
) T =

Verteilungsfunktionen, die auf diese Weise definiert sind in statistische Me-
chanismen wie Mazwell-Boltzmann-, Bose-Finstein-, Fermi—Dirac- und
Planck-Verteilungen bekannt (siehe Abbildung 22¢). Fiir diese Klasse kinnen
EU, VarU usw. explizit kalkuliert werden, siehe Ubungsaufgabe 8.4.1.

Ubungsaufgabe 8.4.1. Kalkulieren Sie fiir das Beispiel 8.4.1 den EU und
die VarU.
8.4.2 Burning—Cost—Verfahren (Erfahrungstarifierung)

Diese Art der Tarifkalkulation verwendet die Annahme, dass fiir jedes Ge-
schéftsjahr ¢ mit Gesamtschaden X;, riickversichertem Anteil X;, und der

gesamten Primie des Erstversicherers 7(X;) die Zufallsvariable W)(()ig) einen
Erwartungswert besitzt, der nicht von ¢ abhingt.
Wir nehmen an, dass X;, = max{X; — M, 0} fiir eine Prioritat M ist und

schitzen
X; ] [ Xnt1 ]
E =F|—]—2 | =q
[w(X,-) m(Xnt1)
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Abbildung 8.4.1: Beispiel: Schweizer Riick
Quelle: Stefan Bernegger: The Swiss Re exposure curves and the
MBBEFD distribution class
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durch

fiir die n vergangen Jahre. Die Primie des Riickversicherers und des Erst-
versicherers kann fiir das nichste (n+ 1)-te Jahr wie folgt kalkuliert werden:

TR(Xnt+1) =@ - 7(Xpt1) und 7g(Xpt1) = (1 —@)m(Xpy1) -

Der Name Burning—Cost stammt aus der Feuerversicherung und weist auf
den Wert des Schadens des aktuellen Jahres hin (Jahr n + 1 in unserer
Notation). Natiirlich miissen die Werte X;,, ¢ = 1,...,n genauso wie 7(X;)
aufgrund von Inflation usw. an die erwartete Hohe der Kosten im Jahr n+ 1
angepasst werden. Um dieses Verfahren anwenden zu koénnen, muss eine
grofle Anzahl von Beobachtungen X;, > 0 gegeben sein. Dies kann durchaus
ein Problem fiir grofe M darstellen. Zusétzlich muss das Verhalten eines
Portfolios stabil sein, d.h., a sollte nicht vom Jahr i abhingen, fiir weitere
Informationen, siehe [16], S. 364-369.

8.4.3 Lokale und globale Riickversicherung

In diesem Abschnitt werden allgemeine Fragen der Pramienberechnung bei
der Risikoteilung betrachtet. Sei X = X g+ Xg eine gewisse Form der Risiko-
teilung, wobei Xg = h(X) und Xg = X —h(X) = k(X) fir Funktionen h(-)
und k(-), die man Selbstbehalt- und Kompensationsfunktionen nennt. Dabei
ist zu beachten, dass k(z) = x — h(x) ist. Im kollektiven Modell kann der
Selbstbehalt und die Kompensation auf die Risiken U; angewandt werden:

N N
Xo=> hi(U;) wd Xgp=>» k(Ui
=1

=1

fir X = Zfil U; und k;(x) = x — hi(x), fir alle z € R und fiir alle 4 € N.
Diese Form nennt man lokale Riickversicherung. Sie kommt z.B. bei der
Summenexzedenten—Riickversicherung und XL-Riickversicherung vor. Wenn
die Selbstbehaltfunktion auf den Gesamtschaden angewandt wird, so wird
diese Form der Riickversicherung global genannt. Typsiche Beispiel sind die
Quotenriickversicherung und die SL—Riickversicherung.

Unsere Selbstbehalt— und Kompensationsfunktionen sollen nun die folgen-
den Bedingugen erfiillen:

1. h(z) und k(z) sind monoton wachsend

8.4.1
2. 0 < h(x),k(z) < x, fir alle z € R und A(0) = k(0) =0 ( )
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Im Folgenden werden die Vorteile und Méngel der lokalen und der globalen
Riickversicherung in Bezug auf die Pramienkalkulation miteinander vergli-
chen. Sei mr(X) die Primie des Riickversicherers und vg(:) seine Nutzen-
funktion. Dann ist der Nutzen eines lokalen bzw. eines globalen Riickversi-
cherungsvertrags durch

N

vr(nr(X) — Y ki(U;)) baw. durch vg(rr(X) — k(X))
=1

gegeben. Der folgende Satz besagt, dass ein globaler Riickversicherungsver-
trag aus der Sicht des Riickversicherers besser ist, da sein erwarteter Nutzen
fiir einen globalen Vertrag grofler ist:

Satz 8.4.1. Sei X = Zf\il U; der Gesamtschaden im kollektiven Modell,
ki(z) seien giltige Kompensationsfunktionen (d.h. sie erfillen die Bedin-
gungen 1) und 2)) und vgr(-) sei eine Nutzenfunktion. Dann ezistiert eine
Funktion k(z), die die folgenden Gleichungen erfillt:

Ek(X)=E (Z ki(Ui)> = EXpg (8.4.2)
und
Evg(Ir(X) — k(X)) > Evg (HR(X) — Z ki(Ui)> (8.4.3)

Beweis. Fiir alle x > 0 definieren wir

Mit den Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes erhalten wir
Ek(X) = EXg, d.h. (8.4.2) gilt. Um (8.4.3) zu beweisen, miissen wir be-
achten, dass vg(z) konkav ist und somit ist auch v(wg(X) — z) konkav (vgl.
den Beweis zu Proposition 6.4.1). Wenn wir nun die Jensensche Ungleichung
fiir bedingte Erwartungswerte

E(g(Y)|X) <g(E(Y | X)) fs,

wobei g eine konkave Funktion sein soll, auf die obige Funktion anwenden,
so erhalten wir

Elor(rr(X) — Xg) | X] < vr(E (7r(X) — Xg | X))
= wg(rr(X) - E(Xgr| X)).
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Somit gilt:

BEvg(rr(X) — X&) E(E (vr(rr(X) — Xg) | X))

< Evg(rr(X) — E(Xr | X))
——_———
—k(X)
= FEog(rr(X) — k(X)).
Somit ist (8.4.3) bewiesen. O

Bemerkung 8.4.1. Aus dem obigen Satz folgt nicht, dass k(z) eine giiltige
Kompensationsfunktion ist. In der Tat zeigt das folgende Beispiel, dass die
Eigenschaft der Monotonie von k(z) (vgl. (8.4.1)) verletzt sein kann: Sei
N =2 und X = Uy + Us fiir Risiken

U, = {: ,  mit positiven Wahrscheinlichkeiten und

Uy, = {? , mit positiven Wahrscheinlichkeiten

Sei ki(z) = § und ka(r) = §. Dann gilt Xg = % + % und

v, U
k(z) =E(Xg| X =12)=E (71+§2|U1+U2:x> .
Da
9, falls (U1,Uz) = (4,5)
. . 10, falls (Ul, Ug) = (5, 5)
X=U+2= 0 11 Jaus (U..0) = (4,7)
12 s falls (Ul, U2) = (5, 7)
jeweils mit positiven Wahrscheinlichkeiten, gilt
5 5
k(9) = 2+§ —2§ und
5 5 25 1 7 7
k(1 = —4+-=—=3=->k(11) =2+ - =2-
(10) 2 + 8 8 38 > k(11) + 8 8

Also ist diese Funktion nicht monoton wachsend.

Unter bestimmten Annahmen fiir die Verteilung der Risiken U;, kann
man zeigen, dass k(z) eine giiltigte Kompensationsfunktion ist, vgl. Satz
8.4.2. Um diesen Satz zu formulieren und zu beweisen, benétigen wir die
folgenden Definitionen:

Definition 8.4.1. Seien Y = (Y1,...,Yy) und Z = (Z1,...,2Z,) 2wei Zu-
fallsvektoren mit Werten in R*. Man sagt, dass Y <z Z (stochastisch klei-
ner als) ist, falls fiir alle messbaren Funktionen g : R* — R, die in jeder
Komponente wachsend sind, gilt: Eg(Y) < Eg(Z), falls E g(X) < 0o und
Eg(Y) < cc.
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Fiir einen Vektor Y = (Y7,...,Y,,) filhren wir die Bezeichnung Y; fiir alle
t € R ein, wobei

n
niy|Y vi=t.
1=1

Definition 8.4.2. Fine Funktion f : R — Ry, heiffit Polya—Frequenz der
Ordnung 2, falls fir alle x1 < zo und y1 < yo folgendes gilt:

f(ml—yl) f(-Tl_yZ)
det(f($2—y1) f(z2 — yo) ) >0

Ubungsaufgabe 8.4.2. Zeigen Sie, dass die Dichten folgender Verteilun-
gen Polya—Frequenzen der Ordnung 2 sind:

1. Gamma-Verteilung I'(a, \) mit a > 1
2. Gleichverteilung auf [a, b]
3. Weibull-Verteilung Wei(r,c) mitr > 1

Lemma 8.4.1 (Satz von Efron). Seien Ui,...,U, Risiken mit Dichten
fi(x),..., fn(z) , die alle Polya—Frequenzen der Ordnung 2 sind. Dann gilt
Ut1 gst Utg fﬁ?" alle 0 S t1 S tg und U = (U1,. . ,Un)

Ohne Beweis.

Satz 8.4.2. Sei X = Y7, U; der Gesamtschaden eines Portfolios im in-
dividuellen Modell, und alle U; seien absolut stetig verteilt mit der Dichte
filz), i=1,...,n, so dass f1(z),..., fu(z) Polya—Frequenzen der Ordnung
2 sind. Seien ki(x),...,ky(z) giltige Kompensationsfunktionen des Rick-
versicherers (d.h., sie erfillen (8.4.1)). Dann ist die Funktion

k(r) =E(Xg| X =xz) mit XRzznzki(Ui)

eine giltige Kompensationsfunktion.

Beweis. Fur U = (Uy,...,U,) bekommen wir mit Lemma 8.4.1, dass Uy, <y
Uy,, fiir alle 0 < ¢ < t2. Mit der Definition 8.4.1 erhalten wir

9(U) =) ki(Uy),
im1

so dass

Kt = B <g<U) 1S - tl) <E (g(U) S U t2> k).
=1 =1
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Daraus folgt, dass k(z) monoton wachsend ist. Dasselbe kann fiir h(z) =
z — k(z) mit Hilfe von

gezeigt werden. Weiter gilt

0 < E(iki(UiHX:x)

= EX|X=z)==z
fiir alle z, da 0 < k;(z) < z gilt. Daraus folgt, dass 0 < k(z) < z, und
insbesondere £(0) = 0. O

Betrachten wir jetzt die Besonderheiten der Risikoteilung in der Pramien-
kalkulation.

Definition 8.4.3. Fir ein Risiko X und fir einen Rickversicherungsver-
trag X = Xg + Xgr mit der Selbstbehaltfunktion h(z) wird Xg = h(X)
kompatibel bzgl. des Pramienkalkulationsprinzips w(X) genannt, falls

r(X) = 7(Xs)+m(Xk)
= w(h(X))+ n(X — k(X))
m(h(X)) + m(k(X))

Beispiel 8.4.2. 1. Ein proportionaler Rickversicherungsvertrag ist kom-
patibel bzgl. des Erwartungswertprinzips P1 und bzgl. des Standartab-
weichungsprinzips P5. Tatsdchlich gilt h(x) = cx und fir P1 haben
wir 7(X) = (1 4+a)E X. Daraus folgt:

m(X) = (1+a)EX
= (1+a)cEX+(1+a)(l-c)EX
= 7w(h(X)) +7(X — h(X)).

Fiir P5 gilt 7(X) = EX + av/Var X. Daraus folgt, dass
m(X) = cEX+acvVVarX

= (I1-¢EX+a(l-c)VVarX
= EX+avVarX

Auf der anderen Seite ist die proportionale Risikoteilung nicht kom-

patibel bzgl. des Varianz- und modifizierten Varianzprinzips P4 und
P6.
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2. Die XL—Riickversicherung ist kompatibel bzgl. P1, aber nicht bzgl. P4-
P6 (da jede Riickversicherung bzgl. des additiven Prinzips P1 kompa-
tibel ist, wihrend die Varianprinzipien P4-P6 nicht additiv sind).

3. Jeder Riickversicherungsvertrag, der durch eine giltige Selbstbehalts-
funktion h(-) definiert wurde, ist kompatibel bzgl des Quantilprinzips
P3 und des absoluten Abweichungsprinzips P7. Wir werden dies be-
weisen.

Lemma 8.4.2. Seien h,k : R — R zwei monoton wachsende Funktionen.
Dann gilt fir alle Zufallsvariablen X und fir alle 0 < € < 1:

QFh(X)+k(X) (6) = QFh(X) (6) + QFk(X) (6) .

Beweis. Sei g eine monoton wachsende Funktion auf R.
Dann gilt Qr, ,,(e) = 9(Qry (€)):

QF,x, (€) = inf{z : Fyx)(z) >

inf{z : P(g(X) < z) > ¢}
= inf{z : P(X < g (z)) > ¢}
= inf{z : Fx(g ' (z)) > ¢}

—9_ inf{g(y) : Fx(y) >
=  g(inf{y: Fx(y) > ¢}
= g(QFX (E)) ’

wobei bei der vorletzten Gleichheit die Tatsache eine Rolle spielt, dass g
monoton in y ist. Wenn wir nun die obige Relation auf ¢ = h, ¢ = k, und
g = h + k anwenden, so erhalten wir:

QF s (&) = (h+k)(Qrx(e))
hQFx (¢)) + k(Qrx (¢))
= QFh(X) (e) + QFk(X)(E)

Folgerung 8.4.1. Es gilt die Aussage 3) des Beispiels 8.4.2.
Beweis. Fiir P3 ist
m(X) =pEX + (1 —p)Qrx(e).

Laut Lemma 8.4.2 gilt

m(h(X)) = pEWX)+(1-p)Qr,,(e)
k(X)) = pEK(X)+(1-p)Qr, ()
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und somit gilt 7(X) = w(h(X)) + 7(k(X)).
Fir P7 gilt

w0 = wxas(ooan ()

% 1
Lemma6.3.1 ) _ a)/QFX (z)dz + (1 +a)/QFX (2) dz,
0 1

2

woraus 7(X) = w(h(X)) + 7(k(X)) mit Hilfe des Lemma 8.4.2 folgt. O



Kapitel 9

Ruinwahrscheinlichkeiten

9.1 Risikoprozesse

Im folgenden Abschnitt wird eine kurze Einfithrung in die Ruinwahrschein-
lichkeiten dargelegt werden. Dabei werden wir eine vereinfachte Menge des
Problems, nidmlich Risikoprozesse in diskreter Zeit und ihre Ruinwahrschein-
lichkeiten betrachten.

9.1.1 Zeitdiskrete Risikoprozesse

Seien in einem kollektiven Modell X1, Xo,...,X,,,... die Gesamtschiden
eines Portfolios am Ende einer Periode gegeben, wobei eine Periode im-
mer gleich lang ist, z.B. ein Jahr. Dies bedeutet, dass X, der Gesamt-
schaden iiber das Zeitintervall (n — 1,n] betrachtet darstellt. Angenom-
men {X, : n € N} seien Zufallsvariablen mit einer diskreten Verteilung:
pr = P(X,, = k) mit k¥ € NU {0}. Wie zuvor miissen die Gesamtschiden
auf die entsprechenden Wihrungseinheiten gerundet werden. Wir nehmen
nun an, dass die Préimien mit einer bestimmten konstanten Rate 8 pro Jahr
eingezogen werden, d. h

n
Rn:u+ﬁn—ZXi
i=1

ist die Risikoreserve nach n Jahren, wobei u die Anfangsreserve sei.

Definition 9.1.1. Die Folge {R,, : n > 1}, n € N, wird zeitdiskreter Risiko-
prozess genannt. Das Ereignis {3n : R, < 0} wird als der technische Ruin
des Portfolios bezeichnet. Es ist offensichtlich, dass P(3n : R, < 0) > 0,
falls

P(Xp>pB)=1-P(X, <B)=1-po—p1—-..—pjg>0.
Somit folgt, dass po +p1 +p2+ ... +pp <1l

213
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Wir fithren nun die Ruinzeit 7(u) durch

r(u) = min{n € N: R, < 0}
| oo, falls R, >0VneN

ein. Dies ist eine ausgedehnte Zufallsvariable. Aulerdem wurde in der obigen
Notation die Abhéingigkeit der Ruinzeit von der Anfangsreserve betont.

Definition 9.1.2. Die Ruinwahrscheinlichkeit 1(u,n) mit endlichem Hori-
zont ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ruin im Zeitintervall (0,n] auftritt:

P(u,n) = P(r(u) <n), neN.

Die Ruinwahrscheinlichkeit mit unendlichem Horizont ist ¥ (u) = P(7(u) <
o0). Als Funktionen von u werden die oben definierten Funktionen auch
Ruinfunktionen genannt. Sie konnen auch wie folgt geschrieben werden:

P(u,n) = P(Fi<n:R;<0), neN

Ypu) = PEieN:R;<0) (9.1.1)

Anstatt dem oben betrachteten Risikoreserveprozess {R, : n > 1}, n €
N, ist es manchmal giinstig, den Schadensiiberschussprozess {S, : n > 1},
n € N, definiert durch

n
Sn:u—Rn:ZXi—ﬁn, n €N
i=1

zu betrachten. Wenn wir die Bezeichnung Y; = X; — ( einfiihren, so er-
halten wir S, = Y., Y;, wobei {¥; : 4 > 1}, ¢ € N eine Folge von uiv
Zufallsvariablen ist. Mit Hilfe von S,, kann der Ruin wie folgt ausgedriickt
werden:

7(u) =min{n € N: S, > u},

und die Wahrscheinlichkeiten (9.1.1) kénnen folgendermaflen geschrieben
werden:

PY(u,n) = PEi<n:S>u),neN

. (9.1.2)
PYu) = PEIieN:S; >u)=P(M > u)

wobei M = max{0, S1, S2,...}.
Wir werden nun das folgende Lemma, beweisen:
Lemma 9.1.1. Es gilt:

o) = 1, EY;>0, dh EX;>8
| <1, EY;<0, dh EX;<p
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Beweis. Mit dem starken Gesetz der groflen Zahlen erhalten wir:

%ﬁ)EY, n — 00.

Dann gilt fiir fast alle w € Q:
Sei EY; > 0. Dann folgt fiir n — oc:

Sn(w) = +o0 = P(u) =1
Fir £'Y; < 0 erhalten wir mit n — oo:
Sp(w) = —o0 = max{S1,S2,...} <oo = P(u) <1.

Den Fall EY; = 0 werden wir nicht beweisen (siehe [20], Satz 6.3.1). Somit
haben wir gezeigt, dass

lim sup S, = +00 und lim infS, = —-oc0 f.s.
n—00 n—0o0
Hieraus folgt, dass ¥ (u) = 1. O

Spéter werden wir Portfolios mit £Y < 0 betrachten. Der Einfachheit
halber setzen wir 8 = 1.

Satz 9.1.1. Sei Gy (s) = E sM die erzeugende Funktion von M und gx(s) =
E s%i die erzeugende Funktion von X;, |s| < 1.

1. Es gilt

gu(s) = w, |s|] <1, wobei a=FEX;. (9.1.3)
x(s) — s

2. Auflerdem gilt M 4 Zfil Ui, wobei N ~ Geo(a) und {U;} uiv Zufalls-
variablen mit der Verteilung

P =k = TE>E) N0

a

sind (zusammengesetzte geometrische Verteilung).

Beweis. 1. Wir miissen beachten, dass

M = maX{O,Yl,Yl—|—Y2,Y1+Y2—|—YE),,...}
= max{0,Y:,Y: + S, Y1 + 52, V1 + S3,.. .},

wobei gz =Yo+...4+Y 4 S;. Daraus ergibt sich, dass

ML (M +Yp), = max{0, M + Yy},
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mit Yj 4 Y;. Auflerdem ist Y unabhingig von Y;, ¢ > 1. Hiermit folgt
. d
fir Xy = X;, dass

Gu(s) = EsM = EsM+Xo—1)+
= E[sMtXo=Di1(M + X —1 > 0)]
+E[sMTXo- D1 (M 4+ Xg — 1 = —1)]

o0
= Y FIP(M+Xo=k)+ - P(M+ Xo =0)
k=1

1 1

EE8M+X0 — ;P(M+ Xy =0)+P(M + Xy =0)
1
s

(s) -Gx(6) + (1= 3) POL+ X0 =0,

wobei bei der dritten Gleichheit die Tatsache, dass
M = max{O, Sl, SQ, .. }

eine Rolle spielt. Bei der vorletzten Gleichheit miissen wir beachten,
dass

o
EsMtXo =N "skP(M + Xo = k)
k=0

gilt. AuBlerdem verwenden wir bei der letzten Gleichheit die Tatsache,
dass M und X, unabhingig sind. Daraus ergibt sich, dass

(o) (1-3ax)) = (1-1) PO+ % =0

~ _ (s—l)P(M+X0=O)'

bzw. g (s) s—ox(5)

Aus dieser Formel werden wir nun lim,_,;_( gas(s) berechnen. Mit der
Regel von ’'Hospital erhalten wir:

PN . P(M+Xy=0 PM+X,=0)
1— lim gup(s)= lim = = .
s—1-0 s—1-0 1— 9x; (8) 1-FEX;

=a
Hiermit ergibt sich, dass P(M + Xy = 0) = 1 — a und insgesamt
erhalten wir:

und (9.1.3) ist bewiesen.
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2. Die erzeugende Funktion von U;, die in der Behauptung von diesem
Satz eingefithrt wurde, ist gleich

o0

~ : P(X; >k
gus) = Ba=Yy #TEZR
k=0
1 o o0
= —Z P(X; =n)s®
ak:0n2k+1
1 o0 k
= - Z (sk — E:P(XZ = n)sk)
k=0 n=0
1 1 o k
= = — = P(X; =n)s
a 1—s agg (X; =n)s
Fubini 11 1 &
wni L1 LSS~k pix, = n)
a 1l—s an:0k>n
1 1 >
= - 1-— "P(X; =
_ 1-gx(s)
a(l —s) ’

wobei bei der drittletzten Gleichheit

n
ZSk: 18—3

k>n

verwendet wurde. Aus dieser Rechnung erhalten wir dann das folgende
Ergebnis:

gx(s) =1—a(l —s)guy(s).
Wenn wir nun diese Darstellung von gx(s) in die Formel (9.1.3) ein-
setzen, so erhalten wir:

G (5) = (l—a)(l—sl _ l—Aa .

(1—s)—a(l—s)gu(s) 1-—agu(s)
Dies ist exakt die erzeugende Funktion einer zusammengesetzten geo-
metrisch verteilten Zufallsvariablen M = le\il U;:

dy(s) = EsM =3 E(s™ |N=n) -P(N =n)
n=0

o

= (L—a) ) (Gu(s)"a"

n=0

_ 1—a
1 —agy(s)’

B (s | N =n) = B0 = (B51)" = (Gi(s))"



218 KAPITEL 9. RUINWAHRSCHEINLICHKEITEN

9.1.2 Zeitstetige Risikoprozesse

Seien o01,09,03,... mit 0 < 01 < 09 < 03 < ... f.s. zufillige Zeitpunkte,
an denen positive Schiden Uy, Us,Us, ... eintreten. Diese Schiden U; > 0
konnen entweder als individuelle oder kollektive Schiden interpretiert wer-
den. Wie in Kapitel 3 definieren wir die Zwischenankunftszeiten durch 7;,, =
on — 0n—1, N € N, wobei o9 = 0 f.s. Der Zihlprozess {N(t) : t > 0} wird
durch

N(t)=sup{neN:o, <t}, t>0

definiert. Wir nehmen nun an, dass die Primien zu einer bestimmten, kon-
stanten Rate # > 0 erhoben werden und dass die Anfangsreserve des Versi-
cherers u > 0 sei. Ahnlich zur Definition 9.1.1 ist ein zeitstetiger Risikore-
serveprozess {R(t) : t > 0} durch
N(t)
Rt)=u+pt-Y U
i=1

und ein Schadensiiberschussprozess durch

N(t)
St)=u—R(t) =) _ Ui—pt
i=1

definiert. Analog zum zeitdiskreten Fall gilt fir die Ruinzeit
7(u) = min{t > 0: R(t) < 0} = min{t > 0: S(t) > u}.

Die Ruinwahrscheinlichkeiten mit endlichem und unendlichem Horizont sind

Y(u,z) = P(r(u) < 1x) und
P(u) = P(r(u) <o) = lim (u,z), e
T—>00
siche Abbildung 9.1.1.
Um 1 (u) zu erhalten, ist es ausreichend, den Prozess S(t) an den Ankunfts-
zeiten op, n € N zu iiberpriifen. In der Tat gilt

n n
def

M= I?Zach(t) = I;lgéc;(Uk — PBTy) = %gé(%yk = ITILIEELI%( Sn, (9.1.4)
wobei Yy, = Uy — Ty, k € Nund S, = Y ,_; Yk, n € N. Daraus folgt, dass
P(u) = P(M > u), vgl. (9.1.2).

Nebenbei ist zu erwihnen, dass S(n) # Sy, da t = n in S(¢) ein Parameter
fiir die Zeit ist und n in S, fiir die Anzahl der Schiden steht. Analog dazu
koénnen wir schreiben, dass

$(u,z) = P (max S(t) > u> .

0<t<e
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S(t)
A
[
>
0 £

Abbildung 9.1.1: Darstellung eines Uberschussprozesses

Die letzte Schadensgréfie Uy, die den Ruin verursacht, kann in zwei Haupt-
bestandteile zerlegt werden: den Uberschuss X (u) vor dem Ruin und den
Uberschuss Yt (u) diber die Grenze u, der auch die Stirke des Ruins genannt
wird:
Uno = X1 (u) + YT (u)
definiert durch:
4 _ u—S(r(u) —0), falls 7(u) < o0
X (w) = { 00, falls 7(u) = o0

S(r(u) —u) = —R(7(u)), falls 7(u) < oo
00, falls 7= o0

und Y*(u) = {

vgl. Abbildung 9.1.1. Manchmal ist es auch von Interesse, die multivariaten
Ruinfunktionen

P(u,z,y) = P(r(u) < o0, X (u) <z, Y (u) <y)
o(u,z,y) = P(r(u) < oo, XT(u) >z, YT(u) > )

mit u,z,y > 0 zu betrachten. Die Zeitspanne T'(u), die ein Risikoprozess
R(t) unterhalb von 0 nach der Ruinzeit 7(u) steht, mit

| () —7(u), falls T(u) < o0
Tlu) = { 0, falls 7(u) = o0
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wird die Zeit in den Roten genannt, wobei
7'(u) = inf{t > 7(u) : R(t) > 0}.
Die Gewichtung des Ruins wird ebenso mit dem totalen, mazimalen Defizit

Zo = —
0 tgl%){ R(t)}

nach 7(u) und dem mazimalen Defizit

Z(u) = max —R(t
) T(U)SKT’(U){ ®)

wahrend der ersten Periode in den Roten beschrieben. vgl. Abbildung 9.1.2.
Manchmal wird die komplementire Wahrscheinlichkeit, dass kein Ruin auf-

Abbildung 9.1.2: Darstellung eines Ruinprozesses

tritt,

P(u) =1—1p(u) = P(r(u) = o)
die Uberlebenswahrscheinlichkeit genannt. Wenn wir nun die eingebettete
Zufallsvariable S, = Y7, Yi, n € N aus (9.1.4) betrachten, so kénnen wir
wie in Lemma 9.1.1 argumentieren, so dass wir

lim sup S, = 4o fs. fir EUg > BET

n—oo

und Iim S, = —oo fs. fir EUy < BET

n—oo
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bekommen. Somit gilt

¥(u) <1 genau dann, wenn E Ui < SET}. (9.1.5)

und ¢(u) = P(M > u) — 0 fiir v — oo, da M eine gewShnliche Zufallsva-
riable ist, d.h. P(M < oo) = 1. Spéter werden wir diese Annahme fiir den
Rest des Kapitels verwenden.

9.2 Ruinwahrscheinlichkeiten im zusammengesetz-
ten Poisson—Modell

In diesem Abschnitt sei der Zahlprozess {N(t) : ¢ > 0} ein homogener
Poisson-Prozess mit Intensitdt A > 0. Somit kann die Bedingung (9.1.5)
als AEU < f3 geschrieben werden, da ET = % und Ty ~ Ezp(A). Diese
Bedingung wird die Nettogewinn—Bedingung genannt.

In den niichsten Sitzen wird die Uberlebenswahrscheinlichkeitsfunktion 1) ()
betrachtet. Es wird gezeigt werden, dass 1(u) differenzierbar auf R, ist und

die Integral-Differentialgleichung erfillt.

9.2.1 Integral- und Differentialgleichungen

Satz 9.2.1. Die Uberlebensfunktion (u) € C(Ry) besitzt eine linke und
eine rechte Ableitung @;(u) und (u) und erfillt somit:

BE () = M| W(w)— [ Plu—y)dFy(y) (9-2.1)

!

PY_(u) = y)dFy(y) | , (9-2.2)

o\@ O\:

wobei Fy(-) die Verteilungsfunktion der Risiken Uy, ist.

Das obige Ergebnis folgt aus einem dhnlichen Satz iiber multivariate
Ruinfunktionen

p(u,z,y) = P(r(u) < oo, XF(u) >z, Y (u) >y),
falls z,y — 40, da lim, , 0 @(u,z,y) = P(u).

Satz 9.2.2. Die Funktion o(u,z,y) ist eine stetige und von links nach rechts
in bezug auf u differenzierbare Funktion. Auferdem gilt:

I} g—:go(u,a:,y) (9.2.3)
= [ pu,z,y) / ot —v,2,) dFy (v) — 1(u > 2)F(u + )
0
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und
o 2.4
= (N%xw)‘/meaywﬂﬂw1W>$ﬁﬂu+w0
0
Beweis. Siehe [20], S. 167-168. O

Tatséchlich konnen wir zeigen, dass aus (9.2.3) (9.2.1) folgt. Unter der
Annahme, dass ¢(u,z,y) — 9¥(u) fir z,y — 40 gleichméBig in u konver-
giert, erhalten wir aus (9.2.3):

0" (u)

g

und da
() 9" 1p(u)
p ou —p ou
ist, folgt insgesamt
0" p(u)
—b ou
= A (1/)(U) + [ %(u—wv)dFy(v) — /dFU(U) - FU(“))
0

Hiermit ist (9.2.1) bewiesen. Der Beweis von (9.2.4) nach (9.2.2) verlduft
analog.

Beispiel 9.2.1. Sei Uy ~ Exp(6). Dann nimmt die Nettogewinn-Bedingung

(9.1.5) die Form X\ < 08 an. In diesem Spezialfall kann (9.2.1) analytisch
geldst werden. Tatsdchlich gilt (u) € CY(R, ) und

ﬂ@l(u) = (zp(u) —e /E(t)de‘st dt) , (9.2.5)
0



9.2. ZUSAMMENGESETZTES POISSON-MODELL 223

wobei in dieser Gleichung ein Wechsel der Variablen t = u —y in (9.2.1)
stattgefunden hat. Die letzte Gleichung zeigt, dass ¢ € C*(R,) und

BY (u) = A (wl(u) + de 0 /E(t)de& dt — eduip(u)ée‘m)
0

= A P(w)-6 (w(u) — % [ p(t)se’t dt))
< /

= ) (1 - %ﬁ) ¥ (w)

= (A—8¥ (u),
da nach (9.2.1)

Die Losung dieser Differentialgleichung ist

— A-s8
w(u):cl +coe B u’ c1,c0 € R.
Da ¢(u) = P(1(u) = 00) = P(M < u) — 1 fir n — oo, erhalten wir,
da A < 68,1 = c1 +co-0 und somit ¢; = 1. Wenn wir nun ¢(u) fir
— A=88
P(u) =1+coe # *in (9.2.5) substituieren, so erhalten wir

e (P5)

u
A=468 A=48
= (1+62€ B u—e‘”/(l-ﬁ-ch B t) 566tdt>

0

=A (1 + CQG%U - (1 — 676u) — C2 g(s (e(%—é)u — €6u>) .

Daraus ergibt sich, dass

2 ((/\ - 5,3)6%1%6“ - /\e(%_é)u + A g (56(%_6)u - g 66‘51‘) = de

und somit cg = E_[;\‘ Insgesamt erhalten wir

A

Plu) =1— %e((s%)u und  P(u) A 7(67A)u.

:%e
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