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Mosaike

» Mosaik: Iiickenlose Unterteilung des Raumes (z.B. R?)
in disjunkte Mengen (Zellen, Kristalle)

» Zufallsmechanismus: stochastischer Prozess einfacher
geometrischer Objekte, aus denen das Mosaik nach
gewissen Regeln erzeugt wird
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Voronoi-Mosaike

Definition
Sei ¢ = {x;} ein Punktprozess, dessen Punkte wir Kerne

nennen.
Jeder Kern x; erzeugt eine konvexe Voronoi-Zelle

Ci = C(x|®) = {y e RY¥x; € & : ||xi — yI| < | — yII}

{C;} ist unter gewissen Konsistenzbedingungen ein
Voronoi-Mosaik
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Voronoi-Mosaike

Abbildung: Voronoi-Mosaike
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Johnson-Mehl-Mosaike

Definition
» & = {a;}: Punkiprozess
> a; = (x;, 1) € RY x [0, 00): Ankiinfte
» x; Orte, t;: Geburtszeiten
» Ti(y)=T(y,a)=1t+ M Ankunftszeiten
> C(aj|®) = {y e RIVa € ¢ : Ti(y) < Ti(y)} # 0: Zellen
» {C(a;j|®)} ist unter gewissen Konsistenbedingungen ein

Johnson-Mehl-Mosaik
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Johnson-Mehl-Mosaike

> X; beginnt zur Zeit {; in alle Richtungen mit konstanter
Geschwindigkeit zu wachsen

» y wird zur Zeit T;(y) von x; erreicht

» C(aj|®): Menge der Punkte, die zuerst von x; erreicht
werden
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Johnson-Mehl-Mosaike

Abbildung: Johnson-Mehl-Mosaike
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Eigenschaften von Mosaiken

» Voronoi-Mosaik: Spezialfall eines Johnson-Mehl-Mosaiks
far L=tV i

» Zellen sternférmig bezuglich inres Kernes

» Zelle konvex < alle Nachbarn nicht jinger

> alle Zellen konvex < alle Zellen gleich alt
(Voronoi-Mosaike)
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Eigenschaften von Mosaiken

» Johnson-Mehl-Mosaik physikalisch interpretierbar
» breiter Anwendungsbereich
» Verallgemeinerungen mathematisch schwer handhabbar
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Konsistenzbedingungen

Sei ¢ = {a;} = {(x;, t;)} nicht leer, lokal endlich, stationar
Im Folgenden wird vorausgesetzt

» (C)V(x,t)ed Yu:|jul|=1 3(y,s) € d:
(y—x)eu>v(s—t)

> (C2) Ti(x) # t; Vi# ]
» (C3) keine m+ 1 Kerne in einem (m — 1)-dim affinen
Unterraumdes R, m=1,....d

» (C4) keine d + 2 Ankiinfte in einem beliebigen Punkt zur
selben Zeit
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Folgerungen aus den Konsistenzbedingungen

» Zellen beschrankt

» Zellen lokal endlich
d.h. VB c RY beschrénkt: #{i|C;iN B # )} < oo

> RI=JC
i
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Facets
Definit,inon
Fr = 'ﬂ Ci # 0, mit n=d — m, m > 0 heiB3t n-Facet

i=0

Abbildung: F, Abbildung: F; Abbildung: Fq
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Eigenschaften von Facets

» Fy besteht aus einem oder zwei Punkten
» im Voronoi-Fall ist F, ein konvexes Polytop

Abbildung: Fo
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Interface
Definition
Die verbundenen Komponenten von F, heiBen n-Interfaces
» O-Interface = Ecke von d+1 Zellen

» 1-Interface = Kante von d Zellen
» (d-1)-Interface = Hyperflache von 2 Zellen

Abbildung: 1 — Interfaces
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Voraussetzungen

v

& f.s nicht leer, stationar

¢ auf Borel-Menge absolut stetig bzgl. der Verteilung eines
Poisson Prozess

= C1-C4
Beispiel: Poisson-Prozess

v

v

v
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(k-m)-Interface

v

L, C RY: k-dimensionaler Unterraum

v

Ly N Fp: (k-m)-Facet mit Dimension (k-m)

v

Zusammenhangende Komponenten von Ly N Fp:
(k-m)-Interfaces

v

<I>,(9k): Menge der p-Interfaces in Ly
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Assoziierter Punkt eines p-Interface

Definltlon

X e <D p Interface in Ly

c(X, ao, ..., am|®) € Lk heiBt assoziierter Punkt von X, wenn
c(X, ap, ..., am|®) translationsinvariant

Mégliche Wahl:
k=d:c(X, ap,...,am|®) = m+1 Zx,
i=0

k < d: orthogonale Projektion auf Ly
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Intensitat

Definition
Firp=0,...,kund m= k — pist die Intensitat von
p-Interfaces in Ly definiert durch:

#

K 1
,[(, ) _ S — ) Z Z 1[c(x,a0,...,am|d>)eB]

m+ 1) (B
( )!A(B) 20,8 x o). XC FynL

B C Ly Borelmenge mit 0 < Ax(B) < oo
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Anschauung

I,(,k): unabhangig von B, da ¢ stationar, Lemma von Haar

v

v

I,f,k): erwartete Anzahl von p-Interfaces pro
Einheitsvolumen

I((jd) =: \: erwartete Anzahl von Zellen

v

v

I((,k): erwartete Anzahl von Ecken
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Typische Interfaces
SeiO<I£,k)<oo,0§p§k§d,Aef.
Die Palm-Verteilung ist gegeben durch

1

KAy _
(A= (m+ 1)U N (B)

#

X]E Z Z 1[C(X7aO7---7am|¢)erx_C(XvaO7---7am|¢)€A]
0,+amE® xc ol XCFpnLy

Definition
Die zufallige abgeschlossene Menge C,()k) mit der Verteilung
P,(,k)(A) heiBt typisches p-Interface in Lg
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Typische Zelle vs. Nullpunktzelle

» Bezeichne C = Cg,d) die typische Zelle
» Sei C die Zelle die einen beliebigen festen Punkt enthalt
> P(C € F) = AE(1ceqAq(C))

fir F translationsinvariant in RY

» = C gréBerals C,
d.h. EAg(C) > EXg(C)
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Charakteristiken von Interfaces

Definition
Sei0<g<p<k:
, ngg) = E#{q-Interfaces in C,(;k)}

z.B. N‘%) = erwartete Anzahl von Ecken pro Zelle

k
> V) —E z Ag(X)
X gc,‘,") g—Interface
z.B. Vég) = erwartetes Volumen einer Zelle



Seite 27 Voronoi- und Johnson-Mehl-Mosaike | Alois Fichtl, Julius Vogelbacher | 10. Juni 2008

Charakteristiken von Interfaces

Definition
Fir m =k — p sei

Z A (BNF(a,...,am|®))
Z ’ (m40-1)!

Ukp = E mit )\k(B):1

ao,-..,ameP

das erwartete p-Volumen von p-Interfaces pro Einheitsvolumen
im Lk



Seite 28 Voronoi- und Johnson-Mehl-Mosaike |  Alois Fichtl, Julius Vogelbacher | 10. Juni 2008

Zusammenhange

Satz
Sei0<g<p<k:

(k) pf(K) _ (k—g+1Y) f(K)
- ONG = (Fpoet) i

> I(k) V;()g) — <k g+1
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Beispiele in der Ebene

» GréBen je Einheitsflache
/éz) = ) (Erwartete Anzahl von Zellen)
11(2) = 3\ (Erwartete Anzahl von Kanten)
I(()z) = 2 (Erwartete Anzahl von Ecken)

» GrdBen je Einheitsstrecke
[ — )

1 0 H10
(Erwartete Anzahl von Kanten, Ecken)
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Beispiele in der Ebene

- ND N 6
(Erwartete Anzahl von Kanten, Ecken pro Zelle)

N =N =2

(Erwartete Anzahl von Ecken pro Kante)
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Beispiele in der Ebene

» V&) — 1 (erw. Flache pro Zelle)

> V?Ef) = 2“% (erw. Kantenlange pro Zelle, erw. Kantenlange
pro Einheitsflache)

> V1(12) = & (erw. Kantenlénge einer Kante)

> Vﬂ) = L (erw. Durchmesser einer Zelle, erw. Anzahl von

Schnittpﬁonkten je Einheitsstrecke)
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Beispiele Poisson-Voronoi-Mosaik in der Ebene

» 11 = 2 - v/ (Erwartete Kantenlénge pro Einheitsflache)

> 140 = 4"75 (Erwartete Anzahl von Ecken je
Einheitsstrecke)

> 11(1) = I(()” = “"TA (Erwartete Anzahl von Kanten, Ecken je
Einheitsstrecke)
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Beispiele Poisson-Voronoi-Mosaik in der Ebene

R
> V1(12)
. VH)

(Erwartete Kantenlange pro Zelle)

‘m §|“

3 (Erwartete Kantenlange einer Kante)

3

(Erwarteter Durchmesser einer Zelle)

S

4.
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Poisson-Prozess mit A\ = 1

10. Juni 2008

Abbildung: Poisson-Prozess [0,20]? mit 391 Punkten
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Voronoi-Mosaik
391 Zellen,1174 Kanten, 727 Ecken

Abbildung: Voronoi-Mosaik [0, 20]?
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Histogramm der Ecken

h(n)

Abbildung: Histogramm der relativen Haufigkeit von Ecken pro Zelle
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Dichte der Kantenlange pro Zelle

flp)

Abbildung: Dichte der Kantenlange pro Zelle



Seite 39 Voronoi- und Johnson-Mehl-Mosaike |  Alois Fichtl, Julius Vogelbacher | 10. Juni 2008

Dichte der Flache pro Zelle

Abbildung: Dichte der Flache pro Zelle
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Schatzer flr \

.\ _ #Zellen _ 391 _
» In der Ebene: A\ = = = 755 = 0.98

» Fir d > 2 nicht mehr mdglich da nicht alle Zellen sichtbar

> Besser:ASchnittpunkte mit Test-Geraden ermitteln und
daraus A berechnen
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Schatzer flr \

» Ein Schétzer fiir A ist A = . .(m)d

#Schnittpunkte
» c4 Konstante die vom Punktprozess abhangt
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Heuristische Begrindung

v

Betrachte regelméssiges n-Eck dann ist
Flache = Durchmesser?-c,
_ 11
)\ - Vz(g) - (V1q))2‘02
¢, berechnen das obige Gleichung erfillt
¢ = 16/(r)? fur Voronoi-Mosaike in der Ebene

Analoges geht auch fiir ¢4 und Johnson-Mehl-Mosaike

v

v

v

v
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Voronoi-Mosaik

L7

]
7]

Abbildung: Mit 4 Geraden um A zu schéatzen
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Beispiel zur A Schatzung

» Lange der Geraden =4 -20 = 80
» Anzahl der Schnittpunkte = 24+27+23+26 = 100
> A= g = 0.96

(705)°*

N

T
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