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Motivation

Beispiel aus der Schadenversicherung - der Orkan Kyrill

Quelle: Miinchner Riick



Motivation

Bilanz des Orkans (18. Januar 2007)

Der Orkan Kyrill verursachte einen Schaden von ca. 6 Millarden
Euro

= groBe Risiken fiir Schadenversicherer

=> Modellierung von Risiken
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Das kollektive Modell

Das kollektive Modell der
Schadenversicherungsmathematik:

Vorraussetzungen:

@ Sei N die zufillige Anzahl der Schaden innerhalb der Periode t

@ Seien die Schadenhdhen {U; : i € N} unabhéngig und
identisch verteilt

o U >0fs.
@ Seien {U; : i € N} und N voneinander unabhéngig

Gesamtschaden im kollektiven Modell




Das kollektive Modell

Kritik am kollektiven Modell:

Beide Unabhangigkeitsannahmen sind in der Realitat
problematisch:

@ Schiden U; sind korreliert, da sie gemeinsame Risikofaktoren
haben (z.B. das Wetter in der Autoversicherung)

@ Schéden U; sind mit der Schadenanzahl N korreliert (z.B.
Elementarschaden Versicherung)




Das kollektive Modell

Kritik am kollektiven Modell:

Beide Unabhangigkeitsannahmen sind in der Realitat
problematisch:

@ Schiden U; sind korreliert, da sie gemeinsame Risikofaktoren
haben (z.B. das Wetter in der Autoversicherung)

@ Schéden U; sind mit der Schadenanzahl N korreliert (z.B.
Elementarschaden Versicherung)

= Verwende ein Modell, das
raumliche Abhangigkeitsstrukturen
beachtet
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Problemstellung
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Partition Model

Bayes Schatzer

Problemstellung:

Seien die Zielwerte yi,...,yx (Hohe der mittleren Schadenzahlungen
in einem PLZ Gebiet) an den Positionen xi,...,xx gegeben:

Mittlere
Schadenzahlungin
einem Gebiet
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Partition Model

Bayes Schatzer

Das Modell:

y(x;)) =y +z(x;) + € wi-1.a

wobei
oy =12
e E(¢;) =0, Var(e;) = o2
@ z(x) ist eine deterministische Funktion, die die Abweichung

des lokalen Mittelwerts vom globalen empirischen Mittelwert
y beschreibt
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Partition Model

Bayes Schatzer

Das Modell:

wobei
oy =12
e E(¢;) =0, Var(e;) = o2
@ z(x) ist eine deterministische Funktion, die die Abweichung

des lokalen Mittelwerts vom globalen empirischen Mittelwert
y beschreibt

Schétze z(x) mit Hilfe der Daten D = {y;, x;}"_; J
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Partition Model

Bayes Schatzer

Jedoch gilt fiir z(x)

Entweder héhere Varianz oder hoherer Bias von z(x):
Denn fiir den Mean squared error gilt:

MSE(2(x), 2(x)) = E({(2() = 2(x))}) = var(z(x))+bias(z(x))*
)

= Es muss ein Kompromiss gefunden werden

v



Partition Modelling

Je ndher zwei Positionen x; und x» beieinander liegen, desto
starker sind sie (positiv) korreliert

Hat x; einen groBen Zielwert yi, so sollte der Zielwert y» bei x,
ebenso relativ groB sein.
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Partition Model

Bayes Schatzer

Je ndher zwei Positionen x; und x» beieinander liegen, desto
starker sind sie (positiv) korreliert

Hat x; einen groBen Zielwert y;, so sollte der Zielwert y» bei x>
ebenso relativ groB sein.

o Erster Ansatz: Feste Korrelationsstrukur
(Korrelationsfunktion: C(h) = Cov(y(x + h), y(x)))

@ GroBe Einschrankung: Einige Modelle kdnnen auf diese Weise
nicht dargestellt werden
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Partition Model

Bayes Schatzer

Je ndher zwei Positionen x; und x» beieinander liegen, desto
starker sind sie (positiv) korreliert

Hat x; einen groBen Zielwert y;, so sollte der Zielwert y» bei x>
ebenso relativ groB sein.

o Erster Ansatz: Feste Korrelationsstrukur
(Korrelationsfunktion: C(h) = Cov(y(x + h), y(x)))

@ GroBe Einschrankung: Einige Modelle kdnnen auf diese Weise
nicht dargestellt werden

@ Anderer Ansatz, ohne die Korrelationsstruktur explizit zu
bestimmen

= Partition Modeling
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Mosaik:

Problemstellung
Das Voronoi Mosaik
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Partition Model

Bayes Schatzer

Das Voronoi Mosaik:

Sei folgende Zerlegung von x gegeben:

Disjunkte Gebiete Ry,..,R), deren Vereinigung den gesamten Raum
ergeben. (d.h. R? N R =0 i # j und U{ R = x)

Ri = {x € x:D(x,c) < D(x,c)}, i #j J

e Die Zentren ¢ = (cy, ..., ¢k) der Gebiete legen das Mosaik von
X eindeutig fest.

@ Verwende den euklidischen Abstand
D?(x1,x2) = Y01 (x1i - x2i)? (p=2 oder p=3)
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Partition Model

Bayes Schatzer

Partition Model:

In jeder Region R; ist die Zielwert-Funktion z(x) = u; ¥V x € R; ]

= Jedoch eventuell hoher Bias und niedrige Varianz )
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Partition Model

Bayes Schatzer

Verbesserungen:

@ Beriicksichtige die Daten: Lege mehr Zentren an Positionen
mit hoher Variabilitdt und weniger Zentren an Positionen, an
denen die Funktion relativ flach ist.
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Partition Model

Bayes Schatzer

Verbesserungen:

@ Beriicksichtige die Daten: Lege mehr Zentren an Positionen
mit hoher Variabilitdt und weniger Zentren an Positionen, an
denen die Funktion relativ flach ist.

@ Betrachte die gewichtete Summe von Partition Models:
J . .
Z(x) =) w2V (x|cW) (3)
j=1

wobei J die Anzahl der Partition Models und Zle w) =1
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Bayes Schatzer

Wir nutzen die Daten D = {y;, x;};_, als Update des
Parameter(vektors) € in einem parametrischen Modell

Nach dem Theorem von Bayes gilt:

— p(DIo)p(0)
POID) = T Dla) ()b

@ p(0) a priori Verteilung
@ p(D|6) Likelihood Funktion

@ p(0|D) a posteriori Verteilung
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Bayes Schatzer

Wir nutzen die Daten D = {y;, x;};_, als Update des
Parameter(vektors) € in einem parametrischen Modell

Nach dem Theorem von Bayes gilt:

— p(DIo)p(0)
POID) = T Dla) ()b

@ p(0) a priori Verteilung
@ p(D|6) Likelihood Funktion

@ p(0|D) a posteriori Verteilung

Die Berechenbarkeit des Integrals hdngt von der a priori Verteilung ab
= Verwende konjugierte a priori Verteilung (a priori Verteilung und a
posteriori Verteilung gehtren zur selben Verteilungsfamilie)



Partition Modelling

Bayes Schatzer

Hierarchischer Bayes Schatzer:

Zerlegt die a priori Verteilung in bedingte Verteilungen:

p1(0161), p2(61162), - -, pn(0n-1|0n) (5)

p(0) = / p1(0]61)p2(011602) - . . prs1(0n)dbs . .. dbnia (6)
O1X...X0O,

= Steigert die Robustheit des Schatzers
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Partition Model

Bayes Schatzer

Predicitve Inference

Bestimme p(y|x, D)

Wie hoch ist der
Schadeny an einer
Position x?
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Vorgehensweise im Partition Model:

o Was ist gegeben, was gesucht?
@ a priori Verteilung

o Likelyhood-Funktion

@ Marginal Likelyhood
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Partition Model

Bayes Schatzer

Im Partition Model:

Gegeben sind die Daten D = {y;, x;}!_;
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Partition Model

Bayes Schatzer

Im Partition Model:

Gegeben sind die Daten D = {y;, x;}!_; J

Im Modell sind folgende Parameter unbekannt:
@ Die Lage der Zentren ¢ = (cy, ..., Ck)

o U :(,Ufla "'7Hk)
@ Die Lange k der Vektoren c und p

@ Regressionsvariable o2




Partition Modelling

Bayes Schatzer

Die a priori Verteilung:

Hierarchischer Bayes Schatzer: Zerlegt die a priori Verteilung in
bedingte Verteilungen

p(0) = p(k, c, u,0%) = p(ule,a?)p(c®)p(clk)p(k)  (7)
Wir wiahlen:
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Bayes Schatzer

Die a priori Verteilung:

Hierarchischer Bayes Schatzer: Zerlegt die a priori Verteilung in
bedingte Verteilungen

p(0) = p(k, c, u,0%) = p(ule,a?)p(c®)p(clk)p(k)  (7)

Wir wahlen: 1
P =0 k=1,..K 8)
I S
Plelk) = areaF €€ )

p(c72) = Gamma(o—2|a,b), ¢*>>0 (10)



Partition Modelling

Bayes Schatzer

Die a priori Verteilung:

Hierarchischer Bayes Schatzer: Zerlegt die a priori Verteilung in
bedingte Verteilungen

p(0) = p(k, c, u,0%) = p(ule,a?)p(c®)p(clk)p(k)  (7)

Wir wiahlen: 1
p(k) = ra k=1,...,K (8)
1
clk)=———— cerk 9
p(clk) Area(r)F 9)
p(c72) = Gamma(o—2|a,b), ¢*>>0 (10)

k

p(ulc,0®) = [ N(uilo,0?v), ne R (11)
i=1
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Die Likelyhood-Funktion

AuBerdem kénnen wir p(D|6) bestimmen:
o 0=(c,u,o?)
o yi=y+z(x)+e furi=1,.,n
e ¢; ~ N(0,02)
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Bayes Schatzer

Die Likelyhood-Funktion

AuBerdem kénnen wir p(D|6) bestimmen:

° 0= (C,[L,O'2)
oyi:y+z(x;)+e;fijri:1 ..... n
e ¢; ~ N(0,02)
Damit gilt:
1 n
p(D|9)=(27T02)”/2eXP{ *22 )2} (12)
=1

k=1,...,K, und r(i) Index des i-ten Gebiets



Partition Modelling

Bayes Schatzer

Marginal Liklihood

Da es sich um konjugierte Prior handelt, konnen wir die Likelihood
Funktion vereinfachen:

POl) = [ N | Ol p(ui?, c)pto?)dda?
(2b)T(a*) (2b*)~
/21 (a) Hlf(ni+1)1/2’

firk=1,.., K
a*=a+n/2

* k — vn? _
b*=b+33 {Ej:r(j):i(yj ~¥)? - myi)z}
n;j = ZJ r(‘j)*l 1,
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Bayes Schatzer

Vorhersage der Schadenhohen an vorgegebenen Positionen

Sei e ~ N(0,02/)
Day=y+2z(x)+e

= p(y|x, c, 1,02, D) = N(y|px, o) (13)
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Partition Model

Bayes Schatzer

Vorhersage der Schadenhohen an vorgegebenen Positionen

Sei e ~ N(0,02/)
Day=y+2z(x)+e

= p(y|x, ¢, u, 0%, D) = N(y|px, 0%) (13)
Durch Integration nach p, o erhalten wir:

NV 1 .
p(y|x, ¢, D) = Student {n)<+\/_1’ b*(1+ m), a } (14)

wobei n, die Anzahl der Schiden y; beschreibt, die im selben
Gebiet wie x liegen
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ply|x, D) = / p(y|x, ¢, D)p(c|D)de (15)

p(y|X7 G, D) = Student {nx)/x b*(]_ + 771)7 a*} (16)

ny +v-1’ ny + v
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MM&D%=/p0MmJHMdDMc (15)

xYx 1
p(y|X7 G, D) = Student {nny b*(l TF 77)7 a*} (16)

T v—1’ Ny +v 1
p(c|D) o« p(D|c)p(c) (17)
1 1
ple) = K {Area(t)}’ €< U T

(b)) (2b7)
wwww)nﬂm+nvz
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Problem

Das Integral ist nicht analytisch zu bestimmen.
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Problem

Das Integral ist nicht analytisch zu bestimmen.

Erzeuge Zentren c¢(Y),... c(Y) als Realisierungen von p(c|D)
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Problem
Das Integral ist nicht analytisch zu bestimmen.

Erzeuge Zentren c¢(Y),... c(Y) als Realisierungen von p(c|D)

y(x) =y + 2(x) (18)
mit 2(x) = 2 27, 20)(x),
wobei Zz z0) ( ) E(y|x, C(j), D) — _MYx

nx+v—1

N,
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Simulationsalgorithmus Equivalent Kernel
Beispiel

Wiederholung(1)

o Fiir den Algorithmus wird eine Markov-Kette bendtigt
@ Geben zunichst eine Wiederholung der wichtigsten Begriffe

@ Der Ubersicht halber betrachten wir nur den Fall eines
endlichen Zustandsraumes E = {1,2,...,1}
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Wiederholung(2)

Definition: Markov-Kette

@ Sei Xp, Xi,... : Q — E eine Folge von Zufallsvariablen iiber
einunddemselben Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P) mit
Werten in E = {1,2,...,I}

® X; heiBt (homogene) Markov-Kette mit Anfangsverteilung «
= (o, ..., ) und der Ubergangsmatrix P = (pj;),falls

P(Xo = io, X1 = i1, ey X = in) = Qg Pigiy -+-Pin_1in (19)

fiir beliebige n=0,1,... und iy, i1, ..., in € E gilt
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Simulationsalgorithmus Equivalent Kernel
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Wiederholung(3)

@ «; = Wahrscheinlichkeit, dass sich das betrachtete System zur
Zeit n = 0 im Zustand i befindet

I
e «; €[01], a;=1
i=1
o | x | Matrix P = (pjj)ij=1,., der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten mit

/
py>0, Spy=1 Vi (20)
j=1
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Simulationsalgorithmus Equivalent Kernel
Beispiel

Wiederholung(4)

Definition: Stationare Verteilung

Eine Verteilung p heiBt stationdr, wenn sie der Gleichung
pt=p"P, >0, Zu;z 1
i

geniigt

(21)
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Wiederholung(5)

@ Definition gilt nur fiir endliche Zustandsrdume
= Nur bei Simulation auf einem Gitter gegeben

@ Soll im Beobachtungsraum x stetig simuliert werden ist eine
Verallgemeinerung des Begriffs der Markow-Kette fiir
iiberabzahlbare Zustandsraume notig
= Markov-Prozesse
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@ Simulationsalgorithmus

@ Reversible-Jump-Sampler



Problemstellung:

Z(x) in einem Partition Model aus
den Daten zu berechnen
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Simulationsalgorithmus
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Vorgehensweise:
@ Verwenden Metropolis-Hastings Algorithmus

@ Erhalten eine Markov-Kette von Tesselationen des
Beobachtungsraumes y

@ stationdre Verteilung dieser Markov-Kette ist a posteriori
Verteilung p(c|D)

@ Berechnung von z(x) mit Hilfe von p(c|D)

o Es geniigt die Lage der Zentren zu simulieren = Tesselation
eindeutig bestimmt

@ Variable Anzahl von Zentren = Reversible-Jump-Sampler
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Beispiel

Bezeichnungen im Algorithmus:
o k: aktuelle Anzahl der Zentren
K: maximale Anzahl der Zentren
di: Wahrscheinlichkeit fiir Death-Step
byx: Wahrscheinlichkeit fiir Birth-Step
my = (1 — dx — by): Wahrscheinlichkeit fiir Move-Step
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Algorithmus(1)

Wihle Startwert c(®): Setze t = 0:
REPEAT

Erzeuge u; gemiB U(0,1) Verteilung;
IF u1 < by

¢’ = Birth-proposal(c(t);

ELSE IF by < u1 < by + di

¢’ = Death-proposal(c(®));

ELSE

¢’ = Move-proposal(c(®));

ENDIF;
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Algorithmus(2)

Erzeuge up gemaB U(0,1) Verteilung;
IF up < min{1, BF(c’,c(®)}=min{1 p(DIc’) }

* p(D]c®)
C(t+1) =
ELSE
c(t+1) = (1),
ENDIF;
t = t+1;

Nehme jeden m-ten Wert von () nach burn-in;
END REAPEAT;
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Birth-Proposal(c(t))
o Erzeuge z gemaB U{7\c} Verteilung

e Setze ¢’ = (c(t) 2)

Death-Proposal(c(?)

o Erzeuge z gemaB U{1,... k} Verteilung
@ Setze ¢’ = (c&?)

Notation: x_; = (X1, -vey Xz—1y Xz15 -, Xk )

N

Move-Proposal(c(t))

o c¢* = Death-Proposal(c(t))
e ¢** = Birth-Proposal(c*)

@ Setze ¢’ = c**
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Der Bayes-Faktor

p(DIc')
p(D]c®)

— wahle Startwert c(©) so, dass p(D|c(®)) >0
= p(D|c(?) > 0Vt >0, da p(D|c’) = 0 zur Ablehnung fiihrt.

nur definiert, wenn p(D|c(!)) > 0
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Der Bayes-Faktor: Berechnung

Fiir den Bayes-Faktor BF gilt:

1 (t)y — p(DIc") _
BF(c/, c'Y) P(D|C2

_ (2b)r (a*) (2(b’ *)—2 \(Zb)ar a*) (2(b(t))
7r,,/gr(a) H 1(” +1)1/2 7rn/2r(a) Hk (n(t +1)1/2

(b))~ (P +1)v2
[T (r1)/2 - (b)) =" —
_ (0 I 0
= (bl)* Hf(:l (nl{+1)1/2

Anmerkung: Parameter a,b und a* = a + n/2 hingen nicht von
der Wahl der Zentren c ab!!!
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Wahl der Parameter:
@ by =dy=mg=0
@ bp=1
0 dy = mkg = %
° bk:dk:mk:%fUrallek#O,K
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o Equivalent Kernel
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Definition Equivalent Kernel

Fiir ein x und eine Folge von Zentren c@, .. cM) ist der equivalent
Kernel gegeben durch:

J 0 _0)
N1 1(r/=rs’) p
K(x,x )_7 Z Area (D)’ x" €x
=1 x
wobei:
° r>((1): Index der Region in welcher x bei Tesselation j liegt,

)

analog fiir r;;

o Areal)(i): Flicheninhalt des i-ten Gebietes bei der j-ten
Tesselation

— Equivalent Kernel KenngréBe fiir die Korrelation der beiden
Punkte x und x’
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Datensatz

o Lage und Haohe der jahrlichen Sturmschiden in Osterreich
@ betrachtete Jahre: 1996 - 2006
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Aufgabenstellung

@ Modellierung der Schadenshohe

@ Untersuchung von Abhangigkeiten zwischen den
Schadensfallen

@ Verwenden Reversible-Jump-Sampler zur Simulation der a
posteriori Verteilung p(c|D)

@ Berechnen z(x) als Schétzer fiir die Schadenshéhe am Punkt x

@ Wihle x als Rechteck, welches Osterreich einschlieBt




Markov-Ketten
Reversible-Jump-Sampler
Equivalent Kernel
Literatur Beispiel
Anhang

Beispiel: eine vom Reversible-Jump-Sampler erzeugte
Tesselation

Abbildung: logarithmische Durchschnitts-Schaden in den einzelnen
Gebieten einer Tesselation im Jahr 1999



Motivation

Das kollektive Modell Markov-Ketten
Partition Modelling Reversible-Jump-Sampler
Simulationsalgorithmus Equivalent Kernel
Literatur Beispiel
Anhang

Beispiel: eine weitere vom Reversible-Jump-Sampler
erzeugte Tesselation

A

Abbildung: logarithmische Durchschnitts-Schaden in den einzelnen
Gebieten einer Tesselation im Jahr 2002
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Bestimmung der Abhangigkeiten

e Equivalent Kernel K(x,x") KenngroBe fiir die Abhangigkeit der
Punkte x und x’

@ Um die Abhingigkeit eines Punktes x von der Umbebung
darzustellen legt man iiber x ein Gitter von Punkten

@ Berechnen K(x,x') fiir alle x" aus dem Gitter

@ Der Flacheninhalt einer Region wird mit der Summe der
Gitterpunkte in dieser Region approximiert

@ Interpretation von K(x,x') als Pixelwert — farbliche
Darstellung der Abhangigkeit

@ Im Folgenden steht ein Pixel fiir ein Fliche von 500 * 500
Metern
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Simulationsalgorithmus

Kernel 1 bei im Jahr 1996

blau: hohe Abhangigkeit bis rot: niedrige Abhangigkeit
weiB: keine Abhangigkeit J

uuim
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Zum Vergleich: Kernel 1 bei im Jahr 1999

blau: hohe Abhangigkeit bis rot: niedrige Abhangigkeit
weiB: keine Abhangigkeit J
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Simulationsalgorithmus Kernel
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Kernel 1 bei im Jahr 2002 - Achtung: Weniger lterationen

blau: hohe Abhangigkeit bis rot: niedrige Abhangigkeit
weiB: keine Abhangigkeit J
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Simulationsalgorithmus

Beispiel

Kernel 2 im Jahr 1996

blau: hohe Abhangigkeit bis rot: niedrige Abhangigkeit
weiB: keine Abhangigkeit J




Markov-Ketten
Reversible-Jump-Sampler

Simulationsalgorithmus Equivalent Kernel
Beispiel

Zum Vergleich: Kernel 2 im Jahr 1999

blau: hohe Abhangigkeit bis rot: niedrige Abhangigkeit
weiB: keine Abhangigkeit
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ible-Jump-Sampler
Simulationsalgorithmus Equivalent Kernel
Beispiel

Kernel 2 im Jahr 2002 - Achtung weniger lterationen

blau: hohe Abhangigkeit bis rot: niedrige Abhangigkeit
weiB: keine Abhangigkeit J
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Anhang

Die Dichte der multivariaten p-dimensionalen Student Verteilung
mit Parametern X, u, n:

I,

F(2)nsr8|E|2(1 4+ L(x — ) TE Y (x — )"
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