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Punktprozess {Xn}
Folge {Zn} von Zufallsvariablen mit Zn : Ω→ M, die ihre
Werte in einem messbaren Raum (M,M) annehmen.

{Zn} heiÿt Marke

M heiÿt Markenraum

Die Folge {(Xn,Zn)} heiÿt (zufälliger) markierter Punktprozess
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Bsp: Zn ist Kugel um den Nullpunkt

Die Vereinigung aller Paare
U =

⋃
n∈I

(Xn + Zn) bezeichnet man als Keim-Korn-Modell
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Man kann Keim-Korn-Modelle als Clusterprozesse beschreiben mit

Xn : Eltern / Clustermittelpunkte

Xn + Zn : Nachkommen von Xn / Cluster um Xn

U =
⋃

n∈I (Xn + Zn): Clusterprozess

In der Praxis: Betrachtung von Durchschnitt y = U ∩ A von U mit
einer kompakten Menge A ⊆ Rd (A ist i.A. festgelegt und bekannt)
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Nomenklatur für Clusterprozesse

Elternprozess Nachkommen Bezeichnung

beliebig beliebig Cluster-Prozess
Poisson beliebig Poisson Cluster Prozess
beliebig Poisson Cox Cluster Prozess

Poisson Poisson Neyman-Scott Prozess
Poisson Poisson Matérn Cluster Prozess

(homogen)

homogen Poisson Poisson (Gauÿ) modi�zierter Thomas Prozess
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Cox-Clusterprozess

Modellierung der Daten als Cox-Clusterprozess

Elternprozess {Xn}n∈I ∈ Rd

Korn Zn: Nachkommen eines Punktes xn bezogen auf den
Ursprung

Zn: Realisierung eines inhomogenen Poisson-Punkt-Prozesses
mit Intensitätsfunktion h(·+ xn|xn) : χ→ [0,∞) mit χ ⊆ Rd

Modellierung von Ausreiÿern durch Poisson-Punkt-Prozess:
�dummy Elternteil� x0 mit Intensität: h(· |x0) = ε ; ε > 0

Nachkommen formen gemeinsam Poisson-Punkt-Prozess mit
Intensitätsfunktion λ(· |x) = ε+

∑n
i=1

h(· |xi ) .
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Räumliche Geburts- und Todesprozesse

Allgemein:

Markovketten-Monte-Carlo-Technik

Betrachtung einer Punktmenge

Mit einer gewissen Wkt. wird eine Geburt (Hinzunahme eines
Punktes) oder ein Tod (Löschen eines Punktes)
�vorgeschlagen�

Diese treten mit gewissen Wkten ein (Geburts- / Todesrate)
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Räumliche Geburts- und Todesprozesse

Ziel in unserem Fall: Stichprobenerhebung aus der Verteilung
von W bei gegebenen Daten y

Übergänge des Prozesses:

Geburt: ein (Eltern-)Punkt kommt hinzu

Geburtsrate: b(x , ξ) = λX (ξ; x)
[
1 +

∑m

j=1

h(yj |ξ)
ε

]
,

mit λX (ξ; x) = pX (x∪{ξ})
pX (x)

Tod: ein (Eltern-)Punkt wird gelöscht

Todesrate: d(x ∪ {ξ} , ξ) =
exp[

∫
A

(h(a|ξ))da]∏m
j=1

[
1+

h(yi |ξ)

λ(yi |ξ)

] [1 +
∑m

j=1

h(yi |ξ)
ε

]
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Räumliche Geburts- und Todesprozesse

Gesamt-Geburtsrate B(x)=
∫
χ b(x , ξ)dξ

Gesamt-Todesrate D(x) =
∑

n∈I d(x , xn)

Mit Wkt D(x)
B(x)+D(x) wird der Tod (Löschen) eines Punktes

vorgeschlagen

Mit Wkt B(x)
B(x)+D(x) wird die Geburt (Hinzufügen) eines

Punktes vorgeschlagen
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Räumliche Geburts- und Todesprozesse

Bemerkung

Geburts- und Todesprozess konvergiert von jeder Startmenge
aus

Nachteil: nur asymptotisch

Im Folgenden betrachten wir einen Algorithmus, der uns eine
Stichprobe der exakten Verteilung erzeugt.
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Adaptive Coupling from the Past

Adaptive Coupling from the Past-Algorithmus: Ermittlung einer
Stichprobe aus der exakten Dichte der Clustermittelpunkte
pX |Y (.|y)

Annahmen:

1 ∃ Schranken b(., .) und d(., .) eines räumlichen Geburts- und
Todesprozesses mit Übergangsraten b(., .) und d(., .)

b(x, ξ) ≤ b(ξ)

d(x ∪ {ξ} , ξ) ≥ d(x ∪ {ξ} , ξ) ∀x, ξ ∈ χ
2 ∃ eindeutige Wahrscheinlichkeitsdichte π(.) für die gilt:

π(x)b(ξ) = π(x ∪ ξ)d(x ∪ {ξ} , ξ)

Daniela Giesinger, Istvan Nagy Extrapolation und Interpolation von räumlichen Mustern



Einleitung
Modell

Bayes'sche Clusteranalyse
Literaturverzeichnis

Räumliche Geburts- und Todesprozesse
Adaptive Coupling from the Past - Algorithmus

Adaptive Coupling from the Past

Adaptive Coupling from the Past-Algorithmus: Ermittlung einer
Stichprobe aus der exakten Dichte der Clustermittelpunkte
pX |Y (.|y)

Annahmen:

1 ∃ Schranken b(., .) und d(., .) eines räumlichen Geburts- und
Todesprozesses mit Übergangsraten b(., .) und d(., .)

b(x, ξ) ≤ b(ξ)

d(x ∪ {ξ} , ξ) ≥ d(x ∪ {ξ} , ξ) ∀x, ξ ∈ χ

2 ∃ eindeutige Wahrscheinlichkeitsdichte π(.) für die gilt:

π(x)b(ξ) = π(x ∪ ξ)d(x ∪ {ξ} , ξ)

Daniela Giesinger, Istvan Nagy Extrapolation und Interpolation von räumlichen Mustern



Einleitung
Modell

Bayes'sche Clusteranalyse
Literaturverzeichnis

Räumliche Geburts- und Todesprozesse
Adaptive Coupling from the Past - Algorithmus

Adaptive Coupling from the Past

Adaptive Coupling from the Past-Algorithmus: Ermittlung einer
Stichprobe aus der exakten Dichte der Clustermittelpunkte
pX |Y (.|y)

Annahmen:

1 ∃ Schranken b(., .) und d(., .) eines räumlichen Geburts- und
Todesprozesses mit Übergangsraten b(., .) und d(., .)

b(x, ξ) ≤ b(ξ)

d(x ∪ {ξ} , ξ) ≥ d(x ∪ {ξ} , ξ) ∀x, ξ ∈ χ
2 ∃ eindeutige Wahrscheinlichkeitsdichte π(.) für die gilt:

π(x)b(ξ) = π(x ∪ ξ)d(x ∪ {ξ} , ξ)

Daniela Giesinger, Istvan Nagy Extrapolation und Interpolation von räumlichen Mustern



Einleitung
Modell

Bayes'sche Clusteranalyse
Literaturverzeichnis

Räumliche Geburts- und Todesprozesse
Adaptive Coupling from the Past - Algorithmus

Algorithmus

Sei Vt,ξ, t ≤ 0, ξ ∈ χ Familie von iid Zufallsvariablen mit U(0,1)
Initialisiere T mit T=1
Sei D(0) eine Stichprobe von π(.)

Wiederhole:

1 erweitere D(.) rückwärts bis -T mit räumlichem Geburts- und
Todesprozess mit b(.) und d(.|.)

2 erzeuge Unterprozess L−T (.) und Oberprozess U−T (.) auf
[-T,0] wie folgt:
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Algorithmus

Startwerte:
L−T (−T ) = ∅
U−T (−T ) = D(−T )

an jedem Übergangszeitpunkt t ∈ (−T , 0] von D(.):
Update des Unter- sowie Oberprozesses

bei Tod (�Rückwärts-Geburt�): D(t) = D(t−)\ {d} wird
Punkt d aus L−T (t) und U−T (t) gelöscht
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Algorithmus

bei Geburt (�Rückwärts-Tod�): D(t) = D(t−) ∪ ξ wird ξ nur
zu U−T (t−) hinzugefügt, falls

Vt,ξ ≤ max

{
b(x , ξ)d(x ∪ ξ, ξ)

b(ξ)d(x ∪ ξ, ξ)
: L−T (t−) ⊆ x ⊆ U−T (t−)

}

analog: ξ wird zu L−T (t−) und U−T (t−) hinzugefügt, wenn

Vt,ξ ≤ min

{
b(x , ξ)d(x ∪ ξ, ξ)

b(ξ)d(x ∪ ξ, ξ)
: L−T (t−) ⊆ x ⊆ U−T (t−)

}
3 wenn U−T (0) = L−T (0) dann gebe den gemeinsamen Wert

U−T (0) zurück,
andernfalls setze T:= 2T und wiederhole
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Beispiel: Mammutbaumsetzlinge

Quadrat 23x23 Meter
62 Mammutbaumsetzlinge
Gesucht: Anzahl, Lage der Elternbäume
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Ergebnis des Algorithmus

Anwendung des Adaptive Coupling from the Past-Algorithmus auf
die Mammutbaumdaten
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Theorem

Theorem

Sei pX (.) die Dichte eines nichtmonotonen, stückweise stetigen
Markov-Punkt-Prozesses auf einer kompakten Menge χ ⊆ Rd und
h(.|.) eine glm. beschränkte Abweichungsfunktion eines
Cox-Cluster-Prozesses U beobachtet in einem beschränkten Fenster
A. Angenommen die Geburtsraten b(.,.) und die Todesraten d(.,.)
beschreiben einen eindeutig gegebenen räumlichen Geburts-und
Todesprozess der in Verteilung gegen die a-posteriori-Dichte der
Clustermittelpunkte pX |Y (.|y) konvergiert und es existieren obere
und untere Schranken die ebenfalls einen eindeutig bestimmten
räumlichen Geburts-und Todesprozess beschreiben der in Verteilung
gegen eine Wahrscheinlichkeitsdichte π(.) konvergiert, für die gilt
π(∅) > 0. Dann bricht der obige Coupling-From-The-Past
Algorithmus fast sicher ab und man erhält eine Stichprobe aus der
exakten Dichte pX |Y (.|y)
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