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Zufalliges Zahlmafl3

» N : Familie aller lokal endlichen ZahimafB3e
0 B(Rd) —{0,1,... } U{oo}.

» N : kleinste o-Algebra von Teilmengen von N , so daf3
@ — @(B) fir jedes beschrankte B € B(RY) eine
(N, B(R))-messbare Abbildung ist.

Ein zufélliges ZéhimaBB3 N : Q — N ist eine Zufallsvariable Uber
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit Werten in dem
messbaren Raum (N, \),

d.h. N ist ein (mengen-indizierter) stochastischer Prozess
{Ng : B € B(RY)} liber (, A, P), so dass {Np(w), B € B(RY)}
fir jedes w € Q ein lokal endliches Zahimaf aus N ist.
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Poisson-Prozesse

» By(RY) : Familie aller beschrénkten Borel-Mengen in RY.
» u: B(RY) — [0, ] ein beliebiges lokal-endliches MaB,
d.h., u(B) < co,VB € By(RY).
Man sagt, dass {Ng : B € By(R9)} ein Poisson-Prozess mit
dem Intensitatsmaf p ist, wenn

» Npg,, Npg,, ...unabhangige Zufallsvariablen sind fir
paarweise disjunkte By, Bo, ... € By(RY).

> Ng ~ Poi(1u(B)),¥B € By(R) .
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Intensitatsmalf3 1 (fest)

» wenn pu proportional zum d-dimensionalen Lebesgue-Maf3

vq ist, d.h. fir eine Konstante « € (0, o) gilt

#(B) = rkwy(B), VB € By(RY)
dann ist {Ng : B € By(R?)} ein homogener
Poisson-Prozess.

» wenn p absolutstetig bzgl. des d-dimensionalen
Lebesgue-Males ist, d.h. wenn es eine Borel-messbare
Funktion p : (R9) — [0, c0) gibt, so dass

1(B) = [5p(x)dx, VB € By(RY)
dann wird p die Intensitatsfunktion des Poisson-Prozesses
{Ng} genannt.
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Simulation Poisson-Prozess auf Fenster W

Sei W ein vorgegebenes Rechteck

» Generiere eine Realisierung von Ny ~ Poi(u(W)).
» Falls Ny = k, dann generiere k unabhangige
Zufallsvektoren

Sty Sk~ p(- W)/ i(W).
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Cox-Prozesse

» {Mg : B € B(RY)} ein beliebiges zufalliges MaB, das mit
Wahrscheinlichkeit 1 lokal-endlich ist.

» Das zuféllige Z&himaB {Np : B € B(RY)} wird Cox-Prozess

mit zufalligem IntensitatsmaB M genannt, wenn
k

n n MBI..
P(Ni=1{Ns, = ki}) = E(I]i=1 %1 exp(—Mz,))
fur beliebige n > 1, ky, ko, - - - > 0 und paarweise disjunkte
By, Bs, - € By(RY).
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Cox-Prozesse

» Ein zufalliges Feld ist eine Familie von Zufallsvariablen
{Z(x),x € R} liber einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit Werten in R.

» Ein zufalliges Feld ist also eine messbare Abbildung Z von
(Q, A) in den messbaren Raum (G9, G%) mit:
GY={g|g:R?~ R}

G9=0o({ge G| g(t) € Bj,j=1,...,m}) fur beliebiges
m € N und halboffene Intervalle B; in R.

» Z(x) ist der Wert der w zugeordneten Funktion g € G an

der Stelle x.
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Cox-Prozesse

» In unserem Vortrag nehmen wir an: Z(x) ist integrierbar,
d.h. Vw € Q, B € By(RY) : [ Z(x)dx existiert.
» Beachte:
MB = fB dX
wobei Z(x) : Q — [0, co0) ein beliebiges nicht negatives
messbares Zufallsfeld mit E(Z(x)) < oo, Vx € RY ist.
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Eigenschaften

VB1 , Bg, B e Bo(Rd) gllt
» E(Ng) = E(Mg)
> COV(NB1 ) NBQ) = COV(MB1 ) MBQ) + E(MB1ﬂBg)
» Var(Ng) = Var(Mg) + E(Mg)
> Var(NB) > E(MB) = E(NB)
Var(Ng) = E(Ng), wenn Var(Mg) =0
d.h. Mg ist fest, Ng ist Poisson-Prozess.
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Nichtparametrische Schatzer

» Intensitatsfunktion bei Cox-Prozessen:

p(x) = E(Z(x))
» Paar-Korrelations-Funktion bei Cox-Prozessen:

E(Z Z
g(x, xp) = EGLaIZLe))

bei Poisson-Prozessen : g = 1
bei stationaren Cox-Prozessen: g(x1, X2) = go(X1 — X2)



Seite 12 Statistical Inference for Cox Processes | Michael Weyhmiller, Jian Zhang 15. Juli 2008

Exkurs: stationarer Punktprozess

Fur beliebige B € B(RY) und x € RY bezeichne

B+ x = {y + x : y € B} die Verschiebung der Borel-Menge B
um den Vektor x. Ein Punktprozess {S,} in RY bzw. das
zugehdrige Zahlmass {Ng} heif3t stationér, wenn

D
(Na, - Ng,) = (NB,4x;- - Np,1x)
fir beliebige n > 1, By, ..., B, € B(RY) und x € RY.
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Nichtparametrische Schatzer

» K-Funktion bei stationaren Cox-Prozessen:
K(r) = fHXHng(X)dX ,r>0

» kK(r): die erwartete Punktanzahl innerhalb einer Kugel mit
Radius r um einen typischen Punkt (ohne den typischen
Punkt mitzuzahlen).
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Simulation Cox-Prozess auf Fenster W

» Generiere eine Realisierung n(- () W) des zufélligen
MaBes M in W.

» Generiere eine Realisierung eines Poisson-Prozesses mit
dem IntensitatsmaB n(- (" W).
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Neyman-Scott-Prozess (Definition)

v

C :={cy,Cp, ...} Cluster-Zentren,

homogener Poisson Prozess,

Intensitatsmafi u(B) = k- vg(B), kK > 0

also Ng(B) ~ Poi(k - v4(B))

zu jedem Zentrum ¢; Poisson Prozess X;,

IntensitatsmaB p;(B) = [ af(x — ¢;)dx, a > 0,
B

v

v

f Dichte einer abs. stetigen Zufallsvariablen in RY

X := |J X ist ein Neyman-Scott-Prozess
ieN

v
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Neyman-Scott-Prozess als Cox-Prozess

Aus dem Kolmorogrowschen Eindeutigkeitssatz folgt dass fur
den eben definierten Neyman-Scott-Prozess gilt:

» Es handelt sich um einen Cox-Prozess mit Intensitatsfeld

{Z2(X)}xerd
» Z(x)= > af(x—rc)
ceC

» Z(x) stationar da C stationar,
isotrop falls f(x) nur von || x|| abhangt
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Intensitats- und Paar-Korrelations-Funktion

> p(x) = E(Z(x)) = ar

> g0, xp) = SRR = go(x1 — )

g translationsinvariant da Z(x) stationar
> go(x) =1+ Lh(x)
wobei h(x) := [ f(y)f(x + y)dy
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Beispiel: Thomas-Prozess

» f Dichte der d-dim. Normalverteilung N(0, 02 l4),

also f(x) = M,exp(—”;gf)

» = Prozess isotrop

> h(x) = fx_y(x) wobei X, Y ~ N(0, 52ly),
also X — Y ~ N(0,2021)
= h(x) = g exp(- )

d 2
(4mo2)2 4o

» K(r)=nr?+ (1 — exp(—%)) 1
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Beispiel: Thomas-Prozess

Abbildung: Realisierung mit x = 10, « = 10, 02 = 0, 1

Quelle: [MW02] S.38
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Beispiel: Matérn-Cluster-Prozess

» f Dichte der Gleichverteilung auf B(0,r), r >0

1
> also f(x) = {Sd(s(o,r)) falls x € B(0, r),
sonst.
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Beispiel: Matérn-Cluster-Prozess

Abbildung: Realisierung eines Matérn-Cluster-Prozesses

Quelle: [Sch08] S.43
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Simulation auf Fenster W

» Problem: Randeffekte

» Ldsung: Betrachte Beyxy D W
Wobei Bgyt := W & B(0,r), r >0
» Vorgehen:
» Simuliere C auf Bgy Ergebnis: {c1,...,cn}
» entweder: Z(x) auf Bex berechnen,

X als Poisson-Prozess simulieren
» oder: Vi € {1,...,n} Poisson-Prozess X; zu ¢; simulieren
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Log-GauB-Cox-Prozess

» Sei Y(x) ein GauB3-Zufallsfeld
» Intensitatsfeld Z(x) := exp(Y(x))
bzw. log(Z(x)) = Y(x)
» also Mg = [ e¥™adx
B
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Exkurs: Gauf3-Zufallsfeld

» X ~ N(u, C) wobei € RY, C € RI*9
= Verteilung von X eindeutig festgelegt durch . und C

» X ~ N(u, C) & Va € RY gilt a’ X ist normalverteilt

Definition (GauB3-Zufallsfeld)

Ein Zufallsfeld Y(x) auf der Parametermenge R heift
GauB-Zufallsfeld, falls Vn € N, x1, ..., X, € R? gilt
(Y(x1),..., Y(xn))T ist normalverteilt.
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Exkurs: Gauf3-Prozess

» Verteilung eindeutig festgelegt durch m(x) := E(Y(x)) und
c(x1,x2) :=cov(Y(x1), Y(x2))

» m heiBt Erwartungswertfunktion, ¢ heif3t Kovarianzfunktion

» umgekehrt gilt: Yvm: RY — Rund Ve : RY x RY — R
nichtnegativ definit existiert ein Gau3-Zufallsfeld Y(x) auf
RY mit Erwartungswertfunktion m und Kovarianzfunktion ¢
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Intensitatsfunktion eines LGCP

> p(x) = E(Z(x)) = E(e¥™)) = my((1)
= exp [E(Y(x)) + 3 Var(Y(x))]
> Wobei my(x(t) = E(e¥™))

= exp [E(Y(x))t + % Var(Y(x))t?] die momenterzeugende
Funktion der Normalverteilung ist.

» Also gilt:

Intensitatsfunktion

plx) = oxp | m(x) + 5o(x. )|
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Paar-Korrelations-Funktion eines LGCP

> E(Z(x1)Z(x2)) = E(eYC)+HY(R)) = my )y (1)
» mit Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + 2cov(X, Y) folgt:

Paar-Korrelations-Funktion

_ E(Z(x1)Z(x2))

g0a-2) = = o) P et )]

» Also Verteilung eines LGCP durch (p, g) festgelegt
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Simulation eines LGCP auf W

» keine Probleme mit Randeffekten (Verteilung von LGCP
hangt nur von Verteilung von Y|y := {Y(X)}xew ab.)

» Problem: Y|y i.A. nicht diskret (keine endliche Darstellung
im Rechner)

» Losung: Naherung an Y| durch Treppenfunktion
» W= Lnj C; disjunkte endliche Zerlegung
> Lege’c?e C; als Zentrum fest
- Y00 =2 16 (0Y(@)
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LGCP

Fir folgende Simulation gilt:
» m(x) =0
» c(xq, X2) gehoért zur Exponentialfamilie,
d.h. ¢(x1, x2) = oZexp(— || 1 (x1 — x2)||°)
wobei 0 < 6§ < 2, a > 0 und o2 Varianz von Y(x)
» hier:6 =1, a=0,14und o =1
» Plotvon Z(x) = exp(\N/(x)) in Graustufen
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LGCP

Abbildung: Realisierung eines Log-GauB-Cox-Prozesses

Quelle: [MW02] S.38
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Schatzer fir Thomas Prozess X

v

Erinnerung: Z(x) = > af(x — ¢), E(Z(x)) = ax, f Dichte
ceC

von N(0, o21y)
k> 0, a > 0, 0 > 0 unbekannt
W ist ein beschranktes Beobachtungsfenster

i.A.nur XN W = {xy,...,xn} beobachtbar,
Cluster-Zentren c¢; unbekannt ("missing data”)

Betrachte Begyy D W

v

v

v

v
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Likelihood-Funktion fur 6 = (k, «, 0)

> mit Z(x,CN Bext,c,0) =% Y p(*5%), wobei o(x)
c€CNBegyxt

Dichte von N(0, Iy), gilt:
Likelihood-Funktion

L(0) =

n
E. [exp (— | Z(x,C N Bext, v, a)dX) [T Z(xj, C N Bext, v, 0)
w j=1

(Erwartungswert bezlglich Poisson-Prozess C N Bext)
» MC-Approximation von L(6) sehr aufwandig
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Minimum-Kontrast-Schéatzer fiir Thomas-Prozess

ldee:
» Kennen geschlossene Form von go(x) und K(r) (d =2)

> go(x) =1 + z)g exp(— J—'—)1
- K(r) = nr? + ( —exp(— )
» Vergleichen diese mit nichtparametrischem Schatzer K(r)
bzw. 9(r) also z.B.

Minimum-Kontrast-Schatzer

(%,6) := argmin }2 [k(r) —7r? — (1 - exp(—r—zz)) 1]2 dr

K
RyT 4

(0 < ay < a» muss noch gewahlt werden)
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Minimum-Kontrast-Schéatzer fiir Thomas-Prozess

» Wissen: p(x) = ax
» Schatzer fir p z.B. p := |_17V\ (wobei |W| = Flache von W)

A

> & := £ Schatzer fir a
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