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Wiederholung

Definition (Tessellation)

Eine Tessellation 7 im R? ist eine Folge von 2-dimensionalen
Polytopen P, € P = {P : P ist konvexes Polytop} mit

intPp N intPp, =0 Yn# m

U Pn=R?

neN

> 1(P,n C #0) < oo VC, C kompakte Menge

n=1

Die 2-dimensionalen Polytope P < 7 hei3en die Zellen von 7.
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Wiederholung

Definition (k-Facetten eines Polytops)
Wir definieren die Facetten eines Polytops P im R2:

Die 0-Facetten sind die Ecken,
die 1-Facetten sind die Kanten und
die 2-Facette ist die Flache des Polytops P.
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Wiederholung

Definition (zufallige Tessellation)

Sei 7 die Menge aller Tessellationen.

Eine zuféllige Tessellation {=p} -, ist eine Menge von
zufalligen Polytopen, die mit Wkt 1 in 7 liegt.
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Wiederholung

Definition (Facetten-Prozess)
Sei X zufallige Tessellation.

Dann ist X(*) der k-Facetten-Prozess von X.
D.h:
X©® = {en},s; enist Ecke einer Zelle von X
X = {Kn}ns1  knist Kante einer Zelle von X
X® = {Zp},5y ZnistZelle von X
= X
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Wiederholung

Definition (assoziierter Punkt)
Betrachte o : P — R? mit
@ a(P)eP
o alP+a)=a(P)+a VPcP,acR?

Sei {=,} eine zuféllige Tessellation.

Dann heiBt a(=,) der zu =, assoziierte Punk.
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Wiederholung

Lemma (Lemma 1.2)

Eine zuféllige Tessellation {=,}, kann durch einen markierten
Punktprozess X beschrieben werden:

X= {OZ(E,—;) , En’o}

Dabei:
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Wiederholung

Lemma (Lemma 1.3)

Jeder k-Facetten-Prozess einer Tessellation {=,},, kann durch
einen (markierten) Punktprozess X\¥) beschrieben werden

Beispiel

@ Der 0-Facetten-Prozess ist selbst ein Punktprozess

@ 1-Facetten-Prozess als Punktprozess der
Kantenmittelpunkte, markiert mit den Kanten.
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Wiederholung

@ )\ ist die Intensitat des Punkt-Prozesses der Ecken.

@ )\, ist die Intensitat des Punkt-Prozesses der
Kantenmittelpunkte.

@ )3 ist die Intensitat des Punkt-Prozesses der
Zellenschwerpunkte.

@ M4 = )\ L&nge der typischen Kante.




Seite 11 lterierte Tessellationen: Theorie und Andwendungen |  Oliver Eckert, Michael Hirsch | 3. Juni 2008

Wiederholung

Interpretation
Flr stationare Tessellationen kénnen wir den Vektor
A= (A, .. ,)\4)T wie folgt interpretieren:

A = erwartete Anzahl der Ecken

Ao = erwartete Anzahl der Kanten

A3 = erwartete Anzahl der Zellen

Ay = erwartete Gesamtkantenldnge

jeweils pro Einheitsflache.
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Wiederholung

Basis-Tessellationen

a) Poisson-Line-Tessellation
b) Poisson-Voronoi-Tessellation
c) Poisson-Delaunay-Tessellation

N

(a) PLT, vprr =0.1 (b) PVT, vpvr =0.005 (¢) PDT, vpor = 0.001
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Wiederholung

a) Poisson-Line-Tessellation

@ Poisson-Punkt-Prozess auf R x [0, 7)
o 1. Komponente: Abstand zum Ursprung
@ 2. Komponente: Schnittwinkel mit reeller Achse
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Wiederholung

b) Poisson-Voronoi-Tessellation

@ Poisson-Punkt-Prozess auf R?
0 =, ={Xx€R?: |x — x| < |x — Xpm| VM # n}
o x; Zellkerne
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Wiederholung

c) Poisson-Delaunay-Tessellation

@ Poisson-Punkt-Prozess auf R?
@ geht aus PVT hervor
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Wiederholung
c) Poisson-Delaunay-Tessellation
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Wiederholung
c) Poisson-Delaunay-Tessellation
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Wiederholung

c) Poisson-Delaunay-Tessellation
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Motivation

Problemstellung

@ Reale Probleme oft komplex
@ Basis-Tessellation reichen nicht fir Modellierung
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Modellbeschreibung

Definition (iterierte Tessellation)

Seien Xo = {=n},>1, Xn = {=nv},~4 2zuféllige Tessellationen.
Sei - B

X - {En N En’y . IntEn N intEnJ/ # @}(V21)

n>1

Dann heif3t X iterierte Tessellation mit Initial-Tessellation Xy
und Komponenten-Tessellationen X,.
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Beispiele und Eigenschaften

Definition (Nesting)

Seien Xy = {E,,},721 , Xn={=n,},~ zuféllige Tessellationen,
mit X, unabhangig und identisch verteilt ¥n und unabhangig
von Xp.

X = {En N En,y . /ntEn N intEn,y # @}(u21)

n>1

heif3t Xy/X1-Nesting
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Beispiele und Eigenschaften

Nesting anschaulich

@ Jede Zelle von Xy wird weiter unterteilt.

@ Unterteilung der Zellen mit Xj.

@ Komponenten-Tessellationen sind unabhangige, identisch
verteilte Kopien.

@ Diese sind unabhangig von Xj
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Beispiele und Eigenschaften

PLT/PVT - Nesting
(A ).
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Beispiele und Eigenschaften
Definition (Superposition)
Eine iterierte Tessellation X hei3t Xo/X;-Superposition, falls

Xo = {Znbp>q

%= =2

X = {EnﬂE;:intEnﬂintE;,;é(Z)}

)

Superposition anschaulich

@ Wir bilden die Initial-Tessellation Xy
@ Die Kanten von X; werden Uber die von X, gelegt
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Beispiele und Eigenschaften

PLT /PVT - Superposition
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Beispiele und Eigenschaften

Definition (exchangeable)

Die Tessellationen X, hei3en austauschbar (exchangeable),
falls die Folge{ Xy} invariant unter endlichen Vertauschungen
ist, d.h.

D
(X1, Xn) = (Xr(1), o Xa(m))

for alle Permutationen =
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Beispiele und Eigenschaften

Lemma (Lemma 2.1)

Sei X eine stationdre, isotrope, zuféllige iterierte Tessellation
mit initialisierender Tessellation Xy und
Komponenten-Tessellationen X, ,n > 1. Ferner sei { X}
austauschbar und unabhéngig von Xp.

@ X ist stationdr, falls Xo und X, stationdr sind.

@ X istisotrop, falls Xo und X, isotrop sind.




Seite 28 lterierte Tessellationen: Theorie und Andwendungen |  Oliver Eckert, Michael Hirsch | 3. Juni 2008

Intensitaten

Intensitaten von X

° )\( ) — = Intensitat des Punkt-Prozesses
der Ecken von Xj.

o )\(0) Intensitat des Punkt-Prozesses
der Kantenmittelpunkte von Xp.

° )\(0) Intensitat des Punkt-Prozesses
der Zellenschwerpunkte von Xj.

° )\20) = )\(20). Lénge der typischen Kante von Xj.

@ Analog )\21) R )\S) far Xy
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Intensitaten

Wir geben ein Ergebnis der Stereologie:

Lemma (Lemma 2.2)

Der Schnitt der Kantenmenge zweier stationdrer und isotroper
zufélligen Tessellationen Xy, X1 im R? ist ein stationdrer und
isotroper Punktprozess mit Intensitét

£ 0
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Intensitaten

Theorem (Theorem 2.2)
Sei X = Xo/X1-Superposition.

Dann gilt:
Moo= A am %Aff’),\g”
do = A4l %AS{’)A&”
ha = A4l %AS{’)A&”

A= AP0
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Intensitaten

anschaulich an Superposition

@ Anzahl der Schnitte von Kanten von X, und Xj: %A&O))\S)
@ Pro Schnitt entsteht eine zuséatzliche Ecke von X

@ Pro Schnitt werden aus den beiden Kanten vier

@ Pro Schnitt entsteht eine neue Zelle
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Intensitaten

Theorem (Theorem 2.3)
Sei X = Xo/X1-Nesting.

Dann gilt:
Moo= A am %Aff’),\g”
do = A4l SASP)AQ)
ha = A4l %AS{’)A&”

A= AP a0
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Bernoulli Thinning

Bernoulli-Thinning anschaulich

@ Nicht jede Zelle von X, wird weiter unterteilt
@ Nur mit Wahrscheinlichkeit p wird weiter iteriert
@ Anwendung: reale Daten oft nicht homogen




Seite 34 lterierte Tessellationen: Theorie und Andwendungen |  Oliver Eckert, Michael Hirsch | 3. Juni 2008

Bernoulli Thinning

Bernoulli Thinning Bsp
N

{a) PLT/PVT, (b) PVT/PLT,
yo = 0.02,~; = 0.0004, p=0.75  ~o = 0.0001, v, = 0.04, p = 0.75
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Bernoulli Thinning

Theorem (Theorem 2.4)

X = Xo/pXi-Nesting mit Bernoulli-Thinning.
Dann gilt:

4p
6
do = A§°)+p,\§)+—: Ag%gﬂ

2
N = Ag°)+pAg1)+£A£°)Ag‘)
Moo= A0 A




Seite 36 lterierte Tessellationen: Theorie und Andwendungen |  Oliver Eckert, Michael Hirsch | 3. Juni 2008

Anwendung am Beispiel einer Infrastruktur-Modellierung

Das StraBennetz von Paris

ST R AT £
= e S ot 1A
S oy .
o AR

e =)

: b !
s B o) %
= 4 e i
..- R P
-%?S.ﬁb‘: \’d‘(&'
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Modellierung

Ziel ist es, die StraBen von Paris mit Hilfe von iterierten
Tessellationen zu modellieren
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Modellierung
Wir beschranken uns auf die drei Basis-Tessellationen:
a) Poisson-Line-Tessellation
b) Poisson-Voronoi-Tessellation
c) Poisson-Delaunay-Tessellation

(a) PLT, vprr =0.1
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Modellierung

Handwerkszeug # 2

Zur Auswahl des besten Modells benétigen wir spater noch ein
Abstands-Ma, den relativen Euklidischen Abstand:

oh(x,y) = J 3 (%)2

i=1

Beachte: Dieses MaB ist nicht symmetrisch, d.h.

de(x, y) # de(y. x)
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Modellierung

Modellbeschreibung

@ Input: geeignetes Daten-Fenster
@ Haupt- und Nebenstraf3en unterscheidbar

@ betrachten nur Xp/X; - Nestings ausgehend von unseren 3
Basistypen
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Modellierung

— mogliche Tessellationen

aYS . ?
ESYY Y= -
i ) /A
- o — |
e \
(a) PLT/PLT, (b) PLT/PVT, (e) PLT/PDT,
0 = 002,31 = 0.04 o= 002,71 =0.0004 0 = 0.02,71 = 0.0001388

1

(d) PvT/PLT, (e) PVT/PVT, (f) PVT/PDT,

0 = 0.0001, 7, =0.04 0 = 0.0001, 7, = D.0004 50 = 0.0001, 3, = 0.0001388
; 7 T =
s Mk T B S =
B AL : 5 Sy SN
T i 3 ¢ ,.‘é’f\%‘lﬁﬁﬁﬂ
st lthuis
L (rAA }"‘ k> 2l

(g) PDT/PLT, (h) PDT/PVT, (i) PDT/PDT,
o = D.0000347, v, = 0.04 o = 0.0000347, 1 = 0.0004 “yo = 0.0000347, 1 = 0.0001388
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Modellierung

Modellbeschreibung

@ Input: geeignetes Daten-Fenster

@ Haupt- und Nebenstraf3en unterscheidbar

@ betrachten nur Xy/pX; - Nestings ausgehend von unseren
3 Basistypen

@ zusatzlich: Bernoulli-Thinning um grof3e leere Flachen
besser simulieren zu kénnen

'“vclqﬁkv 4 '5'

a) PLT/PVT, (b) PVT/PLT,
71 = 0.0004, p=0.75 40 =0.0001,v = 0.04, p = 0.75
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Auswahl der optimalen Tessellation 7*

Schritt 1: Vektor A geeignet schatzen
Zur Erinnerung:

Tessellationen kénnen durch den Vektor A = (Aq, ..., As)"
beschrieben werden, wobei

A — erwartete Anzahl der Ecken

Ao = erwartete Anzahl der Kanten

A3 = erwartete Anzahl der Zellen

Ay = erwartete Gesamtkantenldnge

jeweils pro Einheitsflache.
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Auswahl der optimalen Tessellation 7*

Schritt 1: Vektor A geeignet schatzen

@ Vektor A = (A1,...,As)” aus Daten schatzen
@ unverzerrter Schatzer

A= |1W|(n"’ Ne, N, /e)T
n, = Anzahl der Ecken (vertices) in W
ne = Anzahl der Kanten (edges) in W
n. = Anzahl der Zellen (cells) in W
le = Gesamtkantenlange
|W| = Flache von Bildausschnitt W
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Auswahl der optimalen Tessellation 7*

Schritt 2: minimiere X — d.(\, \)
nicht-iterierter Fall:

o PLT, PVT, PDT

@ Umrechnung von Intensitatsparamter ~ zu
A=A, )T

Table 1: Values of A1,..., A4 for a given tessellation with intensity +

Tessellation | Ay A Ag A4

1.2 2.2 1.2 .
PLT ! =7 ! i

PVT 2 | 3y | v | 27
PDT Tl 2y |2
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Auswahl der optimalen Tessellation 7*

Schritt 2: minimiere A — d4(}, \)
Modellauswahl-Algorithmus (nicht-iterierter Fall):

@ Gehe fir ~ schrittweise (Schrittweite z.B. 0.00001) durch
ein Intervall [a, b]

@ berechne V € [a, b] den zugeh. Vektor A = (A1, ..., )"
® bestimme Amip = arg min di(X, \)
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Auswahl der optimalen Tessellation 7*

Schritt 3: Bestimmung von 7*

@ Fuhre die 3 Punkte von Schritt 2 fir alle drei mdglichen
Tessellationen aus.

@ Bestimme

A" = argmin {d{e (f\, )\ﬁﬂ) oA (3\, /\,F,’,‘,g) , dg (/A\a AZ%T)}

= 7* ist dann die zu v* gehérige Tessellation,
wobei v* durch A\* gegeben ist.
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Auswahl der optimalen Tessellation 7*

Schritt 2: minimiere X — d(}, \)
Fall Xo/pX; - Nesting, p=1:

@ PLT/PLT, PLT/PVT, PLT/PDT, ..., PDT/PVT, PDT/PDT

@ Umrechnung von Intensitétspaar (o, 1) in Vektor
A=A, )T
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Auswahl der optimalen Tessellation 7*
Umrechnungstabelle v < X fir Xo/pX; - Tessellationen

Oliver Eckert, Michael Hirsch

PLT/PLT PLT/PVT PLT/PDT
M| R apEEreen | 2 2N+ EreVT | 208 Hen + R ey
M| E2d+Zpi4ioon | 2E 43+ Epovin | 2343+ Spev
Ja | Eg+ipi+ipen | i+ ipeym | 26+ 2+ ey
A % +pn o +2py /7T %0+ Sy

PVT/PLT PVT/PVT PVT/PDT
M|t 2ot Eeny@ | 200+ BpAom | 2ot e+ 3o ey
Ao | 2R 43+ 2enyT | 300+t EpAen | 300+ ) + E e
da | Ipdttetdnyi | n+rn+Spvon | v+ 2+ e
Aa P+ 2y 2(+/0 + VA1) 270+ £pv

PDT/PLT PDT/PVT PDT/PDT
M| Api BT | 2+ e | o+ A% e
Ao | EpR 43+ Sy | 3m ) + e | 3000+ 1) + 2 P TR
s | 24 2o+ ST | P+ 20+ ey | 200+ 1) + 2 e T
M mEE Ve T+ VT 5 (Yoo +pva)

3. Juni 2008
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Auswahl der optimalen Tessellation 7*

Schritt 2: minimiere A — d4(}, \)
Modellauswahl-Algorithmus (iterierter Fall):
@ Gehe fir jedes v = (70, 1) schrittweise durch ein Intervall
[a1, b1] x [az, b?]
o berechne fiir jedes  den zugeh. Vektor A = (Aq,..., As)
® bestimme Amip = arg min di(X, \)
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Auswahl der optimalen Tessellation 7*

Schritt 3: Bestimmung von 7*

@ Fihre die 3 Punkte von Schritt 2 fiir alle 9 mdglichen
Tessellationen aus.

@ Bestimme
A" = argmin {d’ <>\ Ain /PLT> g ()‘ A;%T/PDT»

= 7% ist dann die zu v* gehdrige Tessellation,
wobei v* = (7§,7;) durch A* gegeben ist.
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Auswahl der optimalen Tessellation 7*

Schritt 2 / 3 mit Bernoulli-Thinning

Fall Xo/pX; - Nesting, p < 1:
@ PLT/pPLT, PLT/pPVT, ..., PDT/pPVT, PDT/pPDT
@ kdnnen durch Tripel (yo,71, p) beschrieben werden
@ Umrechnung in Vektor \ siehe vorige Tabelle
@ Minimierung analog, nur 3-dim.
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Monte-Carlo Test zur Verifizierung / Validierung

2 Anwendungen

@ Verifizierung des Algorithmus
@ Validierung des optimalen Modells
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Monte-Carlo Test zur Verifizierung / Validierung

Test-Aufbau zur Verifizierung des Algorithmus

@ Hy: Daten kdnnen durch Tessellations-Modell 7(Hp)
beschrieben werden

@ 7(Hp) hat Intensitatsparameter (~o(Hop), v1(Hop))
@ Test zum Niveau o = 0.05 = n = 99 Simulationen
@ Test zum Niveau o = 0.01 = n = 999 Simulationen
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Monte-Carlo Test zur Verifizierung / Validierung

Test-Aufbau zur Validierung des optimalen Modells

@ wahle 7(Hy) = 7*
@ wahle yo(Hp) = 75
@ wahle Y1 (HQ) = "yT

@ H,: Daten kénnen durch die anderen betrachteten
Tessellations-Modelle beschrieben werden
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Monte-Carlo Test zur Verifizierung / Validierung

Test-Ablauf

@ berechne fiir jede Simulation d, (Aberechne,, Xsimu/,-e,t)
@ erhalten dy, ..., d;

® dpp1 =d"=d; <)\berechnet7 Xdaten)

@ dy,...,dn,d" ordnen = dy), d2), - -, An); A(ny1)

@ Ablehnungsbereiche: Ry o5 = [96, 100]
Ro.01 = [991,1000]

@ Hp wird verworfen, falls Index i* von d* in R, liegt
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Monte-Carlo Test zur Verifizierung / Validierung

Alternative Ablehnung der Nullhypothese

o pvalue :=1-"~
@ beachte: p-value € [,,1?,1]

@ Hj wird verworfen, falls p-value < «
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Monte-Carlo Test zur Verifizierung / Validierung

Beispiel-Test zur Verifizierung des Algorithmus
@ Daten stammen von einer PLT
@ 7(Hp) ist PLT mit Intensitat v = 0.10070
@ Ergebnis:

i* | p—value | reject

R, ‘ d* ‘ iy ‘d(nﬂ)

0.05 | 99 | [06,100] | 0.00223 | 0.00011 | 0.04312 | & 0.93 no

0.01 | 999 | [991.1000] | 0.00223 | 0.00015 | 0.07141 | 108 | 0.893 no
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Anwendung auf das StraBennetz von Paris

Extrahierte Infrastruktur-Karte von Paris

O L A g b il AVt
§ oty TEM L
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mg. R %;‘: :
ST X TR L
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‘4#;__,\
)
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b
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Anwendung auf das StraBennetz von Paris

Datenaufbereitung (Preprocessing)

Sackgassen und andere kleine Unstimmigkeiten werden noch
beseitigt

(a) Row data (b) Preprocessed data
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Anwendung auf das StraBennetz von Paris

Modellbeschreibung

Betrachten Xy/pX; - Nestings ohne Bernoulli-Thinning,
dh.p=1.

= Entscheidung von vorneherein leider nicht eindeutig!

p < 1 = Entscheidung eindeutig, aber deutlich héherer
Rechenaufwand!
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Anwendung auf das StraBennetz von Paris

Modellauswahl fir Hauptstra3en

Wegen der Unterscheidbarkeit modellieren wir im 1.Schritt nur
die HauptstrafBen.

Parametersettings:
@ Intervall flr ~q: [0,0.005]
@ Schrittweite: 0.000001
@ AbstandsmaB: dj
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Anwendung auf das StraBennetz von Paris

Modellauswahl fir HauptstraBen

= Ergebnis:

X dl *

e,min g

PLT | 0.21101 | 0.002384

PVT | 0.29749 | 0.000001

PDT | 0.73378 | 0.000001
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Anwendung auf das StraBennetz von Paris

Modellauswahl fir HauptstraBen

= Ergebnis:

X d/ *

e,min Y

PLT | 0.21101 | 0.002384 <—¢

PVT | 0.29749 | 0.000001

PDT | 0.73378 | 0.000001
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Anwendung auf das StraBennetz von Paris

Modellauswahl fir Haupt- und Nebenstraf3en

@ Fixieren Xj als PLT mit o = 0.002384
@ suchen nun optimales Xj/Xi-Nesting
@ in Frage kommen PLT/PLT, PLT/PVT, PLT/PDT

Parametersettings:
@ Intervall flr v4: [0,0.02]
@ Schrittweite: 0.000001
@ AbstandsmaB: d
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Anwendung auf das StraBennetz von Paris

Modellauswahl fiir Haupt- und Nebenstraf3en
= Ergebnis:

X dle’mz'n 70 .)/1

PLT/PLT | 0.15224 | 0.002384 | 0.013906
PLT/PVT | 0.20455 | 0.002384 | 0.000044

PLT/PDT | 0.36649 | 0.002384 | 0.000028
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Anwendung auf das StraBennetz von Paris

Modellauswahl fiir Haupt- und Nebenstraf3en

= Ergebnis:

X d/e,min Yo il

PLT/PLT | 0.15224 | 0.002384 | 0.013906 (— J

PLT/PVT | 0.20455 | 0.002384 | 0.000044

PLT/PDT | 0.36649 | 0.002384 | 0.000028
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Anwendung auf das StraBennetz von Paris

PLT/PLT - Realisierung mit o = 0.002384, vy = 0.013906:
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abschlieBBende Bemerkungen

Diskussion / Ausblick

@ Auswahl-Algorithmus nicht optimal, da sehr hoher
Rechenaufwand

@ im nicht-iterierten Fall gibt es analytische Lésung

@ im iterierten Fall waren numerische Verfahren wie z.B.
Nelder-Mead besser

@ Verfahren auch in anderen Bereichen einsetzbar
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Beispiel aus der Biologie

Keratin Filament Networks
X

(u) Grayscale sample image UJ) Corresponding graph structure

Figure 1: Image segmentation algorithm
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Beispiel aus der Biologie

Keratin Filament Networks
"4 # f<y E = )

a) Segmented graph structure and sample realization of optimal PVT/PLT model for the group of
untreated cells

b) Segmented graph structure and sample realization of optimal PDT/PLT model for the group of cells
stimulated with TCFa
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