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Aufgabe 1
N
Gegeben sei ein zusammengesetzter Poisson-Prozess Xy = ) Us.
i=1

Sei g, (s) = E(s™), s € (0,1), die erzeugende Funktion von Ny, I7(s) = E(e~*V)
die Laplace-Transformierte von U; Vi und [ x,(s) die Laplace-Transformierte von
X;. Zeige:

~

lAXt(S) = gNt(lU(s))as >0

Aufgabe 2

N
Gegeben sei ein zusammengesetzter Poisson-Prozess X; = ) U; mit

=1
Ui ~ Exzp(y) Vi, wobei die Intensitét von {N:} durch A gegeben sei. Zeige, dass
fiir die Laplace-Transformierte lx,(s) von X; gilt:

~ _ Ats
ix,(s) = 3%

Aufgabe 3

Seien {Nt(l)} und {Nt@)} unabhéngige Poisson-Prozesse mit den Intensititen
A1 bzw. A2. Die Unabhéngigkeit soll in diesem Fall bedeuten, dass die Folgen

Tl(l),TQ(U ... und T1(2),T2(2)... unabhéngig sind. Zeige, dass {N;} = {Nt(l) +
Nt(Q)} ein Poisson-Prozess mit Intensitat A\; + \s ist.

Aufgabe 4

Fiihre die ersten beiden Teile des Beweises von Theorem 2.9, d.h. zeige (a)=-(b)
und (b)=>(c), wobei die Aussagen (a), (b) und (c) fiir einen Z&hlprozess
{Ny, t > 0} wie folgt lauten:

(a) {N;} ist ein Poisson-Prozess mit Intensitét A.

(b) Fiir beliebige ¢ > 0 und n = 1,2,... gilt Ny ~ Poi(\) und
n!
fs1,5n (t1y ooy tn| Ny = n) = ﬁﬂ{ogtlg...gtngt}a
d.h. (S1,...,S,) hat unter der Bedingung N; = n die gleiche Verteilung

wie die Ordnungsstatistik von n unabhéngigen auf [0,¢] gleichverteilten
Zufallsvariablen.



(c) {N;} hat unabhéngige Zuwéchse mit IE Ny = X und fiir beliebige
t>0und n =1,2,... hat (S1,...,S,) unter der Bedingung Ny = n die
gleiche Verteilung wie die Ordnungsstatistik von n unabhéngigen auf [0, ¢]
gleichverteilten Zufallsvariablen. (4)

Aufgabe 5 (Wartezeitenparadoxon)

Fiir einen Erneuerungsprozess { N;} heifst
(i) T(t) = Sn,+1 — t die Exzesszeit,
(ii) C(t) =t — Sy, die aktuelle Lebenszeit und
(iii) D(t) =T(t) + C(t) = Tn,+1 die Lebensdauer zum Zeitpunkt ¢ > 0.
Sei nun {N;} ein Poisson-Prozess mit Intensitiat A.
(a) Berechne die Verteilung der Exzesszeit T'(t).

(b) Zeige, dass die Verteilung der aktuellen Lebenszeit durch P(C(t) = t) =
e~ und die Dichte fow(s) = e~ A I,<;) gegeben ist.

(c) Zeige, dass P(D(t) <xz)=(1—(1+ )\min{t,x})e*)‘m)]l{mzo}.

(d) Um ET(t) zu bestimmen, kénnte man wie folgt argumentieren: Im Mittel
liegt ¢ in der Mitte des umgebenden Zwischenankunftsintervalls (Sy,, Sn,+1)-
Das bedeutet ET'(t) = %]E(SNtH —Sn,) = %]ETNtH = % In Anbetracht
des Ergebnisses aus Teil (a) kann dieses Argument nicht stimmen. Wo
liegt der Fehler in der Argumentation? (7)



