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Aufgabe 1

Gegeben sei ein zusammengesetzter Poisson-Prozess Xt =
NtP

i=1
Ui.

Sei ĝNt(s) = E(sNt); s 2 (0; 1), die erzeugende Funktion vonNt, l̂U (s) = E(e�sU )
die Laplace-Transformierte von Ui 8i und l̂Xt(s) die Laplace-Transformierte von
Xt. Zeige:

l̂Xt(s) = ĝNt(l̂U (s)); s � 0

(4)
Aufgabe 2

Gegeben sei ein zusammengesetzter Poisson-Prozess Xt =
NtP

i=1
Ui mit

Ui � Exp() 8i, wobei die Intensität von fNtg durch � gegeben sei. Zeige, dass
für die Laplace-Transformierte l̂Xt(s) von Xt gilt:

l̂Xt(s) = e
� �ts

+s

(4)
Aufgabe 3

Seien fN
(1)
t g und fN

(2)
t g unabhängige Poisson-Prozesse mit den Intensitäten

�1 bzw. �2. Die Unabhängigkeit soll in diesem Fall bedeuten, dass die Folgen
T
(1)
1 ; T

(1)
2 : : : und T

(2)
1 ; T

(2)
2 : : : unabhängig sind. Zeige, dass fNtg = fN

(1)
t +

N
(2)
t g ein Poisson-Prozess mit Intensität �1 + �2 ist. (3)

Aufgabe 4

Führe die ersten beiden Teile des Beweises von Theorem 2.9, d.h. zeige (a))(b)
und (b))(c), wobei die Aussagen (a); (b) und (c) für einen Zählprozess
fNt; t > 0g wie folgt lauten:

(a) fNtg ist ein Poisson-Prozess mit Intensität �.

(b) Für beliebige t > 0 und n = 1; 2; : : : gilt Nt � Poi(�) und

fS1;:::;Sn(t1; : : : ; tnjNt = n) =
n!

tn
1If0�t1�:::�tn�tg;

d.h. (S1; : : : ; Sn) hat unter der Bedingung Nt = n die gleiche Verteilung
wie die Ordnungsstatistik von n unabhängigen auf [0; t] gleichverteilten
Zufallsvariablen.



(c) fNtg hat unabhängige Zuwächse mit EN1 = � und für beliebige
t > 0 und n = 1; 2; : : : hat (S1; : : : ; Sn) unter der Bedingung Nt = n die
gleiche Verteilung wie die Ordnungsstatistik von n unabhängigen auf [0; t]
gleichverteilten Zufallsvariablen. (4)

Aufgabe 5 (Wartezeitenparadoxon)

Für einen Erneuerungsprozess fNtg heiÿt

(i) T (t) = SNt+1 � t die Exzesszeit,

(ii) C(t) = t� SNt die aktuelle Lebenszeit und

(iii) D(t) = T (t) + C(t) = TNt+1 die Lebensdauer zum Zeitpunkt t > 0.

Sei nun fNtg ein Poisson-Prozess mit Intensität �.

(a) Berechne die Verteilung der Exzesszeit T (t).

(b) Zeige, dass die Verteilung der aktuellen Lebenszeit durch P (C(t) = t) =
e��t und die Dichte fC(t)(s) = �e��s1Ifs�tg gegeben ist.

(c) Zeige, dass P (D(t) � x) = (1� (1 + �minft; xg)e��x)1Ifx�0g.

(d) Um ET (t) zu bestimmen, könnte man wie folgt argumentieren: Im Mittel
liegt t in der Mitte des umgebenden Zwischenankunftsintervalls (SNt ; SNt+1).
Das bedeutet ET (t) = 1

2E(SNt+1�SNt) =
1
2ETNt+1 = 1

2� . In Anbetracht
des Ergebnisses aus Teil (a) kann dieses Argument nicht stimmen. Wo
liegt der Fehler in der Argumentation? (7)


