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Aufgabe 1

Sei fXn : n 2 N0g eine homogene Markov-Kette mit Zustandsraum E = f1; 2; 3g
und Übergangsmatrix P = (pij), wobei p12 = p23 = p31 = 1 gelte. Die Anfangs-
verteilung sei durch � = (1

3
; 1
3
; 1
3
) gegeben.

(a) Zeige, dass die Folge Yn = 1� 1I(Xn = 1) keine Markov-Kette beschreibt. (2)

(b) Sei Yn = X2n; n � 0. Zeige, dass die Folge fYng eine Markov-Kette ist und
bestimme die zugehörige Übergangsmatrix. (3)

Aufgabe 2

Zeige, dass ein stochastischer Prozess fXt : t � 0g mit Werten in einem
höchstens abzählbar unendlichen Zustandsraum E genau dann ein Markov-
Prozess ist, wenn es eine Übergangsfunktion fP (h)gh�0 gibt, so dass für alle
0 � t1 � : : : � tn und i0; i1; : : : ; in 2 E

P (Xtn = in j Xtn�1 = in�1; : : : ; Xt1 = i1; X0 = i0)

= pin�1in(tn � tn�1) = P (Xtn = in j Xtn�1 = in�1):

(3)

Aufgabe 3

Sei fXt : t � 0g ein stochastischer Prozess auf dem abzählbar unendlichen Zu-
standsraum E = Z mit stationären und unabhängigen Zuwächsen, die von X0

unabhängig sind. Es gelte ferner limh#0 P (Xh � X0 = k) = �0k. Zeige, dass
fXt : t � 0g ein Markov-Prozess ist.
Beachte: Die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen lauten in diesem Fall

pij(h1 + h2) =
P
1

k=�1 pik(h1)pkj(h2) 8i; j 2 Z; h1; h2 � 0. (4)

Aufgabe 4

Seien �; � > 0 und fXt : t � 0g ein Markov-Prozess auf dem Zustandsraum
E = f1; 2g mit Intensitätsmatrix

Q =

�
�� �

� ��

�
:

(a) Berechne pij(h) für i; j 2 f1; 2g als Lösungen der Kolmogorovschen Vor-
wärtsgleichungen. (3)

bitte wenden



(b) Berechne Qn für n 2 IN und mit diesem Ergebnis die Matrixexponential-
funktion

P1
n=0

tn

n!
Qn. (3)

Aufgabe 5

Es sei fXt : t � 0g ein Markov-Prozess mit endlichem Zustandsraum E. Sei
fNt : t � 0g ein von fXtg unabhängiger Poissonprozess mit Intensität �. Setze
Yn = XSn für jedes n 2 IN, d. h., Yn gibt den Zustand des Markov-Prozesses
fXtg zum n-ten Sprungzeitpunkt Sn des Poissonprozesses an. Zeige, dass
fYn : n 2 INg eine Markov-Kette ist und bestimme deren Übergangsmatrix P. (4)


