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Aufgabe 1

Sei { Xy, : n € Ny} eine homogene Markov-Kette mit Zustandsraum E = {1, 2, 3}

und Ubergangsmatrix P = (p;;), wobei p1a = pag = p31 = 1 gelte. Die Anfangs-

verteilung sei durch a = (%, %, %) gegeben.

(a) Zeige, dass die Folge Y;, = 1 — I(X,, = 1) keine Markov-Kette beschreibt.

(b) Sei Y, = Xopn,n > 0. Zeige, dass die Folge {Y;,} eine Markov-Kette ist und
bestimme die zugehorige Ubergangsmatrix.

Aufgabe 2

Zeige, dass ein stochastischer Prozess {X; : ¢ > 0} mit Werten in einem
hochstens abzdhlbar unendlichen Zustandsraum £ genau dann ein Markov-
Prozess ist, wenn es eine Ubergangsfunktion {P(h)},>o gibt, so dass fiir alle
0<t; <...<tpund ig,%1,...,0n € B

P(th = 'Ln | th71 = in_17 - 7Xt1 = 217X0 — ZO)
= pinflin (tn - tn—l) = P(th = Zn | th71 = 'Ln—l)

Aufgabe 3

Sei {X; : t > 0} ein stochastischer Prozess auf dem abzéhlbar unendlichen Zu-
standsraum F = Z mit stationdren und unabhéngigen Zuwéchsen, die von X
unabhéngig sind. Es gelte ferner limy o P(X), — Xo = k) = 0ok Zeige, dass
{X}: t >0} ein Markov-Prozess ist.

Beachte: Die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen lauten in diesem Fall
pij(h1 +ha) =322 pik(h1)prj(h2) Vi, j € Z, hi,h2 > 0.

Aufgabe 4

Seien A\, > 0 und {X; : t > 0} ein Markov-Prozess auf dem Zustandsraum
E = {1, 2} mit Intensitétsmatrix

=X 5)

(a) Berechne p;;(h) fiir ¢,7 € {1,2} als Losungen der Kolmogorovschen Vor-
wartsgleichungen.

(3)

bitte wenden



(b) Berechne Q™ fiir n € IN und mit diesem Ergebnis die Matrixexponential-
funktion >0° ) £Q™.
Aufgabe 5
Es sei {X; : t > 0} ein Markov-Prozess mit endlichem Zustandsraum FE. Sei
{N; :t >0} ein von {X;} unabhéngiger Poissonprozess mit Intensitét \. Setze
Y, = Xg, fiir jedes n € IN, d. h., Y, gibt den Zustand des Markov-Prozesses

{X¢} zum n-ten Sprungzeitpunkt S, des Poissonprozesses an. Zeige, dass
{Y,, : n € N} eine Markov-Kette ist und bestimme deren Ubergangsmatrix P.

(4)



