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Aufgabe 1

Sei T : RY — R? eine Borel-messbare Abbildung, so dass die Urbilder von
beschréankten Borelmengen beschréankt sind, d.h.,

T~Y(B) € By(RR?) fiir alle B € By(RY).

Sei {Np, B € B(R%)} ein zufilliges ZahlmagR.

(a) Zeige, dass {Np := Np-1py, B € B(R%)} ein zufilliges ZiahlmaR auf
B(R%) definiert. (2)
(b) Sei zusitzlich {Np, B € B(R%)} poissonsch mit IntensititsmaR p. Zei-

ge, dass dann auch {NB, B € B(R%)} poissonsch ist und bestimme das
Intensitéatsmal. (2)

(c) Sei {Ng, B € B(R%)} ein poissonsches Zahlmak. Ist dann fiir eine Ab-
bildung T : R? — R? auch durch {N} := Nrg), B € B(R%)} ein
poissonsches Zahlmaf definiert? Beweise die Aussage bzw. finde ein Ge-
genbeispiel. (2)

Aufgabe 2
Sei {Np, B € B(IR%)} ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitiit A € (0, 00).

(a) Sei {W,}nen eine Folge von Beobachtungsfenstern W, € Bg(RR%) mit
vg(Wp) — oo fiir n — oo. Zeige, dass der erwartungstreue Schitzer

Ny,
Vd(Wn)

Aw, =
fiir A schwach konsistent ist, d.h., fiir jedes ¢ > 0 gilt

lim P(|Aw, — A > ¢) = 0.

(2)

(b) Zeige, dass dariiber hinaus fiir jede solche Folge {W, },en die Zufallsva-
riable
Vd(Wn)
A

asymptotisch normalverteilt ist. (3)

(Aw, = A)

(c) Fiir jedes n > 1 seien die Mengen L,, U, C RY jeweils die Vereinigung
von endlich vielen d—dimensionalen Wiirfeln der Seitenldnge § > 0, die



sich nicht iiberlappen. Ferner erhalte man fiir n € IN die Mengen Ly
und Up41, indem zu L, bzw. U, endlich viele dieser Wiirfel hinzugefiigt
werden. Es sei nun {W), } ,en eine Folge von Beobachtungsfenstern, so dass
vg(Wy) — oo fiir n — oo und zusétzlich fiir jedes n € IN

Ln . n
L, C W, C U, sowie lim ValLn) _ - Va(Un)

= =1.
n—yoo Vd(Wn) n—yoco Vd(Wn)

Zeige, dass dann S\Wn stark konsistent ist, d.h., mit Wahrscheinlichkeit 1
gilt limy, o0 Awy, = A

Aufgabe 3
Sei B(x,r) = {y € R : |y—xz| < r} die d-dimensionale Kugel um den Punkt = €
R? mit Radius r > 0. AuRerdem sei {Ng, B € B(IR%)} ein homogener Poisson-
Prozess mit Intensitét A € (0, 00). Dann heifit die Funktion Hg : [0, 00) — [0, 1]
mit
Hg(r) = P(Np(or) > 0)

die sphérische Kontaktverteilungsfunktion, wihrend die Funktion D : [0, 00) —
[0, 1] mit

D(r) = lgiﬁ)lP(NB(o,r) > 1] Np(oe) > 0)
Niéchster-Nachbar-Abstands-Verteilungsfunktion genannt wird.
Zeige, dass fiir jedes r > 0

Hs(r) = D(r) = 1 — exp(—Argr?),
wobei kg das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel ist.

Aufgabe 4
Sei N ein zufilliges ZihlmaR im IR?. Der Operator

Ln(f) = Bexpl~ [ f(a)N(do)]

auf der Menge der Borel-messbaren Funktionen f : R? — IR, heisst das
Laplace-Funktional von N. Dabei benutzen wir die Schreibweise N (dz) = Ny,.
Man kann zeigen, dass zwei zufillige Zahlmafe N und N’ genau dann die gleiche
Verteilung haben, wenn Ly (f) = Ly (f) fiir alle stetigen Funktionen f : R —
R4 mit kompaktem Trager. Eine Funktion f hat einen kompakten Tréger, wenn
die Menge {z : f(z) > 0} in einem Kompaktum enthalten ist.

Zeige, dass ein Poisson-Prozess mit Intensitdtsmaf p das Laplace-Funktional

Ly(f) = expl— / (1 — eI @)u(de)]

Rd

hat.



