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Grundlegendes
Sei X ~ Poi()).

Eigenschaften

» PIX=nl=e 2  VYnelN
» E[X]= A
> VarX =\
> E[2X] =2, PIX =] 2= e T, O

n

— e—A(1—z)
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Grundlegendes
Sei X ~ Poi()).

Eigenschaften

» PIX=n=e?2  VneN,

> E[X] = A

> VarX =\

> E[ZX] =2, PIX=n]-z"= e T2, QI _ g=2(1-2)

n
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Faltungsstabilitat der Poissonverteilung

Lemma
Seien X ~ Poi()\) und Y ~ Poi(y) unabhédngig, dann ist

X + Y ~ Poi(\ + pa).
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ZahlmaBe

Definition

Sei N die Familie aller lokal endlichen Zahimafe
¢ : B(RY) — {0,1,...}U{oco}

Das heif3t es gilt:

» p(B) <oo VB e By(RY)
» o (U2 Bn) = Yoy (Bn) fur paarweise disjunkte By, Bs,. .. € B(RY)
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ZahlmaBe

Definition

Sei N die kleinste o — Algebra von Teilmengen von N, sodass ¢ — ¢(B) fiir
jedes beschrankte B € B(RY) eine (N, B(R)) — messbare Abbildung ist.

Definition
Ein zufélliges ZahlmaB N : Q — N ist eine Zufallsvariable Uber einem
W-Raum (£, A, P) mit Werten in dem messbaren Raum (N, \V).
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Poissonsches ZahimanB

Definition
{Ng, B € B(R)} heiB3t Poissonsches Zdhimaf3 mit dem lokal endlichen
Intensitdtsmal3 u, wenn

1. Ng,, Np,, ...unabhé&nige Zufallsvariablen sind fur paarweise disjunkte
B; . Bz,. s Bo(Rd) und

2. Ng~ Poi((B)) VB e Bo(RY).
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Homogenitat
Definition

Ist das Intensitdtsmaf . proportional zum Lebesguemaf v, d.h. es gibt ein
A € (0,00), sodass gilt:

w(B) = v(B)  VBe B(RY).

Dann ist {Ng, B € B(R)} ein homogenes Poissonsches ZdhimaB mit der
Intensitat .
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Intensitatsfunktion
Definition

Ist das Intensitatsmaf ;. absolutstetig bzgl. des Lebesgue-Maf3es, d.h. es gibt
eine messbare Funktion \ : R? — [0, o) so dass

1(B) = /B Ax)dx VB e B(RY)

dann wird ) : R? — [0, ) die Intensitétsfunktion des Poisson-Prozesses
{Ng} genannt.
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Intensitatsfunktion
Definition

Ist das Intensitatsmaf p absolutstetig bzgl. des Lebesgue-Mafes, d.h. es gibt
eine messbare Funktion \ : R? — [0, c0) so dass

w(B) = /B Ax)dx VB e B(RY)

dann wird X : R? — [0, ) die Intensitétsfunktion des Poisson-Prozesses
{Ng} genannt.

Inhomogener Poisson-Prozess mit A(x1,x2) =c-x1  ¥x1 >0
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Theorem
Sei {Ng, B € B(R?)} ein Poisson-Prozess mit dem Intensitdtsmal ..
Dann gilt

k(By)- ... uf(B .
P(Ng, = ki, ..., Ng, = k) = - (k11)' . ...-Zn!( n) o 7 (B

fir beliebige n > 1, ky, ..., k, > 0 und paarweise disjunkte By, B,. .. € By(RY).
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Theorem

Fiir paarweise disjunkte B, ..., B, € Bo(RY) mit |J]_, B; = B und
0 < u(B) < oo gilt:

k! k(By)-...- k(B
P(Ng, = ki. ..., Ng, = kn|Np = k) = k1!~...-kn!u ( 1)uk(B)M =

far beliebige k, ky,...kn > 0 mitk = ky + ... + K.
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Konstruktion

Sei 11 : B(RY) — [0, 00) ein beliebiges endliches MaB mit 0 < p(RY) < oo und
N:Q — [0,00) bzw. Sy, Ss, ... : Q — R seien unabhéngige Zufallsvariablen
mit

N ~ Poi(j(R?)), S’Nul(tﬂ(%")’) vi>1



m Poisson-Prozesse im RY | 06. Mai 2010 | Felix Joos Poisson-Prozesse

Konstruktion

Sei 11 : B(RY) — [0, 00) ein beliebiges endliches MaB mit 0 < p(RY) < oo und
N:Q — [0,00) bzw. Sy, Ss, ... : Q — R seien unabhéngige Zufallsvariablen
mit

N ~ Poi(j(R?)), S"Nul(tﬂ(%.‘)’) vi>1

Dann ist das zufallige ZahimaB {Ng, B € B(RY)} mit

Ng=#{i:1<i<N,Se B} VBeBRY

ein Poisson-Prozess mit dem Intensitatsmaf p.
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Uberlagerung

Theorem

Sei {N,(;)}, {Ng)}, ... eine Folge unabhdanigiger Poisson-Prozesse im RY mit
den Intensitdtsmaf3en yu1, piz, ..., S0 dass das Maf3 = >, ;i lokal endlich

ist.

Dann ist {Ng} mit Ng = >";°, N,(a’) ein Poisson-Prozess mit Intensitdtsmal p.
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EinflUhrung

Wiederholung
Sei {Ng, B € B(R)} ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitat A\. Dann
gilt:

N(a,b) ~ POI()\(b = a))
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Grenzwertbetrachtung

Theorem

Sei {Ng, B € B(R)} ein Poisson-Prozess mit Intensitédt A auf (0, co). Dann gilt
far die Anzahl der Punkte Nq s im Intervall (0, t]:

N,
P ( lim =4 — /\> —1
t—o0 t
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