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Betrachtung: Konvexe Mengen

Definition

Sei K C V (V: Vektorraum). K hei3t konvex, wenn flr alle a,b € K deren
Verbindungsstrecke in K liegt.

X bezeichne das System aller konvexen Mengen in V.
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Betrachtung: Konvexe Mengen

Definition
Sei K C V (V: Vektorraum). K hei3t konvex, wenn flr alle a,b € K deren
Verbindungsstrecke in K liegt.

X bezeichne das System aller konvexen Mengen in V.

Bemerkung
FirA,Be X gilt: AnB e X.
(AU B € X im Allgemeinen nicht)
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Messen einer konvexer Menge: Idee
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Messen einer konvexer Menge: Idee

» definiere Beobachtungsfenster M

> definiere f: X — R (Inhalt/Volumen)
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Messen einer konvexer Menge: Idee

v

definiere Beobachtungsfenster M

v

definiere f: X — R (Inhalt/Volumen)

v

verschiebe und rotiere M (bezeichne dieses M')

» Was “erwarten” wir fUr f(K' N M’')? Kdnnen wir Gberhaupt was “erwarten™?
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Herr Mannesmann

Herr Mannesmann - inzwischen hei3t er Herr Vodaphone - hat nur D2: ndmlich 2
Dimensionen. Er hat diesen Vortrag soweit verfolgt und soweit die Idee
verstanden. Nun interessiert sich firr die Flache eines Objektes das sich in seiner
Welt befindet und er weif3 von diesem, dass es konvex ist. Er weif3 von sich selbst,
dass er auch konvex, ist und er weif3 von sich - wenn er sich auf diesem Objekt
befindet - wieviel von ihm dieses Objekt bedeckt. So denkt er sich, er ist das
ideale Messfenster, um den Inhalt dieses Objekt berechnen zu kénnen. Auch
besitzt seine Welt einen Nullpunkt um den er sich drehen kann (ohne seine Form
zu verandern). So kann er jede beliebige Drehung in [0,27] erdenken und nimmt
hierfir einfach die Gleichverteilung an.

Jedoch weil3 er nicht wo seine Welt aufhért - er hat schon 6fters versucht das
rauszufinden, musste aber jedes mal aufgeben. Somit schlagt auch sein Versuch

fehl, das Objekt zu messen. Wie kann ihm geholfen werden?
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Problem: des Herrn Mannesmann
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Problem: des Herrn Mannesmann

» RY ist nicht kompakt
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» RY ist nicht kompakt
» jedoch ist RY lokal kompakt

» Ld&sung “Einschrankung” auf eine kompakte konvexe Menge A € X
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Problem: des Herrn Mannesmann

v

RY ist nicht kompakt

v

jedoch ist RY lokal kompakt

v

Loésung “Einschréankung” auf eine kompakte konvexe Menge A € X

v

Lésung far Herrn Mannesmann?
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Erwartungswert des Schnittes

f: Messende Funktion

v

v

K: konvexe Menge

v

p(M+ &): Verschiebung der Menge M um & und Drehung um p

da R nur lokal kompakt: Einschrankung auf kompaktes A

Jso, Jre [(KNR(M+ x))dxdR
ERKOPM+8)) = 1 ATANR(M + x) Z 0 xR

v
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Kiimmern wir uns um den Nenner: Spezialfall

Js0, Jre f(KNR(M+ x))dxdR
~ Jso, Jra H{ANR(M + x) # 0}dxdR

Ef(KNnp(M+¢&))

M: Kugel B;(0) mit Radius r > 0
A=K

/Sod /Rd 1{K N R(B(0)+ x) # 0}dxdR = vy (K & Br(0))
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Steiner-Formel

d
Va(K® Br(0)) = Y r¥ Ty Vi(K)
j=0

mit x;: Volumen der i-ten Einheitskugel
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simples Beispiel: Steiner Fromel

d
Va(K® Br(0)) = Y r¥ Ty Vi(K)
j=0
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Die Rolle von V;

> definieren innere Volumina Vp,... Vy

» Vo(K) =1{K # 0}: Euler-Charakteristik (x(K))
> V4(K): “mittlere Breite”

» Vy_1(K): 1/2 der Oberflache

» V4(K): Volumen von K
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Ergebnis

Nenner I&sst sich als Linearkombination (iber V;(K) ausdricken.
Spaéter: Ersetzung von V; durch ein f mit folgenden Eigenschaften.
Definition
Wir nennen eine Funktion f: X — R:
» bewegungsinvariant, wenn f(R(K + x)) = f(K)VK konvex, R € SOy und
x e RY
» homogen vom Grad j, wenn f(aK) = o/ f(K) VYK konvex, o >0
» additiv, wenn f(0) = 0 und f(KUM) = f(K) + f(M) — f(K N M)VK,M konvex
: KUM konvex

» monoton, wenn f(K) < f(M), YK,M konvex und K c M
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Ergebnis

Bemerkung
Die Steinerformel zeigt:

> V;: X — R ist bewegungsinvariant

» V; ist homogen vom Grad j
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Satz von Hadwiger

Theorem
Sei f: K — R additiv, bewegungsinvariant und monoton.

Dann gibt es cy,...,cq > 0, sodass

d
f=Y.qY
j=0
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Satz von Hadwiger

Theorem
Sei f : K — R additiv, bewegungsinvariant und monoton.

Dann gibt es cy,...,cq > 0, sodass

d
f=Y.qY
j=0

— f muss nur diese Eigenschaften haben um es als Linearkombination

der intrinsischen Volumina ausdrticken zu kénnen.
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Kinematische Hauptformel

Seij€{0,...,d} und K, M konvexe Mengen.
& kd—k+j
/ / V(KN RM+x))dxdR =Y eI KV, (K)Vy_jey /(M)
SOy JRY pra /5
mit den Konstanten

K
CQ""”;‘ _ H ril Ky,
150005k ;
e i1 Si'Ks;
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Kinematische Hauptformel

Seije {0,...,d} und K, M konvexe Mengen.
I kd—k+j
/sod /Rd ViR OR(M + X))ok = kz.% Vi (K)Va_k+j(M)
=i

mit den Konstanten

K
CQ""”;‘ _ H ril Ky,
150005k ;
e i1 Si'Ks;

kd—k+j Kl (d—K+))Kg ki
c: = K.
J.d Ji d'xy
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urspriingliche Frage nach f =V,

Jso, Jre f(KNR(M+ x)dxdR

Jso, Jre HANR(M + x) # 0}dxdR
Zg:j C;f&d_kﬂ Vi (K) Vg_k1j(M)
2o Vi(A) Vg_k(M)

EVi(Knp(M+¢)) =
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Crofton Formel

Sei £¢ der Raum aller k-dimensionaler Ebenen im RY
Fir 0 <j < k < dund K konvex gilt

k,d—k+j
g UK NEYIE =GV (K)

o kd—k+j _ ki (d—k+)j)'kg k4
mit Cj,d i dTkg ’

kj: Das Volumen der i-ten Einheitskugel
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Integralgeometrie und Stereologie

Ubergang zur Stereologie
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Polykonvexe Mengen

Definition
Eine Menge P heiB3t polykonvex, wenn

n
3Ky,....KnCX:P=J K.

i=1
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Giiltigkeit der Satze fiir polykonvexe Mengen

Additivitat: £(0) = 0 und f(AU B) = f(A) + f(B) — f(An B)

Theorem
Sei P polykonvex

r=1 1<ip<...<ir<m

Vi(P)= v(fjx,) “Y T Y VK n.nk)




Integralgeometrie und Stereologie | Ubergang zur Stereologie | April 2010
Giltigkeit der Satze fiir polykonvexe Mengen

Additivitat: £(0) = 0 und f(AU B) = f(A) + f(B) — f(An B)

Theorem
Sei P polykonvex

r=1 1<ih<..<i<m

Vi(P)= V(Lnj K,> “Y T Y VK n.nk)
i=1

— Kinematischer Hauptsatz und Crofton-Formel bleiben auch fir

polykonvexe Mengen gultig.
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Integralgeometrie und Stereologie

Stereologie
@ Modell-basierte Stereologie

@ Design-basierte Stereologie
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Stereologie

» stereos: fest, kdrperlich
» behandelt Verhélinis von Schnitten zur Charakteristik des Korpers selbst
» Anwendung: Materialwissenschaft, Medizin

» keine véllige Rekonstruktion des Kdrpers, sondern bestimmte

Eigenschaften interessant



23/ 31 Integralgeometrie und Stereologie | Stereologie | April 2010

Definitionen

Definition
Sei (Q,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung Z: Q — F (F
abgeschlossene Teilmenge des R") heiB3t zuféllig abgeschlossene Menge
(ZAM) in R", wenn sie (A, B(F))-messbar ist.
Z-1(A) € AVA € B(F).

» Die ZAM Z heif3t stationér , wenn sie invariant gegentber Verschiebung

(Pz =Pz.y) ist.
» Die ZAM Z heif3t isotrop, wenn sie invariant gegentiber Drehung

(IPZ = Pq)z) ist.
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Volumen pro Einheitsvolumen

EV/(ZNW)
va(W)

— Problem: Rand des Schnittes (Rand-Effekt)
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_

Um das innere Volumen pro Volumeneinheit zu berechnen braucht wir:
Sei W konvex und vy(W) >0

_ _EV(ZNnrW)
(2= fim e nrv)
Vi(2) = m —, Wy
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Kinematische Hauptformel

Theorem

Sei Z isotrop, stationdr, fast sicher lokal polykonvex und gentige
E2NEZN0.1)%) < o,

j€{0,...,d} und W konvex

d
k.d—k+iT
EVi(ZnW) = ;(Z-Cj’d V(2 Vgkaj(W)
=

Bemerkung: Ist W eine Kugel, j = d oder j = d — 1 ist die Bedingung der
Isotropie nicht nétig.
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Crofton Formel fiir zuféllige Mengen

Theorem
Falls Z isotrop und E € £€J mit0 < j < k < d, dann

17 k,d—Kk+ji7
V/(ZNE) = 5V (2)
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Design-basierte Stereologie

» festgelegte Mengen

» Messungen “variabel”
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Disektor Technik
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Disektor Technik

» Ziel: Wie viele Partikel sind in der Probe enthalten?

> Ly e qu mit Verschiebung um x € Lol, sodass sie A trifft
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» Definiere zwei Hyperebenen (E, E;) in Abstand €
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Disektor Technik

» Ziel: Wie viele Partikel sind in der Probe enthalten?

> Ly e qu mit Verschiebung um x € Lol, sodass sie A trifft
» Definiere zwei Hyperebenen (E, E;) in Abstand €

» Kjy,...,Kmn die Partikel in A

» Ng g, die Anzahl der Partikel, die E treffen, jedoch nicht E;

» Abschétzung:

» wenn fast sicher die orthogonale Héhe der Partikel < ¢
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Ende

Danke fur die Aufmerksamkeit



	Grundlagen aus der Integralgeometrie
	Übergang zur Stereologie
	Stereologie
	Modell-basierte Stereologie
	Design-basierte Stereologie




