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Einfiihrung und Defintion

» Def: Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S, B) ein
meBbarer Raum. Ein Zufallselement X : Q — S ist eine F|B
meBbare Abbildung von (€2, F) nach (S, B) :

XY B)={weQ:X(w)eB}eF VBeB

» Eine Familie von zufilligen Elementen X = {X(t),t € T},
welche auf (€2, F) gegeben sind , nennt man zufillige
Funktionen
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Einfiihrung und Defintion

>

alle zufélligen Elemente X(t),t € T, sind auf dem gleichen
MeBraum (€2, F) definiert, unterscheiden sich aber in ihren
Werten

» man betrachtet dann die meBbaren Rdume (S¢, Bt)teT
X = X(t,w) ist definiert auf T x Q

Falls w fix ist, dann nennt man X(-,w) eine Trajektorie

v

v
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Einfiihrung und Defintion

» TCR: t= Zeitparameter
X = Stochastischer Prozess

» TCRY d>1, : X = Zufallsfeld
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Zufallsfelder

> Zufallsfeld X={X(t,w) : t CRY, w € Q}
» X(t,-) Zufallsvariable
» X(-,w) Realisierung des Zufallsfeldes
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GauB'sches Zufallsfeld

» falls (X(t1),...,X(ta))" ~ N(a, L) = GauB'sches
Zufallsfeld
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Zufallsfelder

» Def: Ein Zufallsfeld X(t,w), t € RY, ist von zweiter Ordung,
falls Var X(t) < co Vt € R

» Def. Sei X(t) ein Zufallsfeld zweiter Ordnung. Dann ist die
Kovarianzfunktion definiert als
C(s, t) = E{[X(s) = EX(s)] [X(t) — EX(2)]}
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Stationaritat

» Def- Eine Funktion f: R" — C ist translationsinvariant, falls
F(X1+X, 0oy Xn+X) = F(X1,.0, %) VN ENVY X, x1 - -+, X, € RY
> Def:Vne NV t1,...,t, € T nennt man
Pt t.(Be,...,Bt,) = P(X(t1) € By, ..., X(tn) € Bt,) von
(X(t1),...,X(ta))" eine endlich-dimensionale Verteilung von
X ={X(t),te T}
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Stationaritat

» Falls P(X(t1 +7) € By,--- , X(th+7) € By) = P(X(t1) €
By, ,X(tn) € Bn)VT,tl,--- , th e R VB; eBt,- Vn e N,
gilt, dann heiBt das Zufallsfeld stationar (im strengen Sinne)

Eugen Fot Zufallsfelder



Einfiihrung und Definitionen Zufallsfelder
Stationdre Zufallsfelder
Isotrope Zufallsfelder

Stationaritat

» Ein Zufallsfeld X zweiter Ordnung heiBt stationar (im weiten
Sinne), falls
(i) EX(t) = c YVt € RY
(i) C(s,t) = C(s+7,t+7) Vs, t, 7 € RY
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Stationaritat

» Bemerkung: In diesem Fall reduziert sich die
Kovarianzfunktion auf ein Argument:
C(s,t) = C(s — t,0) = E[X(s — t)X(0)] — c® = C(h) mit
h:=s-t

> stationdr im weiten Sinne <= stationdr im strengen Sinne
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Stationaritat

» X(t) GauB'sches Zufallsfeld:
X stationdr im strengen Sinne <= X stationdr im weiten
Sinne
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Isotropie

» Eine Funktion f: R" — C heiBt rotationsinvariant, falls
f(Axy, -+, Axp) = f(x1, - ,X,) ¥x; ERY i =1,--- ,nVAC
S0(d)
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Isotropie

» Ein Zufallsfeld heiBt isotrop im strengen Sinne, falls
P(X(At1) € By, -, X(At,) € By) = P(X(t1) €
By, -, X(tn) € By) Vn € NVB; € B, VA € SO(d)

» Ein Zufallsfeld X heiBt isotrop im weiten Sinne, falls der

Erwartungswert und die Kovarianzfunktion rotationsinvariant
sind: EX(At) = EX(t) und C(As, At) = C(s, t)
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Positiv definite Funktionen

» Eine Funktion f : RY — C heiBt positiv semidefinit, falls
0< Zzzl Zle apf(tx — tj)éTj Vne NVt € Rd, Va, € C

> Sei X ein Zufallsfeld zweiter Ordnung. Dann hat die
Kovarianzfunktion folgende Eigenschaft:
0<> %, Zf:l aC(tx, tj)aj Vn € NVa, € C Vi, € R

» — Die Kovarianzfunktion eines stationaren Zufallfeldes im
weiten Sinne ist eine positiv semidefinite Funktion
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Positiv definite Funktionen

» Theorem: Gegeben sei eine eine Funktion a = a(t) und eine
symmetrische, positiv semidefinite Funktion
r=r(s—t)s,t € T.Dann existiert ein (2, F, P) und eine
GauB'sche Zufallsfunktion X = X(t),t € T, sodass
EX(t) =a(t) und C(s,t) =r(s—t) Vs,t € T
— Die Klasse der positiv semidefiniten Funktionen auf RY
und die Klasse der Kovarianzfunktionen der stationaren (im
weitem Sinne) komplexwertigen Zufallsfelder auf R9 sind
identisch
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Charakteristische Funktion

» Eine charakteristische Funktion ¢ mit einer
Wabhrscheinlichkeitsverteilung P auf R ist wie folgt definiert:

P(\) = Jra €SV dP(2)
» Bemerkung: Eine charakteristische Funktion ist positiv
semidefinit.
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Positiv definite Funktionen

» Theorem (Bochner-Khinchin): Eine in 0 € R? stetige Funktion
C : R — C ist eine positiv semidefinite Funktion genau dann,

wenn sie die Fourier-Stieltjes- Transformierte mit einem
endlichem MaB jic auf RY ist: C(\) = [ M8 pc(dt) YA € R
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Positiv definite Funktionen

» Korollar: Eine in 0 € RY stetige Funktion C : R? — R ist
positiv semidefinit genau dann, wenn sie die
Kosinustransformierte mit einem endlichem MaB u. auf

[0,00) ist: C(A) = [ cos((A, t))uc(dt) YA € RY
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Positiv definite Funktionen

» Theorem (Riesz): Falls C eine positiv semidefinite und
meBbare Funktion ist, dann gilt: C = C. + Cp, wobei C. eine
positiv semidefinite, stetige Funktion ist. Die Funktion (g ist
positiv semidefinit und gleich 0 bzgl. dem LebesguemaB auf
RY.

» — eine meBbare Funktion, welche nicht in eine stetige
Funktion durch Anderung der Werte auf einer Nullmenge
umgewandelt werden kann, ist keine positiv semidefinite
Funktion.
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» Bsp. fiir Gy (nugget effect):
a, t=0

> Co(t) = alo(t) = 0, sonst
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Positiv definite Funktionen

» Theorem (Schoenberg): Eine stetige und rotationsinvariante
Funktion C : RY — R ist positiv semidefinit genau dann,
wenn C(x) = ¢(]|x]|) wobei ¢ die Hankel-Transformation ist

und p ein endliches MaB auf

- (@-2)
[0,00) : p(h) = [°T(£)(3) 2 J@(rh)u(dr) 0 wobei
ist

l\)\l—‘

J die Besselfunktion erster Ordnung vom Grad d 2> _
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Positiv definite Funktionen

» Fiir die Dimensionen d = 1,2, 3 gilt:
J7% = cos(h)v/2/V/wh
Jo= % o sin(h cosh t)dt
- N2
J% = sin(h) e
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Positiv definite Funktionen

» Theorem (Gneiting und Sasvari): Falls C eine positiv
semidefinite, rotationsinvariante, meBbare Funktion auf
RY, d > 2, dann gilt C = C. + alg, wobei C. eine positiv
semidefinite und stetige Funktion ist und o > 0

Eugen Fot Zufallsfelder



Positiv definite Funktionen

Kovarianzfunktionen Hinreichende Kriterien fiir positiv definite Funktionen

Hinreichende Kriterien fiir Positiv definite Funktionen

» Pdlya’s Kriterium fiir R': Falls ¢ : [0,00) — R stetig mit
¢ (0) =1, ¢ (t) konvex und lim;—oo¢ (t) = 0, dann ist
© (]| - ||) eine positiv semidefinite Funktion

» Pdlya’s Kriterium gibt eine bequeme Methode zur
Konstruktion von positiv semidefiniten Funktionen. So ist z.B
@(t) = exp~Itl eine giiltige positiv semidefinite Funktion
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Hinreichende Kriterien fiir Positiv definite Funktionen

> Askey’s Kriterium: Falls ¢ : [0,00) — R stetig mit
©(0) = 1, lime—o0p(t) = 0 und (—1)k@*(t) konvex fiir
k= {%1 dann ist (]| - ||) eine positiv semidefinite Funktion
auf R
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> Bessel-Familie (giiltig fiir RY):

eo(litl) = 2T + DIt L) v =

Bessel Funktion

bessel
0.0
I

X
schwarz: v=05 | rot: v=-0.5
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» Sphirisch  (giiltig fiir R3):
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Abbildung: Sphérisch
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» WeiBes Rauschen:

1 x=0
€0 = Lo(h) = 0 sonst
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» stabil:
C(t) = exp(—|t]"), w€(0,2]

stabil
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I

04
I
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x
schwarz: k=0.5 | rot: k=1 | blau: k=1.5 | griin: k=2
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