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historische Entstehung

1827 Robert Brown betrachtet Pollen im Wasser
1923 mathematische Formulierung von Norbert Wiener

Matthias M&ckel Brownsche Bewegung und Satz von Donsker



Zweidimensionale Brownsche Bewegung
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Distanz zwischen zwei Funktionen x und y mit t € [0,1]

p(x,y) = sup |z(t) — y(t)|
te(0,1]
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Stetigkeitsmal fiir x € C:

w(z,d) = sup |z(s) —z(t)[,0< <1
|[s—t|<o

Theorem 0: Straffheit

Folge {P,} von WahrscheinlichkeitsmaRen ist straff <=

(i) Vn >0 Ja €R, sodass
Pz :|z(0)] >a}<n,n>1

(i) Vn>0,e>0 3 0<é <1undng € N, sodass
Pz :|w(z,0)] >} <n,n>ng
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Wenn P,,, P WahrscheinlichkeitsmaRe auf (C,C) sind

und die endlichdimensionalen Verteilungen von P,, gegen die von P
konvergieren und {P,,} ist straff.

Dann P,, = P.
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zufdllige Funktionen

X:(Q,B,P)—C
X (t) ist reelle Funktion auf Q mit Wert X (¢,w) in w

X (w) € C fiir festes w

Vektorschreibweise
(X(t1), .., X(tr)): Q — RF
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Folgerung aus Theorem 0

{X,} sei Folge zufilliger Funktionen
{X,} ist straff genau dann, wenn gilt:
(i) {X,(0)} ist straff

(i) Ve >0, >0 3 0< 0 <1,ng €N, sodass gilt:
P{w(X,,0) >e} <n,n>ng
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eine Konstruktion von X,,

£1,€2,... seien ZV auf (2, B, P)
Spn=&+...+&,,5=0

Fiir £ € [0,1] mit i€ {0,...,n} setze:

Xl ) = =Si(w)

Fiir Stellen dazwischen wird X, (¢,w) linear interpoliert:
(1) Xnlt,) = 55=S{nty (@) + (0 = |0 ]) 2 iy 1)

Matthias M&ckel Brownsche Bewegung und Satz von Donsker



Theorem 2:

{X,} definiert wie in (1)
{X,} ist straff,
fallsVe >0 3 A>1, ng € N, sodass Vn > ng gilt:

P{maz|Si| > MW} < %
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stochastischer Prozess

Sei {X(t) : 0 <t < 1} ein stochastischer Prozess
dieser existiert, falls W-MaR P auf (C,C) existiert

t ist Zeit und X(t) Koordinatenvariable bzw. Funktion
Verteilung von X(t) hangt von P ab
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Das Wiener Mal?

Wiener Mal ist Wahrscheinlichkeitsmall mit folgenden 2
Eigenschaften unter W:

(i) X(t) ~ N(0,t)

2
W{X(t) <a} = \/% [f ez dumitaeR

W(X(0)=0)=1,¢>0
(ii) {X(t) : 0 <t < 1} hat unabhéngige Zuwachse:
Fiir 0 < to < ... <ty < 1 gilt:

die yAY) X(tl) — X(to), X(tg) — X(tl) p ooo g X(tk) — X(tk’—l)
sind unabhangig
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X(t) ist Koordinate eines Partikels zur Zeit t

X entspricht zuriickgelegtem Pfad (von t=0 zu t=1)

Wiener Mal gibt Pfaden eine Verteilung gem3R Beschreibung der
Brownschen Bewegung
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Auf (C,C) gibt es Wahrscheinlichkeitsmall W, das die
Anforderungen des Wiener MaRes erfiillt.
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Brownsche Bewegung

W bezeichnet auch Zufallselement mit Werten aus C und Wiener
MaB als Verteilung

W(t) Wert der Zufallsfunktion W an Stelle t

{W(t) : 0 <t <1} ist stochastischer Prozess mit stetigen Pfaden
— Wiener Prozess (Brownsche Bewegung)
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Wiederholung der Konvergenz in Verteilung

Es seien X, X1, X5, ... : © — R beliebige Zufallsvariablen.
Dann gilt:

X, 5 X « lim FXn(z) = FX(z) Vz e C(FX)

n—oo

Satz von Donsker

&1,£2,... seien ZV auf (2, B, P)

& iid und E(&)=0, Var(¢;)= o?

Sp=&+...+& ,5=0

X (£,0) = 35 Sty (@) + (t = [nt]) 21 ()

Dann gilt X, 4w

.

Matthias M&ckel Brownsche Bewegung und Satz von Donsker



Anwendung

Berechnung der Grenzverteilung von m<aa:SZ-
i<n
mit Hilfe des Satzes von Donsker

h:C = R, h(x) = sup x(t) stetig auf C
te(0,1]

aus X, % W folgt sup X,,(¢) LN sup W (t)
te(0,1] te(0,1]

mit sup X, (t) = mar—=>5; gilt:
te[0,1] i<n ‘/_

—=maxS; —> sup W (t
U‘/_ i<n t€[0,1] ()
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Anwendung

Betrachtung des Spezielfalls:
Seien Sy, S1, ... ZV fiir symmetrischen Random Walk:
&; sind unabhangig und

P(&=1)=P&=-1)=% V ieN

Bezeichnung: M; := max S;
0<;<i
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Anwendung - Reflexionsprinzip

P{M, > a,S, < a} =P{M, >a,S, > a}

Alle 2™ moglichen Pfade haben Eintrittswahrscheinlichkeit 27".
Gleichung bewiesen, wenn man zeigt, dass

Pfadanzahl auf linker Seite = Pfadanzahl auf rechter Seite
Pfade werden an a gespiegelt
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Anwendung

Zu zeigen: fiir a > 0 gilt:

P{0n<w<m S; > a} =2P{S, > a} + P{S, = a}
a = 0 klar, da Start in 0

fiir a > 0 folgt die Gleichung aus

P{M, > a} — P{S, = a} = P{M, > a,S, < a}
+P{M, > a,8, > a}

P{M,, > a,S, > a} = P{S,, > a}
P{M, > a,S, <a}=P{M, >a,S, > a}
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Anwendung
Sei « € R, > 0 und a,, := —|—ay/n]
Einsetzen in P{ e S; > a} = 2P{S,, > a} + P{S,, = a} ergibt

P{maaz Si > a} =2P{S, > an} + P{S, = a,}

v
Nach ZGWS gilt: P{S,, > a,} — P{N > a} mit N ~ N(0,1)
AuRerdem gilt P(S, =a,) — 0

n—o0

Daraus folgt: P{mazr-LS; > a} — 2P{N >a}, a >0
i<n Vn

Mit —=maxS; 4 sup W (t
‘/ﬁ i<n te[0,1] ()

folgt daraus: P{ sup W(t) < a} = Z e_%HQdu, a>0
{tG[O,l] } vr fo

i
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Anwendung - allgemeiner Fall
fi Ild E(&)=O Var({i)=02

Im allgemeinen Fall gilt: —\/—mamS 4 sup W (t)
<n te[0,1]

Zusammen mit P{ sup W(t) < a} = \/% Iy e 2 du, o > 0

te€(0,1]

folgt daraus: P{—1~ maa:S} — \/—fo e 2 du, a >0
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@ Patrick Billingsley: Convergence of Prabability Measures
[ Wikipedia: Brownsche Bewegung
@ Wikipedia: Wiener-Prozess
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