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historische Entstehung1827 Robert Brown betrachtet Pollen im Wasser1923 mathematische Formulierung von Norbert Wiener
Matthias Möckel Brownsche Bewegung und Satz von Donsker



Matthias Möckel Brownsche Bewegung und Satz von Donsker



Matthias Möckel Brownsche Bewegung und Satz von Donsker



Distanz zwischen zwei Funktionen x und y mit t ∈ [0,1]
ρ(x, y) = sup

t∈[0,1]
|x(t)− y(t)|

Matthias Möckel Brownsche Bewegung und Satz von Donsker



Stetigkeitsmaÿ für x ∈ C:
w(x, δ) = sup

|s−t|<δ

|x(s)− x(t)|, 0 < δ ≤ 1Theorem 0: Stra�heitFolge {Pn} von Wahrscheinlichkeitsmaÿen ist stra� ⇐⇒(i) ∀η > 0 ∃ a ∈ R, sodass
Pn{x : |x(0)| > a} ≤ η , n ≥ 1(ii) ∀η > 0, ε > 0 ∃ 0 < δ < 1 und n0 ∈ N , sodass
Pn{x : |w(x, δ)| > ε} ≤ η , n ≥ n0Matthias Möckel Brownsche Bewegung und Satz von Donsker



Theorem 1:Wenn Pn, P Wahrscheinlichkeitsmaÿe auf (C, C) sindund die endlichdimensionalen Verteilungen von Pn gegen die von Pkonvergieren und {Pn} ist stra�.Dann Pn =⇒ P.
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zufällige Funktionen
X : (Ω ,B, P ) → C
X(t) ist reelle Funktion auf Ω mit Wert X(t, ω) in ω

X(ω) ∈ C für festes ωVektorschreibweise
(X(t1), ...,X(tk)): Ω → R

k
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Folgerung aus Theorem 0
{Xn} sei Folge zufälliger Funktionen
{Xn} ist stra� genau dann, wenn gilt:(i) {Xn(0)} ist stra�(ii) ∀ε > 0, η > 0 ∃ 0 < δ < 1, n0 ∈ N, sodass gilt:

P{w(Xn, δ) ≥ ε} ≤ η , n ≥ n0
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eine Konstruktion von Xn

ξ1,ξ2,... seien ZV auf (Ω , B, P)
Sn := ξ1 + ... + ξn , S0 = 0Für i

n
∈ [0,1] mit i∈ {0, ..., n} setze:

Xn(
i
n
, ω) = 1

σ
√
n
Si(ω)Für Stellen dazwischen wird Xn(t, ω) linear interpoliert:(1) Xn(t, ω) =
1

σ
√
n
Sbntc(ω) + (nt− bntc) 1

σ
√
n
ξbntc+1(ω)
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Theorem 2:
{Xn} de�niert wie in (1)
{Xn} ist stra�,falls ∀ε > 0 ∃ λ > 1 , n0 ∈ N , sodass ∀n ≥ n0 gilt:
P{max

i≤n
|Si| ≥ λ

√
n} ≤ ε

λ2
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stochastischer ProzessSei {X(t) : 0 ≤ t ≤ 1} ein stochastischer Prozessdieser existiert, falls W-Maÿ P auf (C, C) existiertt ist Zeit und X(t) Koordinatenvariable bzw. FunktionVerteilung von X(t) hängt von P ab
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Das Wiener MaÿWiener Maÿ ist Wahrscheinlichkeitsmaÿ mit folgenden 2Eigenschaften unter W:(i) X(t) ∼ N(0,t)
W{X(t) ≤ α} = 1√

2πt

∫ α

−∞ e
−u

2

2t du mit α ∈ R

W (X(0) = 0) = 1, t > 0(ii) {X(t) : 0 ≤ t ≤ 1} hat unabhängige Zuwächse:Für 0 ≤ t0 ≤ ... ≤ tk ≤ 1 gilt:die ZV X(t1)−X(t0), X(t2)−X(t1) , ... , X(tk)−X(tk−1)sind unabhängig Matthias Möckel Brownsche Bewegung und Satz von Donsker



ErklärungX(t) ist Koordinate eines Partikels zur Zeit tX entspricht zurückgelegtem Pfad (von t=0 zu t=1)Wiener Maÿ gibt Pfaden eine Verteilung gemäÿ Beschreibung derBrownschen Bewegung
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Theorem 3Auf (C, C) gibt es Wahrscheinlichkeitsmaÿ W, das dieAnforderungen des Wiener Maÿes erfüllt.
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Brownsche BewegungW bezeichnet auch Zufallselement mit Werten aus C und WienerMaÿ als VerteilungW(t) Wert der Zufallsfunktion W an Stelle t
{W (t) : 0 ≤ t ≤ 1} ist stochastischer Prozess mit stetigen Pfaden
→ Wiener Prozess (Brownsche Bewegung)
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Wiederholung der Konvergenz in VerteilungEs seien X, X1,X2, ... : Ω → R beliebige Zufallsvariablen.Dann gilt:
Xn

d−→ X ⇐⇒ lim
n→∞

FXn(x) = FX(x) ∀x ∈ C(FX)Satz von Donsker
ξ1,ξ2,... seien ZV auf (Ω , B, P)
ξi iid und E(ξi)=0, Var(ξi)= σ2

Sn := ξ1 + ... + ξn , S0 = 0
Xn(t, ω) =

1
σ
√
n
Sbntc(ω) + (nt− bntc) 1

σ
√
n
ξbntc+1(ω)Dann gilt Xn

d→ W Matthias Möckel Brownsche Bewegung und Satz von Donsker



AnwendungBerechnung der Grenzverteilung von max
i≤n

Simit Hilfe des Satzes von Donskerh:C → R, h(x) = sup
t∈[0,1]

x(t) stetig auf Caus Xn
d→ W folgt sup

t∈[0,1]
Xn(t)

d→ sup
t∈[0,1]

W (t)mit sup
t∈[0,1]

Xn(t) = max
i≤n

1
σ
√
n
Si gilt:

1
σ
√
n
max
i≤n

Si
d→ sup

t∈[0,1]
W (t)Matthias Möckel Brownsche Bewegung und Satz von Donsker



AnwendungBetrachtung des Spezielfalls:Seien S0, S1, ... ZV für symmetrischen Random Walk:
ξi sind unabhängig und

P (ξi = 1) = P (ξi = −1) = 1
2 ∀ i ∈ NBezeichnung: Mi := max

0≤j≤i
Sj
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Anwendung - Re�exionsprinzip
P{Mn ≥ a, Sn < a} = P{Mn ≥ a, Sn > a}Alle 2n möglichen Pfade haben Eintrittswahrscheinlichkeit 2−n.Gleichung bewiesen, wenn man zeigt, dassPfadanzahl auf linker Seite = Pfadanzahl auf rechter SeitePfade werden an a gespiegelt
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AnwendungZu zeigen: für a ≥ 0 gilt:
P{max

0≤i≤n
Si ≥ a} = 2P{Sn > a}+ P{Sn = a}

a = 0 klar, da Start in 0für a > 0 folgt die Gleichung aus
P{Mn ≥ a} − P{Sn = a} = P{Mn ≥ a, Sn < a}

+P{Mn ≥ a, Sn > a}
P{Mn ≥ a, Sn > a} = P{Sn > a}
P{Mn ≥ a, Sn < a} = P{Mn ≥ a, Sn > a}Matthias Möckel Brownsche Bewegung und Satz von Donsker



AnwendungSei α ∈ R, α > 0 und an := −b−α
√
ncEinsetzen in P{max

0≤i≤n
Si ≥ a} = 2P{Sn > a}+ P{Sn = a} ergibt

P{max
i≤n

1√
n
Si ≥ α} = 2P{Sn > an}+ P{Sn = an}Nach ZGWS gilt: P{Sn ≥ an} → P{N ≥ α} mit N ∼ N(0, 1)Auÿerdem gilt P (Sn = an) −→

n→∞
0Daraus folgt: P{max

i≤n

1√
n
Si ≥ α} −→ 2P{N ≥ α}, α ≥ 0Mit 1

σ
√
n
max
i≤n

Si
d→ sup

t∈[0,1]
W (t)folgt daraus: P{ sup

t∈[0,1]
W (t) ≤ α} = 2√

2π

∫ α

0 e−
1

2
u2

du, α ≥ 0Matthias Möckel Brownsche Bewegung und Satz von Donsker



Anwendung - allgemeiner Fall
ξi iid, E(ξi)=0, Var(ξi)=σ2Im allgemeinen Fall gilt: 1

σ
√
n
max
i≤n

Si
d→ sup

t∈[0,1]
W (t)Zusammen mit P{ sup

t∈[0,1]
W (t) ≤ α} = 2√

2π

∫ α

0 e−
1

2
u2

du, α ≥ 0folgt daraus: P{ 1
σ
√
n
max
i≤n

Si} −→ 2√
2π

∫ α

0 e−
1

2
u2

du, α ≥ 0
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