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Zufallige Zahimafe

» N:={¢:B(RY — {0,1,..} U{co} |
¢ ist ein lokal endliches ZéhimaB3}

» Sei N die kleinste o-Algebra von Teilmengen von N, so
dass ¢ — ¢(B) fiir jedes B € By(RY) eine
(N, B(R))-messbare Abbildung ist.

» Ein zufalliges ZahlmaB N : Q — N ist eine Zufallsvariable
dber (2, A, P) mit Werten in dem messbaren
Raum (N, ).
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Definition von Punktprozessen

» Sei Sy, Ss, ... : Q — RY U {0} eine beliebige Folge von
Zufallsvektoren Uber (€2, A, P), so dass f.s.

#{n:S,e Bl <o VY BeBy(RY).
Dann heiB3t {Sp} ein zufélliger Punktprozess.
» Falls zusatzlich
Si#S  Vijj>1miti#jund S; # oo,

dann heiB3t {S,} ein einfacher Punktprozess.
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Definition von Punktprozessen

» Durch den Ansatz
Ng:=#{n:S,e B} V¥ Be B(RY).

ist ein lokal endliches zufalliges ZahimaB {Ng, B € B(RY)}
gegeben.



Realisierung eines Poisson-Prozesses
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Das Intensitatsmalf3

Sei {Sp} ein beliebiger Punktprozess und {Ng} das zugehdrige
ZahlmaB. Dann heiBt das MaB 1 : B(RY) — [0, co] mit

w(B)=ENg VBeBRY

das Intensitdtsmaf von {S,}.
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Intensitat und Intensitatsfunktion
» |Ist u proportional zum d-dimensionalen Lebesgue-Maf3 mit
w(B) = \vg(B) V¥ BeBRY),
so heiB3t X die Intensitat von {S,}.

» Ist u absolutstetig bzgl. des d-dimensionalen
Lebesgue-MaBes mit

w(B) = /B)\(x)dx ¥ B € B(RY),

so heift die Borel-messbare Funktion A : RY — [0, o) die
Intensitatsfunktion von {Sp}.
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Stationaritat, Isotropie und Bewegungsinvarianz
Ein Punktprozess {S;} bzw. das zugehérige Z&himaf3 {Ng}
heif3t

» stationar, falls
D
(NB1 LR NBn) = (NB1+X7 ) NBn+X)
fir beliebige n > 1, By, ..., B, € B(RY) und x € RY.
» isotrop, falls
D
(NB,;---s NB,) = (N5(8,): --» N5(B,))

fir beliebige n > 1, By, ..., By € B(RY) und jede Drehung
§ : R — RY um den Ursprung.

» bewegungsinvariant, falls er bzw. es stationar und isotrop
ist.
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Verschiebung und Drehung von homogenen Poisson-Prozessen

» Sei {Sy} ein homogener Poisson-Prozess.

» Sei f: RY — R eine Verkniipfung aus einer Verschiebung
und einer Drehung um den Ursprung.

» Dannist {f(Sp)} ist ein homogener Poisson-Prozess
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Eigenschaften stationarer Punktprozesse

Sei {Ng} ein stationares zuféalliges Zahlmaf mit dem lokal
endlichen IntensitatsmaB . : B(R?) — [0, o).

i. Dann gibt es eine Konstante \ < oo, so dass
w(B) = A\vg(B) V¥V Be B(RY).
ii. Dann gilt

P({Ngs = 0o} U {Ngs = 0}) = 1.
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Das Campbellsche Theorem

Sei { Sy} ein Punktprozess mit dem Intensitatsmaf
p: B(RY) — [0, 00], und sei f : R U {oo} — [0, 00) eine
Borel-messbare Funktion mit f(co) = 0. Dann gilt

E (; f(Sn)> = /R _f(x)u(ax).
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Definition eines Cox-Prozesses

Sei {Ag} ein beliebiges zufalliges MaB3, das f.s. lokal endlich
ist. Das zuféllige ZahlmafB {Ng} wird Cox-Prozess mit dem
zufélligen Intensitatsmal3 A genannt, falls

P(NiZ4{Np, = ki}) = (H )

fur beliebige n > 1, kq, ..., kn > 0 und paarweise disjunkte
By,...B,c B(Rd).
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Das Intensitatsmal eines Cox-Prozesses

» Das IntensitatsmaR eines Cox-Prozesses {Ng} ist
gegeben durch

w(B)=EAg  VBeBRY).
» {Ng} ist genau dann stationar, wenn {Ag} stationar ist,
und dann ist die Intensitat A gegeben durch
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Definition eines Cluster-Prozesses

» Sei {Sp} ein Punktprozess mit dem lokal endlichen und
diffusen IntensitatsmaB {(9)(B), B € B(RY)}.

» SeiZ={n:S, cRY.

» Sei {Ng)}, {Ngz)}, ... eine Folge von iid Punktprozessen,
die von {S;} unabhéngig sind und deren Intensitatsmaf
{u()(B), B € B(RY)} endlich ist.
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Definition eines Cluster-Prozesses

» {Ng, B € B(RY)}, gegeben durch

Ng=>"Ns  VBeBRY

neZ

ist f.s. lokal endlich und heif3t Cluster-Prozess, falls

/ LB = x)p®(dx) < 00V B e By(RY).
Rd



Seite 23 | Allgemeine Punktprozesse | 17. Mai 2010

Realisierung eines Matern-Cluster-Prozesses
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Das Intensitatsmaf eines Cluster-Prozesses

» Das IntensitatsmaB {u(B), B € B(RY)} eines
Cluster-Prozesses ist gegeben durch

/ DB =x)u@dx) VB e B(RY.
RA

» Falls {S,} stationar mit der Intensitat )\ ist, dann ist {Ng}
stationar, und die Intensitat \ ist gegeben durch

A= AopM(RY).
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