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Unbegrenzt teilbare und stabile Verteilungen

Ziel dieser Ausarbeitung (des Vortrages) ist es, die Aussagen des bekannten Zentralen
Grenzwertsatzes zu verallgemeinern.

Zentraler Grenzwertsatz
Seien X1, Xo, ... iid Z.v. mit E |X| =: u < 0o, EX? < 0o und damit Var(X) =: 02 < oo,
Spi=> 11 Xi, ESp =np, Var(S,) = no?

= Zp = S;\_/%“%ZNN(O,U fiir n — oo

Wir betrachten nun Folgen von Zufallsvariablen, deren Varianz, bzw. deren Momente
nicht existieren oder unbestimmt sein kénnen.

Beispiel: Cauchy-Verteilung
Die Dichte der Cauchy-Verteilung ist gegeben durch:

fl@)=tiim
Die charakteristische Funktion ist gegeben durch:

p(t) = exp(—|t])

Berechne ersten und zweiten Moment einer Z.v. X ~ Cauchy
2
EX =1 ffzo:v Lo de = limRﬁmln(Hx )|IER =00 — 00

2_ ;1 00 21+m21 1/ oo S 1 1/ foo
EX :;fioox -1+12d$:;(fioodx—fioo 1+x2d$):;(f,ood$—77)200

[Bem: %arctan(x) = 1—1-%
Daraus folgt, dass wir auf eine Folge von Cauchy verteilten Z.v. den Zentralen Grenz-
wertsatz nicht anwenden kénnen.



Seien X7, X, ... iid mit Xy ~ Cauchy

Sn =3 "h—o Xk

05, (1) = cap(—nlt]) 5 {10
0, sonst

Die Grenzfunktion ist keine charakteristische Funktion (da unstetig).

Normiert man die Summe jedoch entsprechend, so erhilt man im Grenzfall wieder eine

Cauchy verteilte Z.V.

s (1) = exp(— [t]) = exp(—[t])

Stabile Verteilungen

Definition: Stabile Verteilungen
Eine Zufallsvariable T mit charakteristischer Funktion ¢7(¢) heifit stabil, falls V n > 1

Konstanten a,, > 0, b, s.d. gilt: a,T + b, g X1+ ...+ X, wobei X1, ..., X;, unabhéngige
Z.v. verteilt wie T. Fiir die charakteristische Funktion gilt: (o7 (t))" = o7 (a,t)ent.

Beispiel: Normalverteilung
Die char. Fkt. einer normalverteilten Z.v. X ~ N(u, 0?) ist gegeben durch:

px(t) = exp(ity — 5120

nach Definition:
Gesucht sind Kontanten a,, > 0, b, s.d.

. |
ox(ant) - et = exp(itanp + ibyt — %a%tQUQ) = exp(it(anp + by) — %tQO'Z ai ) =
|
=nu Ln

exp(itp) — 1t20?)"
= ap, =N, by =(n—n)u

= Normalverteilung ist stabil.

In oberem, ersten Beispiel haben wir bereits gesehen, dass auch die Cauchy-Verteilung
stabil ist.

Satz: Betrachte Z.v. X1, Xo, ... iid mit X; ~ F, falls 94 a,, > 0, b, s.d.
P(m%nx"_b" < z) = F(z) wobei F nicht entartet ist, so folgt: F ist stabil.

Definition: Z.v. X besitzt eine entartete Verteilung im Punkt a, falls ihre Wahrschein-
lichkeitsfunktion gegeben ist durch P(X = a) = 1.

Beweis: X1, Xo, ... iid. mit Xy ~ F. T d Lm0 21 X0 =bn it T~ F
Gy = Xi+..+Xn—bn N T(l) ~F

an



GQ — Xnt1+...+Xon—bn N T(2) ~ F

an

o XibetXon =% _ 4 Gy 4 T 4 7@

an n—o0
. _ X1t Xop —bon -+ (bapn—2
AuBerdem gilt: Xi+.4+Xon—2by _ Xat...+Xon—bon+(b2 bn) agn
an az2n an

_ 2 2 : _ Xa+...4+Xopn—bon

~— ~—

agn boy, —2bn

an an

X1+“‘+X2n_2bn} (2)
_ T an  TPm d TW47@) 5@

= Vén = aﬁf’) — E)
Und Vo, =4 T

Man kann zeigen, dass 04(2),6(2) existieren, s.d. limn_mooeg) = o und limn_moﬁ,(f) =

53
N d 70 47@ _g@)
- a?)
Dies lésst sich verallgemeinern auf:
P BACONE (OB
- ak)

= T ist stabil.

Definition: Attraktor und Anziehungsbereiche

Eine stabile Verteilung F heifit Attraktor (einer Summe von iid und entsprechend nor-
mierten Z.v. X1, X»,...), falls sie die Aussagen obigen Satzes erfiillt. Bzw.: Die Verteilung
der X; gehort zum Anziehungsbereich der stabilen Verteilung F.

Beispiel: Jede Z.v. X mit endlicher Varianz liegt im Anziehungsbereich der Normal-
verteilung. Mit a,, = nEX und b, = /n\/Var(X). (Zentraler Grenzwertsatz)

Holtzmark Beispiel

1920 stellte und 16ste Holtzmark folgendes Problem: man betrachte zufillig im Raum
verteilte, elektrisch geladene Teilchen. Wie ist die Verteilung des resultierenden elektri-
schen Felds in einem bestimmten Punkt?

1940 betrachtete Chandrasekhar ein analoges Problem: Wie sieht das Gravitationsfeld
von zuféllig im Raum verteilten Korpern (Massen) aus?

Wir betrachten ein sehr vereinfachtes 1-dimensionales Modell.
Seien n Korper im Intervall [—n, n] gleichverteilt und unabh. mit Masse m > 0.
(Gravitationskonstante als Einheit)

»Modelliere* die Kraft auf eine Einheitsmasse im Ursprung als
m - sign(X;
Fy = Z?:l )?2( l)
i

|
=X



mit X; Koordinate des i-ten Korpers.

Wir zeigen nun: 3 F g limy,—ooFn
Berechne zunéchst char. Funktion g, (t)

E(exp(itX)) = ffn exp(it%n(z)) . %dm

22
=5 Jo' cos((#)dx

= op,(t) = (% fon cos(%)dw)”

=(1-

3=

fon(l — cos(%))daz)"
— exp(— [y (1 — cos(Y%))dx) fiir n — oo (gilt, da das Integral existiert.)

= exp(—c |t|1/2), mit ¢ > 0. (nach Substitution, wobei ¢ alle Konstanten Faktoren zu-
sammenfasst.)

Diese Grenzfunktion ist stetig in 0 und damit wieder eine charakteristische Funktion.
Damit ist ¢(t) = exp(—c |t|1/ ?) die charakteristische Funktion einer Verteilung, zu wel-
cher F), schwach konvergiert.

Auflerdem ldsst sich zeigen, dass alle symmetrischen, stabilen Verteilungen eine cha-
rakteristische Funktion der Form:

o(t) = =" mit 0 < o < 2 und ¢ > 0 besitzen.

Obiges Beispiel ist ein Spezialfall fir o = 1/2

Fiir « = 1 erhélt man die Cauchy-Verteilung.

Fiir a = 2 erhélt man die Normalgerteilung.

Beispiel fiir a = 2: px(t) = e " = eap(— 12 \2’0_)

2

=0

= X ~ N(0,2c)

Bemerkung: zeige: p(t) = e " mit 0 < o < 2 und ¢ > 0 ist eine char. Fkt. ei-
ner stabil verteilten Z.v. X.

Beweis: Suche Konstanten a, > 0, by, s.d :

[o()]" = p(ant)e’*

& exp(—nclt|®) = exp(—clant|® + ibyt) = exp(—cal|t|* + ib,t)

=b,=0,n=af

S an = nl/e



Unbegrenzt teilbare Verteilungen

Definition: Unbegrenzt teilbare Verteilungen
FEine Zufallsvariable T und ihre charakteristische Funktion ¢ heiflen unbegrenzt teilbar,

falls Vn > 1 3 iid Zufallsvariablen 7y, ...,n, s.d. T d M + ... + 1, bzw. o = (@, )"

Beispiele : .
Poisson-Verteilung: T~ Poi(\) mit P(T = k) = e_)‘%

SOT(t) — ZZO:O ezkt%’;e—k — 6—>\ ZZO:O % — €_>‘e>‘€ t _ exp()\(en _ 1))

Setze: @n(t) = exp(%(eit — 1)), wobei ¢,(t) char. Fkt. einer Poisson verteilten Z.v.
ist, mit Parameter \/n.

= @7(t) = (pn(t))" und damit unbegrenzt teilbar.

(oder: Setze: n; ~ Poi(A/n) firi=1,...,n

=M + ... + 10y ~ Poi(X))

Normalverteilung:
p(t) = exp(itp — 51%0?)
. 2
Setze on(t) = exp(ith — 3122)
= ¢(t) = (pn(t))"™ und damit unbegrenzt teilbar.

Gamma-Verteilung:
poe—leg—z/B

T ()R 2 0
X ~T(a, B) mit Dichte f(x) = { ()8 “‘

, sonst
_ 1
und char. Fkt. SO(t) = W
Setze pn(t) = W , char. Fkt. einer Z.v. Y ~ I'(a/n, )

= ¢(t) = (pn(t))"™ und damit unbegrenzt teilbar.
Die Exponentialverteilung mit Parameter A ist als Spezialfall der Gammaverteilung eben-
falls unbegrenzt teilbar. (a = 1, § = 1/))

Zusammenhang: Sei F stabile Z.v. = F unbegrenzt teilbar.
Beweis: F stabil. =P vV n>13 Xy,..., X,, iid mit X, g T und 3 a, > 0, b, sodass
ayT + by, gXl + ...+ Xn

dX _% Xn_bﬁ
ST="—""4 4+ " —pt. 4,
Qn Qp,
S—— ~——
=m =n

mit n; iid firi =1,...,n
= F unbegrenzt teilbar.

Die Riickrichtung gilt nicht.
Gegenbeispiel: Sei F~ Poi()\)



pr(t) = exp(A(e" — 1))
. . |
or(ant) - et = exp(A(e"t — 1) 4 ibyt) = (@p(t))" Vte R

[ !
=n(e**—1) =0

= b, = 0 (wegen Beschrinktheit)
= et = ne —n + 1]j—on

o elan2r — po2im 41—

& 2ia,m=1In(l) =0

< a, = 0 Widerspruch zu a,, > 0.
= Poisson-Verteilung nicht stabil.

Definition: Dreiecksschema

Betrachte Z.v. Xi(n) mitn=1,2,...undi=1,...,n

Sowie X i(n) zeilenweise unabhéngig, d.h. Xl-(n) unabh. firi =1,...,n
Beispiel:

xM

X£2) X§2)

X{?)) X§3) X?ES)

Die Z.v. in einem Dreiecksschema erfiillen eine u.a.n. (uniformly, asymptotically ne-
gligible) Bedingung, falls
limnﬁooma:ckP(‘X,gn)) >e)=0Ve>0

Es folgen zwei Grenzwertsétze.

Satz: Man kann zeigen: Falls XZ»(n) Z.v. eines Dreiecksschemas sind, welche beliebig
verteilt sind und eine u.a.n. Bedingung erfiillen und es gilt:

Px™ + .+ x{V <2)= F(a)

Dann folgt, dass F unbegrenzt teilbar ist.

Es folgt ein dhnlicher Satz, mit vereinfachten Voraussetzungen.

Satz: Falls Xi(n) Z.v. eines Dreiecksschemas zeilenweise iid sind und es gilt:
Px" + .+ x{V <a)= F(a)

Dann folgt, dass F unbegrenzt teilbar ist.

Bemerkung: Man sieht, dass der Spezialfall ,F stabil* hier enthalten ist.

bn

Setze dafiir Xi(”) = Xy

an

Wir betrachten ein weiteres Beispiel einer unbegrenzt teilbaren Verteilung.



Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Definition: N, X, Xo, ... unabh. Z.v. SeiN~ Poi(u) und X1, Xo, ... iid mit char. Funk-
tion ¢(t).

Dann heifit X := X + ... + Xy zusammengesetzt Poisson verteilt (compound Poisson).
Beispiel: Wir berechnen die char. Funktion von X.

px(t) = E(e'™) = 32 E(e"¥|N =1) - P(N =1)

= Y2y B(e Nt P(N = 1)

l

= Y e(t) -
= exp(ud(t) — ) = exp(u((t) — 1))
k
= ox(t) = [exp(£(6(t) = 1))
ey (1)

mit Y ~ comp Poi
= zusammengesetzte Poisson-Verteilungen sind unbegrenzt teilbar.

Satz: Eine Verteilung F ist unbegrenzt teilbar < F g limy, oo Fy , mit F, zusam-
mengesetzt Poisson.
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