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1 Einleitung

>Im Grunde ist Wahrscheinlichkeitsrechnung nur normaler
gesunder Menschenverstand, ausgedriickt durch Mathematik.
Sie versetzt uns in die Lage, Dinge exakt abzuschaitzen,
die wir in einer Art Instinkt fihlen, aber nicht erklaren
kdnnen.< Pierre-Simon Laplace

1.1 Der Begriff Stochastik

Die Stochastik gliedert sich in die Wahrscheinlichkeitstheorie und die Statistik. Der Begriff Stochastik
stammt aus dem Griechischen ctwyactixy (die Kunst des Vermutens) und ist abgeleitet von ctwxw¢
(Vermutung, Ahnung, Ziel). Der Begriff wurde von Jacob Bernoulli in seinem Buch Ars conjectandi 1713
geprégt, in dem das erste Gesetz der groflen Zahlen bewiesen wurde.

Die Stochastik beschéftigt sich mit den Auspragungen und quantitativen Merkmalen des Zufalls. Dabei
ist noch zu kldren, was Zufall ist. Gibt es Zufall {iberhaupt? Und was wiirde man als Zufall betrachten?
Mit diesem Aspekt beschiftigt sich die Philosophie .

Fiir die moderne Mathematik ist der Zufall eine Arbeitshypothese, die es unter anderem ermoglicht,
Vorgédnge in der Natur, Technik oder Wirtschaft, deren Ausgang ungewif3 ist, zu beschreiben und zu
analysieren. Das Konzept des Zufalls eroffnet einen Weg, Vorgange mit Wahrscheinlichkeiten zu belegen,
diese zu berechnen, zu quantifizieren und zu vergleichen.

Allerdings muss man an dieser Stelle erneut nachhaken: Was ist Wahrscheinlichkeit? Wie kénnen wir
Wahrscheinlichkeit interpretieren? Bei einem Spiel, fiir das wir die Regeln festlegen, ist die Antwort noch
vergleichsweise einfach. Zwei Ausginge sind gleich wahrscheinlich, wenn keiner bevorzugt wird. Dazu muss
man aus einer weitergehenden Quelle wissen, dass eben keiner bevorzugt ist. Bei vielen Fragestellungen
steht der Begriff der Wahrscheinlichkeit fiir das Maf8 an Sicherheit resp. Unsicherheit’. Diese, der Wahr-
scheinlichkeit innewohnende, Ambivalenz sollte man stets im Hinterkopf behalten.

1.2 Geschichtliche Entwicklung

Die Stochastik wurde zu Beginn iiber das Gebiet der Gliicksspiele entwickelt. Die ersten Wiirfelspiele
sind in Agypten (ca. 3500 v. Chr.) nachgewiesen, und wurden in Griechenland und vor allem im rémi-
schen Reich fortgesetzt. Zugleich gab es im Handel in Bezug auf Versicherungen von Schiffstranspor-
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Abbildung 1.1: Von links nach rechts: Gerolamo Cardano, Jakob Bernoulli, Pierre-Simon Laplace und
Andrej Nikolajewitsch Kolmogorov.

ten das Bediirfnis nach Berechenbarkeit. Die dlteste bekannte Form der Versicherungsvertrdge stammt
aus Babylon (4-3 T. Jahre v. Chr.). Die ersten Sterbetafeln in der Lebensversicherung stammen von dem
romischen Juristen Ulpian (220 v. Chr.), die erste datierte Police aus dem Jahr 1347 aus Genua.

Der erste Wissenschaftler, der sich mit diesen Fragestellungen aus mathematischer Sicht beschaftigt, ist
Gerolamo Cardano. In seinem Buch der Gliicksspiele (Liber de Ludo Aleae) beschreibt er 1524 zum ersten
Mal fiir den Spieler vorteilhafte Ereignisse und deren Kombinationen beim Wiirfelspiel, verwendet Bi-
nomialkoeffizienten und auch als erster den Anteil

Anzahl vorteilhafter Ereignisse
Anzahl aller Ereignisse

als Maf3 fiir die Wahrscheinlichkeit.

Auflerdem ist er auch ein Praktiker: Sein Universitdtsgehalt bessert er mit dem durch sein Wissen beim
Gliicksspiel verdienten Geld auf. Etwa hundert Jahre spiter diskutieren Blaise Pascal und Pierre de
Fermat die Wahrscheinlichkeit betreffende Probleme in ihrem Briefwechsel. Wieder etwa hundert Jahre
spater gelingt Pierre-Simon Laplace 1812 in seinem Buch Théorie Analytique des Probabilités eine mathe-
matische Behandlung der Wahrscheinlichkeit.

Allerdings erlaubten diese Betrachtungen noch keine Aussage bei Problemen, bei denen die Gesamtheit
der Ereignisse gar nicht beschreibbar ist, und das Problem sich nicht auf eine Betrachtung gleichwahr-
scheinlicher Ereignisse reduzieren ldsst.

An dieser Stelle wurde von David Hilbert ein axiomatischer Ansatz, dhnlich wie er in anderen Gebieten
der Mathematik bereits verwendet wurde, gefordert. Basierend auf der Mafi- und Integrationstheorie
von Emile Borel und Henri Léon Lebesgue, fiihrte Andrei Nikolajewitsch Kolmogorow in seinem Werk
Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung 1933 Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie ein.
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1.3 Wahrscheinlichkeitsbegriffe

1.3 Wahrscheinlichkeitsbegriffe

1.3.1 Klassisches Vorgehen

Im obigen Abschnitt wurde schon die Beschreibung der Wahrscheinlich von Laplace als das Verhiltnis
der giinstigen Ausgénge zu allen,

Anzahl vorteilhafter Ereignisse
Anzahl aller Ereignisse

vorgestellt. Dieses Vorgehen ist jedoch einigen Einschrankungen unterworfen.

So verschwindet zum Einen der Bruch, falls die mogliche Anzahl aller Ereignisse unendlich ist. Zum
anderen funktioniert die Definition nur, wenn die Ereignisse, auf die man sich bezieht, alle gleich wahr-
scheinlich sind. Manchmal ist eine solche Aufspaltung gar nicht moglich.

1.3.2 Statistisches Vorgehen

Das Konzept der relative Hiufigkeit kann auf Beobachtungen ausgeweitet werden. Die Wahrscheinlichkeit
wird dann als

Anzahl der Beobachtungen mit gesuchtem Ausgang

Anzahl der Bcllbg;\lmngen —00 Anzahl aller Beobachtungen

verstanden. Dass diese Betrachtung mit der klassischen konform geht, ist dem Gesetz der grofien Zahlen
geschuldet. Das Problem, welches sich hier ergibt, ist, dass die Beobachtungen tatsidchlich gemacht wer-
den miissen, dass also der Zufallsvorgang durchgefiihrt wird. Bevor man beginnt, kann keine Aussage
gemacht werden. Eine weitere Schwierigkeit ist die Frage nach der Durchfiihrbarkeit. Ist es tatsdchlich
moglich, einen Zufallsvorgang mehrmals, vielleicht sogar sehr oft, unter gleichen Bedingungen durch-
zulaufen? Selbst wenn es nur zeitlich oder finanziell nicht geht, kommt dieses Verfahren schnell an seine
Grenzen.

1.3.3 Subjektive Wahrscheinlichkeitssicht

Bei der subjektiven Betrachtung werden Ereignisse unter Kenntnis externer Informationen bewertet. Die-
se basieren auf Sachkenntnis, personlicher Erfahrung und vergangener Beobachtung.

Die Wahrscheinlichkeit reflektiert somit die Unsicherheit resp. Unkenntnis.

Bei diesem Vorgehen besteht die Gefahr, dass die Wahrscheinlichkeit nicht bedacht genug oder nicht
unvoreingenommen vergeben werden. Auch werden unterschiedliche Personen zu unterschiedlichen
Einschidtzungen kommen. Zu beachten ist ebenfalls, dass sich diese Einschédtzungen mit dem Eintreffen
neuer Informationen immer wieder &ndern.

In der Praxis ist die subjektive Wahrscheinlichkeit nicht unbedeutend, denn sowohl das Aufstellen aller

moglichen Ausgéinge, die gleichwahrscheinlich sind als auch die Wiederholung des Zufallsvorgangs sind
selten moglich.

Version 6. Juli 2011 5



1 Einleitung

1.4 Problemstellungen der Stochastik

Die typischen Fragestellungen der Stochastik ergeben sich direkt aus den Wahrscheinlichkeitsbegriffen.
Zum Einen miissen Vorginge, die zu betrachten sind, modelliert werden. Dazu muss ein geeignetes
Zufallsexperimt erstellt und beschrieben werden.

Des weiteren miissen Ereignisse formuliert und deren Wahrscheinlichkeiten bestimmt werden. Dartiber
hinaus sollen interessante Funktionen der Ereignisse, sogenannte Zufallsvariablen, formuliert werden.
Thre Kennzahlen, wie Mittelwert oder Varianz, sind weitere interessante Details. Manchmal werden aber
diese nicht ausreichen und Verteilungsgesetze werden benétigt.

Sollten auch diese zu schwierig sein, so helfen oft Grenzwertsitze bei der Naherung.
Sind bereits einige Daten und ein Modell vorhanden, kénnen sich Fragen nach den Modellparame-

tern, die aus den Daten zu schitzen sind, ergeben oder die Priifung statistischer Hypothesen gewollt
sein.

6 Version 6. Juli 2011



2 Ergebnisse, Ereignisse und Wahrscheinlichkeit

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung interessieren wir uns fiir Ausgéange von Zufallsexperimenten. Um
sie beschreiben zu kénnen, werden die verschiedenen Ausgédnge als Mengen betrachtet. Diesen Mengen
wird danach die Wahrscheinlichkeit ihres Eintretens als Zahl zugeordnet. Damit wir mit ihnen rechnen
konnen, miissen wir zuerst Mengen selbst genauer betrachten.

2.1 Mengen

Im folgenden definieren/wiederholen wir einige Grundbegriffe der Mengenlehre und betrachten zu-
gehorige Mengenoperationen.

An die Wahrscheinlichkeiten voraus denkend ist es manchmal sinnvoller, sich die gesuchten Ausgédnge
des Zufallsvorgangs aus anderen zusammenzustellen anstatt direkt vorzugehen.

Definition 2.1 (Menge): Eine Menge ist eine Zusammenfassung verschiedener Objekte zu einem Gan-
zen. Die einzelnen Objekte werden Elemente genannt.

Mengen werden entweder durch eine Auflistung ihrer Elemente oder durch eine definierende Eigen-
schaft angegeben.

Beispiel 2.2: Sei A eine Menge der Zahlen auf einem Wiirfel. Wir konnen A als
A=1{1,2,3,4,5,6} oder A = {n : nist eine natiirliche Zahl mit 1 < n < 6}

schreiben.

Notation: Die leere Menge wird mit @ dargestellt.

Definition 2.3 (Grundbegriffe der Mengenlehre): (i) Die Eigenschaft x ist ein Element von A wird
mit x € A notiert, das Gegenteil mit x ¢ A.
(if) Fiir A C B, d.h. A ist Teilmenge von B, gilt dass fiir alle x € A auch x € B gilt.
(iii) Die Schnittmenge A N B ist die Menge aller Elemente, die sowohl in A als auch in B sind. Fiir
allex € ANBgiltx € Aund x € B.
(iv) Die Vereinigungsmenge A U B ist die Menge aller Elemente, die in A oder in B sind. Fiir alle
x€ AUBgiltx € Aoder x € B.
(v) Die Differenzmenge A \ B ist die Menge aller Elemente, die in A aber nicht in B sind. Fiir alle
x€ A\Bgiltx € Aund x ¢ B.
(vi) Die Komplementirmenge A° von A C () wird beziiglich einer Grundmenge () definiert und ist
die Menge aller Elemente, die in () sind, aber nicht in A.
(vii) Die Potenzmenge P(A) ist die Menge aller Teilmengen von A. Fiir alle M € P(A) gilt M C A.
(viii) Die Miichtigkeit von A bezeichnet die Anzahl der Elemente von A. Notiert wird sie mit |A| =
#{x:x e A}.
(ix) Die Gleichheit von zwei Mengen A und B ist gegeben, wenn A C Bund B C A gilt.
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2 Ergebnisse, Ereignisse und Wahrscheinlichkeit

(x) Zwei Mengen A und B sind disjunkt, wenn sie keine gemeinsamen Elemente haben, d.h. AN
B=0.

(xi) Die Mengen Aj, Ay, ... heilen paarweise disjunkt, falls fur alle Paare i und j mit i # | die
Mengen A; und A; disjunkt sind.

Zur Darstellung eignen sich hdufig Venn-Diagramme.

Beispiel 2.4: (a) Sei O = {1,3,4}. Dannist P(Q) = {@, {1}, {3}, {4},{1,3},{1,4},{3,4},Q}.
(b) Sei O ={1,2,3,4,5} und seien A} = {2,4,5} und Ay = {x € QO : x ungerade}. Dann gilt

AlUA, ={1,2,345 =Q A NA = {5}
AL\ Ay ={2,4} A\ A ={1,3} A =1{1,3}
(c) Seien A = {2,4,6}, B={1,2,3} und C = {1,3,5}. Dann gilt
ANBNC=0Q,

aber
ANB={2} AnNnC=® BNC=({13},

die Mengen sind somit nicht paarweise disjunkt, obwohl der Gesamtschnitt leer ist.

Definition 2.5 (Symmetrische Differenz): Die symmetrische Differenz zweier Mengen A und A, ist
definiert als

AAB:=(A\B)U(B\ A) = (AUB)\ (ANB)

Um kompliziertere Mengen und Mengenbeziehungen beschreiben zu kénnen, benétigen wir noch einige
Rechenregeln.

Satz 2.6 (Rechenregeln fiir Mengen): Seien A, B und C Mengen.
(i) Eindeutigkeitsgesetze

AUD = A, AND =0 und AUQ=Q, ANQ=A

(if) Kommutativgesetze
ANB=BNA und AUB=BUA
(iii) Assoziativgesetze
(ANB)NC=AN(BNC) und (AUB)UC=AU(BUCQC)
(iv) Distributivgesetze
(AUB)NC=(ANC)U(BNC) und (ANB)UC=(AUC)N(BUC)
(v) De Morgansche Regeln
(ANB)" = A°UB* und (AUB) = A°NB°

(vi) Aus A C B folgt fiir die Inklusion bei Negation B¢ C A°.
(vii) Die Differenzmenge A \ B lasst sich als Schnitt darstellen durch A N B€.
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2.2 Mengensysteme

2.2 Mengensysteme

Erneut an die Wahrscheinlichkeiten denkend, werden wir benétigen, dass betrachtete Familien von Men-
gen beziiglich der Operationen N, U und \ abgeschlossen sind.

Definition 2.7 (Algebra): Eine nichtleere Familie F von Teilmengen von () heifit Algebra, wenn
(Al) aus A € F folgt A° € F,
(A2) aus A1, Ap € Flolgt AJUAy € F
gilt.
Beispiel 2.8: (a) Sei () gegeben. Dann ist 7 = {&, ()} eine Algebra.
(b) Sei O = {1,2,3,4,5} und F = {®,{1,2},{3,4,5},Q}. Dann ist F eine Algebra. Allgemein ist
zu einer Menge A C () das Mengensystem {@, A, A°, )} eine Algebra.
(c) Sei Q= {0,1}N. Dann ist P(Q) eine Algebra. Allgemein ist die Potenzmenge eine Algebra.

Lemma 2.9 (Eigenschaften einer Algebra): Sei F eine Algebra und Aj, Ay, ..., A; € F.Dann gilt
(i) ©,0eF,
(i) A; N Ay € F,
(i) A; \ A € F,
n n
(iv) U Aje Fund N A; € F.
i=1 i=1
Beispiel 2.10: Wir betrachten das Beispiel 2.8 (c) erneut, sei A; = {1,2} und A, = {3,4,5}. Dann ist
auch A1NA, =0 € F.

Um Grenzwerte von Mengen bilden zu koénnen, bendtigen wir ein Mengensystem F, das nicht nur
beziiglich Vereinigung und Durchschnitt endlich vieler Mengen, sondern beziiglich Vereinigung und
Durchschnitt von abzihlbar unendlich vielen Mengen abgeschlossen ist. Dazu nimmt man die folgende
Bedingung hinzu.

Definition 2.11 (c-Algebra): Sei F eine Algebra.
(A3) Aus Ay, Ay, ... € Ffolgt U A; € F.
i=1

Beispiel 2.12:

Sei Q) gegeben. Dann ist P(Q) eine o-Algebra.

Lemma 2.13: Sei F eine o-Algebra und A1, Ay, ... € F. Dann gilt | A; € F.
i=1

1=

2.3 Zufallsereignisse

Die Ausginge, die bei einem Zufallsexperiment eintreten kdnnen, werden als Mengen modelliert. Sei E
ein Grundraum.

Definition 2.14 (Ergebnisse): Die Menge Q2 C E aller moglichen Ausgénge eines Zufallsexperiments
nennen wir Ergebnisraum oder Stichprobenraum. Die Elemente w € () heifien Ergebnisse oder Elemen-
tarereignisse. Eine Vereinigung von Elementarerignissen ist ein Ereignis.

Beispiel 2.15: (a) Bernoulli-Experiment: Einmaliger Minzwurf. Q) = {Kopf, Zahl} oder E = N und
O ={0,1}.
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2 Ergebnisse, Ereignisse und Wahrscheinlichkeit

(b) n-maliger Wiirfelwurf. E = N” und

0O =1{1,234,56}" = {w=(w,...,wn) : wj € {1,2,3,4,5,6} fiir 1 < i < n}. Zu beachten ist, dass
hier nicht jeweils ein w; das Ergebnis ist, sondern w = (wy, ..., wy).

(c) Die Strahlenwerte in Fukushima sollen zehn Jahre lang gemessen werden. Das benutzte Mess-
gerdt misst sehr hdufig, so dass die Zeit als stetig angenommen werden kann. Dann ist

Q= {f(t):0<t<3653,f € C([0,3653]]) },

wenn t = 0 genau dem 11. Mérz 2011 um 15:41 entspricht und eine Zeiteinheit einem Tag.

Die letzten zwei Beispiele zeigen, dass als Ergebniss eines Zufallsexperiments auch Folgen und Funktio-
nen auftreten kénnen und () deswegen nicht nur endlich sein kann, sondern auch unendlich abzéhlbar
oder sogar tiberabzdhlbar.

Beispiel 2.16: (a) Zum Beispiel 2.15 (d) ist Die ersten 3 Wiirfe ergeben Zahl ein Ereignis,
A = {(wj)1<i<p :w; =1fiir1 <i<3undw; € {0,1} fiird <i < n}.
(b) Zum Beispiel 2.15 (e) ist Der gemessene Wert bleibt unter 700 mSv ein Ereignis,

As = {f(t) :0 <t <3653, f € C([0,3653]]) und sup f(t) < 700}.

Mit dieser Modellierung ist es klar, wieso wir vorher die Mengensysteme definiert haben. Bevor wir uns
der Wahrscheinlichkeit zuwenden, schauen wir uns die Formulierung der Ereignisse als Mengen noch
etwas genauer an.

Anmerkung (Terminologie): (a) Wird bei einem Zufallsexperiment das Ergebnis w erzielt, so sagen
wir: Das Ereignis A tritt ein, falls w € A.

(b) Interessiert man sich fiir das Ereignis A€, so sagt man, dass A nicht eintritt.

(c) Ist A = @, so wird A das unmdgliche Ereignis genannt.

(d) Ist A = Q), so wird A das sichere oder wahre Ereignis genannt.

(e) Gilt A C B, so folgt aus dem Eintreten von A auch, dass B eintritt.

2.4 Wabhrscheinlichkeiten

Den auf diese Weise definierten Ereignissen wollen wir jetzt eine Kennzahl zuordnen, die wir Wahr-
scheinlichkeit nennen. Eine solche Zahl sollte nicht-negativ sein. Sie sollte normiert sein, damit wir die Er-
eignisse bewerten konnen. Aufserdem wollen wir Ereignisse sinnvoll verbinden kénnen.

2.4.1 Axiome von Kolmogorov

Die oben genannten Forderungen wurden von Kolmogorov in drei Axiomen festgehalten, die fiir den
allgemeinen Fall wie folgt aussehen:

10

Definition 2.17 (Kolmogorov-Axiome): Ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q), F,P) ist ein Tripel bestehend
aus einer Menge (), einer o-Algebra F und einer Funktion P : F — [0, 1], Wahrscheinlichkeitsmafs
genannt, mit den Eigenschaften

(i) Nichtnegativitit P(A) > 0 fiir alle A € F.

(ii) Normiertheit P(Q)) = 1.
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(iif) o-Additivitit Sind die Mengen A1, Ay, ... € F paarweise disjunkt, so gilt

P(gm)ziym&
i=1 1=

Anmerkung: Im abzdhlbar unendlichen Fall kann man die geforderte o-Algebra einfach durch die
Potenzmenge P(Q)) ersetzen. Im endlichen Fall kann man das Axiom der o-Additivitit vereinfa-
chend noch durch die Additivitit ersetzen, da sich jede unendliche Vereinigung in eine endliche
Vereinigung umschreiben lésst.

Aus diesen Axiomen lassen sich nun Rechenregeln ableiten.

Satz 2.18 (Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten): Sei (Q), 7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
A, Ay, Ay, ... € F.Dann gilt
(i) P(®) =0,
(i) P(A%) = 1 - P(A),
(iii) Aus A1 C Ay fOlgt IP(Al) < IP(Az),
(iv) P(A1 U Az) = P(Ar) + P(A2) —P(A1NA),

MP<G&>siPm»
i=1 i=1

BEWEIS (i) Wir wissen, dass QO = QU@ und QO N = @. Dann ist
1=P(Q)=P(QUR)=P(Q)+P(@) =1+DP(D),

und damit P(®) = 0.

(ii) Auch hier wissen wir, dass AN A = @ und A U A° = () und erhalten

1=P(Q) =P(AUA) =P(A) + P(A)

(iii) Da A7 C Aj ist, ldsst sich A, schreiben als A, = (A \ A1) U Ay, wobei Ay \ A und A4

disjunkt sind und damit folgt
P(A2) =P ((A2\ A1) U A1) =P(A2\ A1) + P(A1) > P(A)

(iv) Wegen A1 U Ay = (A1 \ (A1 NA2)) U(A1NAy) U (Az\ (A1 N Ay)), wobei die drei Mengen
disjunkt sind, gilt
]P(Al U Az) =P (Al \ (Al N Az)) —|-IP(A1 U Az) + P (Az \ (A1 N Az))
= (P(A1) —P(A1NA2)) + (A1 N Ap) + (P(A2) —P(A1 N Ay))
=P(A;) +P(A2) —P(A1 N Ay)

mit den Erkenntnissen aus (iii).
(v) Dies folgt durch Induktion aus (iii). O

Eine Verallgemeinerung des Satzes 2.18 (iv) ist der Allgemeine Additionssatz, auch Siebformel von Poincaré-
Sylvester genannt, bei dem fiir # Mengen alle k-weisen Schnittmengen (Paare, Tripel, usw.) betrachtet und
entsprechend addiert oder subtrahiert werden.

Satz 2.19 (Siebformel von Poincaré-Sylvester): Sei (), F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien
A1, Ay, ..., Ay € F.Dann gilt

P (G Ai) Y)Y P (AN nay) 2.1)
i=1

i=1 i 1<k <...<k;i<n

BEWEIS durch Induktion mit Hilfe des Satzes 2.18 (iv). (]
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2 Ergebnisse, Ereignisse und Wahrscheinlichkeit
2.4.2 Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum

Sei ) endlich, also |Q)| < co. Dann gilt natiirlich auch fiir alle A C ), dass |A| < co. Dann heif8t ein Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q), F, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 2.20 (Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum): Sei Q) endlich und F = P(Q). Ein endli-
cher Wahrscheinlichkeitsraum (Q), P(Q2), IP), bei dem alle Elementarereignisse gleichwahrscheinlich
sind, d.h. P ({w}) = ﬁ fiir alle w € Q, heif}t Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum.

Anmerkung: Sei (2, P(Q)), P) ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir alle A C Q) gilt dann

P(A) = % wegen der o-Additivitdt von Wahrscheinlichkeitsmafien. Die so definierte Wahrschein-

lichkeit heifst Laplace-Wahrscheinlichkeit.

Beispiel 2.21 (Zweimaliges Wiirfeln): Als erstes muss man sich tiber Q) klar werden:
0= {w = (i,j) : 1 <1i,j < 6,i = Augenzahl beim 1. Wurf, j = Augenzahl beim 2. Wurf}

Dann ist || = 36 und wir nehmen F = P(Q). Sei P : Q) +— [0, 1] ein Laplace-Wahrscheinlichkeits-
ma8, d. h. fiir alle wy, wy € QistP ({w1}) =P ({w2}) und ¥ P ({w}) =1, somit P ({w}) = 5
weN)

fiir alle w € Q. Das Tripel (0, P(Q), P) bildet einen Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum.

Sei nun A = {Gesamtaugenzahl > 10} = {(4,6), (5,6), (6,6), (5,5), (6,5), (6,4) }. Dann ist |A| = 6
und P(A) = % = %.

2.4.3 Kombinatorische Wahrscheinlichkeiten

Oft ldsst sich die Grofe des Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum wie auch diejenige eines gesuchten
Ereignisses durch kombinatorische Uberlegungen herausfinden. Dazu benétigen wir noch einige Begrif-
fe.

Definition 2.22 (Fakultat): Fiir eine natiirliche Zahl n definieren wir n Fakultit als
m=n-n—-1)-n—-2)-...-2-1,
weiterhin ist 0! = 1 (als leeres Produkt).

Definition 2.23 (Binomialkoeffizient): Fiir zwei natiirliche Zahlen n; und n, mit ny > n, definieren
wir den Binomialkoeffizienten als
nyy\ . 711!
(1’12> o 1’12! . (Tll — 1’12)!'

Lemma 2.24 (Multiplikationsregel): Werden n Zufallsexperimente ausgefiihrt und hat das Experi-
ment k immer (ohne Beachtung der Ergebnisse in den vorherigen Experimenten) 7, mogliche Er-
gebnisse, so ist die Gesamtanzahl der Ergebnisse 111 - 113 - ... - 11yy.

Damit kommen wir jetzt zu den Urnenmodellen.

Definition und Lemma 2.25 (Urnenmodell): In einer Urne liegen N durchnummerierte Kugeln. Es
werden n Kugeln zufillig gezogen. Die Ziehung kann mit oder ohne Zuriicklegen und mit oder
ohne Beachtung der Reihenfolge geschehen.
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2.4 Wahrscheinlichkeiten

(i) Ziehen mit Reihenfolge und mit Zuriicklegen: Damit ist der Ergebnisraum
O={w=(wy,...,wy) :wj €{1,...,N}}

mit der Méchtigkeit |QQ| = N™.
(ii) Ziehen mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen: Hier ist der Ergebnisraum

0= {w: (Wi,...,wy):w; €{1,...,N} mit w; #wjfijri;éj}

mit der Méchtigkeit |Q)| = ﬁ

(iii) Ziehen ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen: Der Ergebnisraum ist

O={w=(wy,...,wn) :wj €{1,...,Ntund wy < wp < ... < wy}

mit der Méchtigkeit | Q)| = % = I;] .

(iv) Ziehen ohne Reihenfolge und mit Zuriicklegen: In diesem Fall ist der Ergebnisraum

O={w=(w,...,wn) :wje{l,...,Ntund w; < wp < ... < wy}

mit der Michtigkeit | = (V411 (N o 1).

Beispiel 2.26: (a) Ein Ruderverein hat 23 (ein Vorsitzender und 22 weitere) Mitglieder und plant
sein jahrliches Sommerfest. Dabei wird der Vorsitzende von 5 Mitgliedern einmal tiber den See ge-
rudert. Der Verein konnte (252) = 26334 verschiedene Rudermannschaften aufstellen. Wir haben hier
den Fall ohne Reihenfolge und ohne Zurticklegen.

(b) Bei einer Tombola machen 87 Personen mit und es gibt 10 Preise zu gewinnen. Fiir den ersten
Preis wird der Name des Gewinners aus einer Urne gezogen, dann wird aus der gleichen Urne
der Name des Gewinners des zweiten Preises gezogen usw. bis alle 10 Preise vergeben sind. Wir

haben ?—;i mogliche Gewinner-10-tupel. Unter den Teilnehmern ist das Ehepaar Miiller. Wie grof ist

die Wahrscheinlichkeit, dass beide Miillers unter den Gewinnern sind? Wir haben |Q)| = % und
betrachten wieder das Gegenereignis. Seien
: , . 86!
A = {kein Herr Miiller} mit |A| = el
. , . 86!
B = {keine Frau Miiller} = mit |A|= el
I . 85!
C = {gar kein Miiller} = mit |A|= =

Dann ist

PP (beide Miiller) = 1 — (P(A) +P(B) — P(C))
86! , 86! 85!
76!

76! — 751 —
T 0,012 =1,2%
77!

:1—

(c) In einer Gruppe sind 30 Personen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Personen mit
dem Geburtstag am gleichen Tag darunter sind.

Zuerst wird jeder Person ein Geburtstag zugeordnet. Wir ziehen also mit Reihenfolge und mit Zurtick-
legen, da jede Person eindeutig einen Geburtstag bekommt und diese sich auch wiederholen kénnen.
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2 Ergebnisse, Ereignisse und Wahrscheinlichkeit

Mathematisch formuliert ist N = 365 die Anzahl der moglichen Geburtstage und n = 30 die Anzahl
der Leute. Dann ist QO = {w = (wy,...,wy) 1 w; € {1,...,N}} und |Q] = N". Das Ereignis

Ay = {mindestens 2 Personen haben am gleichen Tag Geburtstag }
lésst sich schreiben als
= {w: (w1,...,wn) €Qresgibtl <i,j<mnmiti #j:w; :a)]-}.
Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit wihlen wir den Ansatz tiber das Gegenereignis P(A,) =
1—P(AY), d.h. wir interessieren und fiir das Ereignis unter Beachtung der Reihenfolge, da wieder

jede einzelne Person betrachtet wird, und ohne Zurticklegen, weil wir mehrfache Geburtstage nicht
zulassen und haben

A;:{w:(wl,...,wn)EQ:wi#wjﬁirallel§i,j§nmiti7éj}

Die Méchtigkeit des Ereignisses ist dann

A = N . (N=1) - (N=2) .- (N=(n—1))
Al —— —— —_——
frei Wahl  : 11t am gewshlten Tag  nicht an den 2 gewéhlten Tagen nicht an den 1 — 1 gewahlten Tagen
und somit
N-(N-1)-...-(N— 1
piac) - NN=1) (Nt

N?l

Fiir die obige Gruppe von oben folgt P(Aszp) = 1 — P(A$;) ~ 0,7063162, also in etwa 71% der Falle
sind zwei Personen mit Geburtstag am gleichen Tag zu finden. Diese Fragestellung ist unter dem
Begriff Geburtstagsproblem oder Geburtstagsparadoxon bekannt.

2.5 Stochastische Unabhangigkeit und bedingte
Wahrscheinlichkeiten

Wir wollen uns nicht nur mit den Ereignissen selbst beschéftigen, sondern auch ihre Zusammenhénge be-
schreiben. Als erstes schauen wir uns den Fall an, dass es keine Verbindung zwischen ihnen gibt.

Wir setzen den Wahrscheinlichkeitsraum (), F,P) voraus.

2.5.1 Unabhangige Ereignisse

Wir nennen zwei Ereignisse A und B unabhingig voneinander, wenn das Eintreten von A die Wahr-
scheinlichkeit des Eintretens von B nicht verdndert.

Definition 2.27 (Unabhéngigkeit zweier Ereignisse): Zwei Ereignisse A,B € F heilen unabhingig,
wenn gilt
P(ANB) =P(A)-P(B). 2.2)
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2.5 Stochastische Unabhingigkeit und bedingte Wahrscheinlichkeiten

Wir sehen, dass diese Eigenschaft symmetrisch ist.

Anmerkung: Beim Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum sehen wir zur Interpretation, dass sich
die relative Haufigkeit nicht &ndert, wenn wir die Bezugsmenge von () zu A dndern
__|B] _|BNnA| P(ANB)

PO =0 T A T R

das Ereignis B in der Menge A anteilig also genauso oft auftritt, wie in der Grundgesamtheit ().

Lemma 2.28: Das sichere und das unmdgliche Ereignis sind von allen anderen unabhingig, insbe-
sondere sind sie von sich selbst unabhédngig. Umgekehrt gilt fiir ein Ereignis, welches von sich selbst
unabhéngig ist, dass seine Wahrscheinlichkeit entweder 0 oder 1 ist.

BEWEIS Sei A € F. Dann gilt
xP(ANQ)=P(A)=P(A)-1=P(A) -P(Q),
P(ANQY)=P@)=0=0-P(A) =P(Q) -P(A),

wobei A keinerlei Einschdnkung unterworfen war, insbesondere gilt die Argumentation fiir A = O
und A = @. Sei nun B € F von sich selbst unabhingig, also

P(B) = P(BN B) = P(B) - P(B)
falls IP(B) # 0, konnen wir beide Seiten durch IP(B) teilen
1="P(B),
andernfalls ist gerade IP(B) = 0. O

Wir kénnen die Definition auch auf Familien von Ereignissen ausweiten.

Definition 2.29: Seien A, ..., A, € F.DieEreignisse Ay, ..., A, heifflen unabhédngig, wenn fiir jedes
1 <k < nundjede Auswahl {iy,..., i} C {1,...,n} gilt

P(A;,N...NA;) =P(A;)-...- P(A;). (2.3)

Anmerkung: (a) Wir miissen die Eigenschaft der Unabhingigkeit fiir jede Auswahl der Mengen der
Familie fordern, denn sonst wére jede Familie unabhédngig, wenn ein A; = @ fiir 1 <7 < n wire.
(b) Betrachten wir das Beispiel des 2-maligen Wurfs mit einer fairen Miinze, also

0 =1{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
und dabei die Ereignisse

A = {beim ersten Wurf Kopf} = {(0,0),(0,1)}
B = {beim zweiten Wurf Kopf} = {(0,0),(1,0)}
C = {Anzahl der Wiirfe mit Kopf ist gerade} = {(0,0), (1,1)}

Dann gilt
IP(A):% P(ANB) :%:IP(A)JP(B)
IP(B):% P(ANC) :%:IP(A)-IP(C)
IP(C):% P(BNC) :%:IP(B)'IP(C)
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2 Ergebnisse, Ereignisse und Wahrscheinlichkeit

aber
P(ANBNC)==>#=-=-=

Deswegen ist paarweise Unabhéngigkeit nicht ausreichend fiir die Unabhéngigkeit einer Familie
von Mengen.

2.5.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit

16

Beispiel 2.30: (a) Eine Familie mit zwei Kindern hat mindestens einen Jungen. Was ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass sie zwei Jungen haben?

Alle Moglichkeiten mit mindestens einem Jungen sind (M, J), (J, M), (], ]). Von diesen drei ist eine
die gesuchte, d. h. die Antwort ist %

(b) Das jiingere Kind einer Familie mit zwei Kindern ist ein Junge. Was ist die Wahrscheinlichkeit,
dass sie zwei Jungen haben?

Hier sind die Moglichkeiten (J, M), (], ]), also nur zwei und damit ist die Antwort .

Definition 2.31 (Bedingte Wahrscheinlichkeit): Seien A und B zwei Ereignisse mit P(A) > 0. Dann

ist
P(ANB)

P(B|A) := P(A)

(2.4)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von B gegeben A.

Anmerkung (bedingte Wahrscheinlichkeit ist ein WahrscheinlichkeitsmaR): Sei A € F mit P(A) > 0.
Dann gilt, dass die Abbildung

P(-|A) : F — [0,1]
B — P(B|A)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Dazu iberpriifen wir die Axiome von Kolmogorov.
()0 <P(BJA) <1wegen0 <P(BNA)<P(A),

(i) P(Q]4) = T,

(iif) Seien By, By, . . . paarweise disjunkt, so sind auch B; N A paarweise disjunkt. Damit gilt

i=1 i=1

(GBi) NA= 6 (BiNA)

und wir haben

P(A) P(A) 4

© P (U2{(BiNnA ~1P(BiNA d
P (U B,-|A) _PUEBNA) L PBNA) Y P(B;|A). (2.5)
i=1
Lemma 2.32: Sind zwei Ereignisse A und B unabhéngig, so ist P(B|A) = IP(B)
BEWEIS Da P(A) > 0ist, gilt

P(B|A) = PE;(Z)B) = IP(I’S()E;B) = P(B). 0
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2.5 Stochastische Unabhingigkeit und bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beispiel 2.33: Wir betrachten zweimaliges Ziehen ohne Zurticklegen aus einer Urne mit N Kugeln,
R roten und N — R blauen, und definieren die Ereignisse

A ={w = (wy,wy) : wy =rot},
B = {w = (w1, w7) : wp = rot}

Wir kennen P(A) = & und P(ANB) = SES:% und somit P(B|A) = &=L

Es folgen drei wichtige Aussage tiber bedingte Wahrscheinlichkeiten.
Definition 2.34 (Partition): Die Mengenfamilie By, ..., B, C () ist eine Partition von (), falls By U
..UBy, =Qund B; N B =Qfurallel <i,j < nmiti # j gilt.
Satz 2.35 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit): Es seien By, ... B, € F eine Partition von () und
gelte P(B;) > 0 fiir alle 0 < i < n. Dann gilt

ilP (A|B;)P (2.6)
i=1

fir alle A € F.
BEWEIS Definiere C; = AN B; fir 1 < i < n. Dann sind die Mengen Cy, ..., C, disjunkt und A =
CiU...UCyundes gilt

n n n

P(A) =) P(C) =) P(ANB;) =) P(A[B)P(B). O

i=1 i=1 i=1

Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit wird vor allem zu Modellierung mehrstufiger Experimente
verwendet.

Beispiel 2.36 (Zweistufiges Experiment): Betrachte 10 Urnen mit jeweils 9 Kugeln. Die erste Urne
enthdlt 9 rote Kugeln, die zweite 8 rote und eine blaue, usw., die zehnte Urne enthélt 9 blaue Ku-
geln. Es wird zufillig eine Urne ausgewdhlt. Anschlieffend wird zweimalig aus dieser Urne mit
Zuriicklegen gezogen. Dann ist

O = {w = (w1, wy,w3) : w1 € {Urne1,...,Ume 10}, wy, w3 € {rot,blau}}}
die betrachtete Grundgesamtheit. Wir definieren die Ereignisse
B; = {w = (wy,wy, w3) : w1 = Urne i},
A1 = {w = (wl,wz,wg) LWy = I'Ot},
Ay = {w = (wl,wz,w3) w3 = I'Ot}

und interessieren uns fiir P(A;) und P(Ap|A;). Wir kennen P(B;) = & und P(4;|B;) = 1.
Damit berechnen wir

10 1 O10-7 12 1
P(A;) =Y P(A{|B)P(B) = — =—Yi=_2.
Weiter gilt
P(A1NAy) .-
P(Ay|Ap) = P4 =2-P(A1NAy) =2-) P(A;NAB)P(B)
1 i=1
28 /10— 2 2 9-10-19 _ 19
104\ 9 9= -9 6 27
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2 Ergebnisse, Ereignisse und Wahrscheinlichkeit
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Satz 2.37 (Bayes-Formel): Es seien By, ... B, € F eine Partition von Q) und es gelte IP(B;) > O fiir alle
1 <i < n. Dann gilt
IP(A|By)P (By)

- 2.7)
L. P(AIB)P(B)

P(By|A) =

fiiralle A € F mitP(A) >0undallel <k < n.

BEWEIS Mit zweimaliger Anwendung der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit wissen wir,
dass

P(ANBy)  P(A[B)P(By)  P(A|B)P(By)

P(B|A) = = R
1 P(A) P(A) Y. P(A|B;)P(B;)
i=1

7

wobei die letzte Gleichheit aus dem Satz 2.35 folgt. g

Beispiel 2.38: Wir betrachten das Modell aus dem Beispiel 2.36 und interessieren uns fiir IP(Bg|A1):

0—k 1
P(B A = _PAIBIPGB) _ Tyt 10—k 10—k
Ly P(A1|B)P(B:) ity 15
i=1 i=0

Beispiel 2.39 (Mammografie): | Etwa 1% aller Frauen zwischen 40 und 50 haben Brustkrebs. Eine
Frau mit Brustkrebs bekommt mit 90% Wahrscheinlichkeit ein positives Ergebnis, eine Frau ohne
Brustkrebs erhilt mit 10% Wahrscheinlichket ein falschlicherweise positives Ergebnis. Wir definieren
die Ereignisse

A = {Frau hat Brustkrebs}
B = {positives Testergebnis}

Wir interessieren uns fiir P(A|B):

P(B|A)-P(A)
P(A|B) = P(B|A) -P(A) +P(B|Ac) - P(A°)
0,9-0,01 0,009 9

=0,9:0,00+0,1-0,99 _ 0.009+0099 _ 108 = >

d.h. von allen Personen, bei denen der Test positiv ausfillt, sind nur 8.3% erkrankt.

Beispiel 2.40: Wir betrachten die Zinsentwicklung einer Anlageform innerhalb eines vorgegebenen
Zeitraumes und definieren die Ereignisse

A; = {Der Zins fillt um 0,5%}
Ay = {Der Zins bleibt unverdndert}
Az = {Der Zins steigt um 0,5%}

der Einfachheit halber sei ) = A1 U A, U Az und

B = {Anlageberater sagt, der Zins steige}
Wir kennen die folgenden Einschédtzungen

P(A1) =0,1 P(Az) = 0,6 P(A3) =0,3
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2.5 Stochastische Unabhingigkeit und bedingte Wahrscheinlichkeiten

und die Erfahrungswerte

P(B|A;) = 0,15 P(B|A) = 0,3 P(B|A3) = 0,75

Wir interessieren uns fiir P(A1|B), P(Az|B) und P(Aj3|B).

P(B) = P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) + P(B|A3)P(A3)
=0,15-0,14+0,3-0,6+0,75-0,3 =0,42

und damit

0,15-0,1
P(A1|B) = —on > 0,036 P(Az|B) ~ 0,429 P(A3|B) ~ 0,536
Unsere Unsicherheit beziiglich des Eintretens des uns interessierenden Ereignisses Aj ist also mit
Hilfe der Information B gestiegen. (Wir haben noch keine Aussage, was passiert, wenn der Anlage-
berater etwas anderes vermutet.)
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3 Zufallsvariablen und Verteilungen

Zufallsvariablen sind ein weiteres Instrument bei der Beschiftigung mit Zufallsexperimenten. Sie kom-
men immer dann zum Einsatz, wenn wir uns nicht fiir die Einzelheiten der Ergebnisse und Ereignisse
interessieren, sondern nur eine Zusammenfassung brauchen.

3.1 Grundbegriffe

Eine Zufallsvariable ordnet jedem Elementarergebnis eine Zahl zu.

Beispiel 3.1: Ein Unternehmen hat drei neue Produkte A, B und C entwickelt, deren Erfolgswahr-
scheinlichkeiten auf 70,90 und 60% eingeschétzt werden. Die Produkte selbst sind voneinander un-
abhingig und deren Erfolg wére etwa gleich anzusetzen. Die Frage ist, mit wie vielen erfolgreichen
Produkten zu rechnen ist. Wir konnen die Ereignisse

A = {Produkt A ist erfolgreich}, B = {Produkt B ist erfolgreich}, C = {Produkt C ist erfolgreich}

definieren und betrachten die 8 Elementarereignisse:

Elementarereignis Wahrscheinlichkeit Anzahl der Erfolge deren Wahrscheinlichkeit

A°NB‘NCe 0.012 0 Erfolge 0.012
ANB‘NCe 0.028
A°NBNCE 0.108 1 Erfolg 0.154
A°NB°NC 0.018
ANBNCe 0.252
A°NBNC 0.162 2 Erfolge 0.456
ANB‘NC 0.042
ANBNC 0.378 3 Erfolge 0.378

Wir haben die Elementarereignisse zu interessierenden Ereignissen sortiert. Diese Sortierung, also
die fragebezogene Zuordnung der Elementarereignisse zu den Zahlen 0, 1,2, 3 ist eine Zufallsvaria-
ble. Diese ist eine Funktion auf den Elementarereignissen.

Anmerkung: Zur Definition der Zufallsvariable benétigen wir eine Regularitatsbedingung, die Mess-
barkeit. Sei (Q), F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion X : () — R heif3t beziiglich der
o-Algebra F messbar, wenn

{w:X(w) <y} eF (3.1)

fir alley € R gilt.

Definition 3.2 (Zufallsvariable): Sei (Q), 7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Zufallsvariable ist ei-
ne messbare Funktion X : O — R.
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Anmerkung: Eine Zufallsvariable heif$t zwar Variable, ist aber eine Funktion.
Beispiel 3.3: Die Zufallsvariable aus Beispiel 3.1ist X : QO — {0,1,2,3} C R.

Anmerkung: Oft interessiert man sich nicht fiir einen speziellen Wert, den X annimmt, sondern ob
sie in einen Bereich fillt, also fiir X € B, wobei B C Riist, z.B. B = (—oo,c] oder B = [c1,d1] U [c2, d2].
Deshalb betrachten wir auch im Bildraum IR von X eine o-Algebra. Dazu nehmen wir die sogenannte
Borel-0-Algebra, die als die kleinste o-Algebra von Teilmengen von IR, die alle offenen Intervalle von
R enthilt, definiert ist, d. h.

B(R) :(T({(a,b) co<a<h< oo})

Durch Bildung von Schnitten iiber unendlich viele Mengen enthélt B(IR) auch alle halboffenen und
abgeschlossenen Intervalle, denn

(a,b] = ﬁ (a,b+1/n) € B(R)
n=1
[a,b) = ﬁ (a—1/n,b) € B(R)

3
Il
—

&
=

I
3

(a—1/n,b+1/n) € B(R)

3
Il
-

und damit sind auch einelementige Mengen

{c} = ﬁ (c=1/n,c+1/n) € B(R)

n=1
enthalten. Damit konnen wir Gleichung (3.1) schreiben als
{w:X(w)eB} e F firalle Be B(R), (3.2)
was dquivalent ist.

Notation: Bei der Definition von B(RR) haben wir eine Notation verwendet, die der Erlduterung
bedarf. Zu einer Grundmenge () und einer Menge von Mengen G aus (), also fiir alle G € G gilt
G € Q bezeichnet 0 (G) eine o-Algebra, die von G erzeugt wird. Sie enthélt alle Mengen aus G, d. h. fiir
alle G € G gilt G € ¢(G) und dariiber hinaus enthilt sie alle Mengen, die sich durch Anwendung
der Komplementbildung und (unendlicher) Vereinigung aus diesen zusammenstellen lassen. Damit
erfiillt 0(G) die Eigenschaften (A1), (A2) und (A3) aus den Definitionen 2.7 und 2.11 und ist eine
o-Algebra, und zwar, da bei dieser Konstruktion zusétzlich nichts ,tiberfliissiges” hinzukam, die
kleinste o-Algebra, welche G enthilt.

Eine alternative Interpretation ist, dass ¢(G) der Schnitt aller o-Algebren ist, die G enthalten. Damit
fallen auch alle nicht ,notwendigen” Mengen heraus und sie ist die kleinste o-Algebra, welche G
enthalt.

Ein Spezialfall ist die von einer Menge erzeugte o-Algebra. Fiir eine Menge A C Q) ist 0(A) =
o ({A}) = {®@, A, A%, Q} und damit die kleinste 0-Algebra, die A enthalt.

Notation: Es ist {iblich eine Zufallsvariable mit einem grofSen lateinischen Buchstaben zu bezeich-
nen. Der Wert X (w) einer Zufallsvariablen X wird mit dem entprechenden Kleinbuchstaben, hier x
bezeichnet, und Realisierung von X genannt.
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3.1 Grundbegriffe

Beispiel 3.4 (Indikatorfunktion): Sei (Q), F,IP) gegeben und A € F ein Ereignis. Die Indikatorfunktion

ist definiert als
1, fallsw € A,
1 = 3.3
Alw) {o, falls w ¢ A. (3.3)

und wir betrachten die Zufallsvariable X(w) = 1(w) und haben

A, falls1 € Bund 0 ¢ B,
AS, fallsO € Bund 1 ¢ B,
Q, fallsO € Bund 1 € B,
Q, fallsO0 ¢ Bund 1 ¢ B

{w:X(w) e B} =

fiir alle B € B(R).

Definition 3.5 (Verteilung): Sei (Q), F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : QO — R eine Zufalls-
variable.
(i) Dann heif$t die Funktion

Fx(y) :== P ({w €0 X(w) < y})
fiir alle y € R Verteilungsfunktion von X. Es gilt Fx : R — [0, 1].
(ii) Die Funktion
Px(B) := P ({w €0: X(w) e B})

fiir alle Mengen B der o-Algebra B(IR) heif$t Verteilung von X und es gilt Px : B(R) — [0,1].

Satz 3.6 (Eigenschaften der Verteilungsfunktion): Sei X eine Zufallsvariable und Fx ihre Verteilungs-
funktion. Dann gilt
(i) Asymptotisches Verhalten gm Fx(y) =0und 1jh_r)n Fx(y) =1,
y —00 oo
(ii) Rechtsstetigkeit ; —1>1zI,Iy1>z Fx(y) = F(z) und y_l}gr;q Fx(y) existiert,
(iii) Monotonie Fx(y) < Fx(z) firy < z.

Notation: Die folgenden Schreibweisen sind zur Vereinfachung tiblich:

Fx(y) =P(X <y)
Px(B) = P(X € B)

Anmerkung: Die Funktion Py ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, auch von X induziertes Wahrscheinlich-
keitsmafd genannt, und wir erhalten den Wahrscheinlichkeitsraum (R, B(RR), Px).

Anmerkung: Wir haben zuerst eine neue Grundmenge genommen, uns dann eine c-Algebra defi-
niert und im Anschluss ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf demselben mit Hilfe von X gebastelt. Die
Abbildung P — Py heifst auch MafStransport.

Arten von Zufallsvariablen Wir unterscheiden zwischen diskreten und stetigen Zufallsvariablen. Diskret
ist eine Zufallsvariable, wenn die Realisation nur einzelne bestimmte Werte eines Intervalls annehmen
kann. Stetig ist sie hingegen, wenn im Prinzip jeder beliebige Wert eines Intervalls angekonnem werden
kann. Besteht die Realisation aus nur einer Grof3e, so nennen wir die Zufallsvariable ein-dimensional, setzt
sie sich aus mehreren Zahlen zusammen, nennen wir sie mehr-dimensional.

Wir wollen zuerst diskrete Zufallsvariablen untersuchen.
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3.2 Diskrete Zufallsvariablen

Dazu benétigen wir die folgende

3.2.1 Grundbegriffe

Definition 3.7 (Diskrete Zufallsvariable): Eine Zufallsvariable heifdt diskret, wenn es eine endliche oder
abzidhlbar unendliche Teilmenge W C R gibt mit P(X € W) = 1.

Im Abschnitt 2.4 haben wir diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen definiert. Eine Zufallsvariable ist
genau dann diskret, wenn ihre Verteilung diskret ist. Analog gilt fiir diskrete Zufallsvariablen, dass sie
vollstandig durch ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion beschrieben werden.

Definition 3.8 (Wahrscheinlichkeitsfunktion): Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich
W = {x1,x2,...}. Dann heifit die Funktion p : W — [0, 1] definiert durch

p(x;) =P ({w : X(w) = xi}) =P(X =x;), (3.4)
die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X, auch Zihldichte genannt.

Anmerkung: Gelegentlich wird p zu einer Funktion auf ganz R ausgedehnt, indem p(x) = 0 fiir
x € R\ X(Q) gesetzt wird.

Beispiel 3.9: Wir betrachten wieder die Indikatorfunktion aus dem Beispiel 3.4. Sie ist eine diskrete
Zufallsvariable mit dem Wertebereich {0, 1}. Die zughorige Wahrscheinlichkeitsfunktion ist gegeben
durch p(1) = P(A) und p(0) =P(A°) =1—-P(A).

Beispiel 3.10 (Miinzwurf): Wir betrachten 4-maliges Werfen einer fairen Miinze. Sei X definiert durch
X(w) = w1 + wy + w3 + wy die interessierende Zufallsvariable. Sie ist diskret mit dem Wertebereich
{0,1,2,3,4}. Wir erhalten dann die Wahrscheinlichkeitsfunktion

k 0 1 2 3 4
pk) 1/16 4/16 6/16 4/16 1/16

Damit ldsst sich ganz leicht die Wahrscheinlichkeit aller Ereignisse der Form {X € A} berechnen,
z.B.ist A = (—00,2] und P(A) = P(X < 2) = p(0) + p(1) + p(2) = 11/16.

3.2.2 Charakterisierung diskreter Zufallsvariablen

Es gibt eine Vielzahl praktisch auftretender Verteilungen, deren ,,Form” sich stark unterscheidet. Wir wol-
len uns im Folgenden Méglichkeiten ansehen, diese , Form” zu charakterisieren. Dazu fithren wir die Be-
griffe des Erwartungswertes und der Varianz ein und beschreiben deren Eigenschaften.

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen ist der Wert, der sich gemittelt tiber alle Realisierungen, ge-
wichtet mit der Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens, ergibt. Er sollte nicht mit dem wahrscheinlichsten
Einzelwert verwechselt werden. Das Konzept stammt aus der Untersuchung von Gliicksspielen, wo der
Erwartungswert den durchschnittlichen Gewinn oder Verlust bei praktisch unendlicher Wiederholung
des Spiels beschreibt.
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Definition 3.11 (Erwartungswert): Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich W und p ih-
re Wahrscheinlichkeitsfunktion. Der Erwartungswert von X existiert, falls )", |x| - p(x) < oo. Der
Erwartungswert ist dann definiert als

E(X):= ), x-p(x), (3.5)
Xew
als Symbol wihlt man manchmal y oder p.
Beispiel 3.12: Betrachten wir die Zufallsvariable aus Beispiel 3.10. Dann ist
1 4 6 4 1

der Erwartungswert in dem Spiel, d. h. von vier Wiirfen mit einer fairen Miinze werde zweimal Kopf
erwartet. Das entspricht auch dem common sense.

Lemma 3.13 (Erwartungswerte von Indikatorfunktionen): Sei (Q), 7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
seien A, B € F. Dann gilt fiir die Indikatorfunktionen 1 4 und 1p, dass

E(14) = P(A) und E(1415) = P(ANB). (3.6)

BEWEIS Aus der Definition der Indikatorfunktion 3.4 wissen wir, dass 14(A) = 1, fallsw € A, und
14(A) =0, fallsw ¢ A. Dann ist

E(14) =1-P(A)+0-P(A°) = P(A).

Weiter ist
1, weA wEeEHRB,
0, weAwé¢B, 1, we ANB,
(1alp)(w) Alw) - 1p(w) 0, weé A weB, {0, wdé ANB,
0, wéAw¢B,
und mit dem ersten Teil folgt die Behauptung. g

Anmerkung: Das vorige Lemma gibt uns ein Werkzeug an die Hand, wie die Mengenoperation
Schnittbildung durch eine Multiplikation ersetzt wird. Zusammen mit der Eigenschaft der Kom-
plementdrmenge und ihrer Berechnung, siehe Beispiel 3.9, und damit auch der Berechnung von
Vereinigungen, kénnen wir Mengenopertationen durch die einfacher handhabbaren Multiplikation
und Addition ersetzen. Nicht zuletzt in der Programmierung erweist sich das als sinnvoll.

Satz 3.14 (Transformationformel fiir den Erwartungswert): Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wer-

tebereich W, p ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion, sei weiter u : W — IR eine Abbildung, fiir die
Y |u(x)|p(x) < oo gilt. Wir definieren Y := u(X) und es gilt

xeW

E(Y)=E@u(X)= ¥ u(x)-p) (37)
xeX(Q)
fiir den Erwartungswert der transformierten Zufallsvariablen Y.

BEWEIS Wir untersuchen die zugehorige Wahrscheinlichkeitsfunktion
) =P(Y=y)=PuX) =y)= ) pk),
(x)=y

x:u

mit der wir den Erwartungswert

EY)=)ypr(y)=)y )} p=Y ) upl) =} u)pQx)
y y

x:u(x)=y Y xu(x)=y x

berechnen. O
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Satz 3.15 (Dreiecksungleichung fiir den Erwartungswert): Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wer-
tebereich W, deren Erwartungswert existiert, d.h. Y |x|p(x) < co. Dann gilt
xeW

IE(X)| <E (|X]). (3.8)

BEWEIS Die Transformationsformel aus Satz 3.14 mit u(x) = |x| liefert

E(IX]) = ) |xlp(x) = ) |xp(x)| >

xeW xeW

Y xp(x)

xeW

= |E(X)]

wobei bei der Ungleichheit die Dreiecksungleichung fiir Summen reeller Zahlen verwendet wurde.[]

Satz 3.16 (Linearitat des Erwartungswertes): Seien X und Y zwei Zufallsvariablen auf dem gleichen
Wahrscheinlichkeitsraum, deren Erwartungswerte existieren. Dann gilt fiira,b € R
(i) E(aX) = aE(X),
(i) E(X+Y) = E(X) + E(Y),
(iii) E(b) = b.
BEWEIS (i) Aus der Transformationsformel haben wir mit der Funktion u(x) = a - x

E(aX) = Y (ax)p(x) = a Y xp(x) = aE(X)

X

(ii) Eine hinreichende Bedingung fiir die Gleichheit von Summen ist die Gleichheit und das Auf-
treten aller Summanden, somit

E(X+Y)=) zP(X+Y=2),

aus der Summe wir mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit (Satz 2.35) eine Doppelsumme
bilden

=) )Y zP(X+Y=2zX=x),

z X

die wir umstellen kénnen
=YY (z—x)+x)P(Y=z—x,X =x)
X z

und jetzt y := z — x definieren und wegen x,z € R gilt auch y € R, weswegen wir nun nur die
Reihenfolge der Summanden dndern

= ZZ(]/—H()IP(Y =y, X=x)
Xy
=YY xP(Y=yX=x)+) ) yP(Y=y,X=1x),
Xy Xy
=Y x)Y P(Y=yX=x)+) y) P(Y=y,X=x),
x y y X
der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit liefert

=) xP(X=x)+) yP(Y =y),
x y

= E(X) + E(Y).
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(iii) Die konstante Zufallsvariable X = b hat genau eine Realisierung, und zwar mit Wahrschein-
lichkeit 1. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ist dann p(b) = 1 und p(x) = 0 falls x # b. O

Anmerkung: Wir haben in diesem Beweis verwendet, dass X + Y eine Zufallsvariable ist. Allge-
meiner formuliert sagen wir, dass #(X,Y) eine Zufallsvariable ist, wenn u messbar ist. Das ist eine
Generalisierung des Transformationssatzes 3.14, die wir im Abschnitt 3.4 fiir mehrdimensionale Zu-
fallsvariablen kennenlernen werden. Die Aussage selbst werden hin und wieder vorwegnehmen.

Neben der Erwartung benétigen wir noch die Varianz einer Zufallsvariablen.

Definition 3.17 (Varianz): Sei X eine Zufallsvariable mit IE(X?) < co. Dann ist die Varianz von X
gegeben durch

VarX = E (X - E(X))*. (3.9)
Als Symbol wird oft 0% oder 0% verwendet. Die positive Wurzel aus der Varianz nennt man die
Standardabweichung von X.

Anmerkung: Aus der Bedingung E(X?) < oo folgt, dass E(|X|) < o, also die Existenz des Erwar-
tungswertes.

Mit dieser Definition als mittlere quadratische Abweichung ist die Varianz ein Maf fiir die Streuung.

Satz 3.18 (Rechenregeln fiir die Varianz): Sei X eine Zufallsvariable mit IE(X?) < co. Dann gilt
(i) Var(aX +b) = a®Var(X) fiira,b € R,
(ii) Var(X) = E(X?) — (E(X))>.
BEWEIS (i) Wegen der Linearitit des Erwartungswertes gilt E(aX + b) = alE(X) + b und es folgt

Var(aX +b) = E (aX +b— (aE(X) +b))> = E (a(X — EX))? = ®E (X — E(X))* = a*Var(X).

(ii) Ebenfalls aus der Linearitdt des Erwartungswertes folgt

2

Var(X) = E (X - E(X))? = E (X2 -2 (E(X)) X + (B(X))*) = E(X*) - (B(X))*. O

Die Varianz und den Erwartungswert in Beziehung setzend sehen wir, dass der Erwartungswert eine
Minimumeigenschaft besitzt.

Satz 3.19 (Minimiereigenschaft des Erwartungwertes): Sei X eine Zufallsvariable, fiir die E(X?) < oo
gilt, und sei a € R. Dann gilt

E(X —a)? = Var(X) + (E(X) —a)? (3.10)
und damit
E(X —a)? > Var(X). (3.11)
BEWEIS Wegen der Linearitit des Erwartungswertes ist E(X — EX) = 0 und damit folgt
E(X —a)? = E(X — EX + EX —a)?
=B ((X — EX)? + 2B(X — EX)(EX — a) + (EX — a)?)
= E (X~ EX)?) +2E (X - EX)(EX - 1)) + E ((EX - 0)?)
—E ((X . IEX)Z) +2(EX —a) -E (X —EX)+E ((EX - a)2>
= E (X — EX)* 4 (EX —a)?,
weiterhin ist der Term fiir 2 = [EX minimal. 0
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3.3 Stetige Zufallsvariablen

Fiir viele Zufallsexperimente, die wir modellieren wollen, benttigen wir ein Kontinuum an moglichen
Werten fiir die verwendete Zufallsvariable. Beispielsweise sind dies die Lebensdauer einer Person, eine
Zahl aus dem Intervall [0,1] oder der zuféllige Zeitpunkt an dem eine Option auf ein Wertpapier aus-
getibt wird usw. Der Wertebereich einer (absolut) stetigen' Zufallsvariablen ist iiberabzahlbar.

Definition 3.20: Eine integrierbare, nicht-negative Funktion f heifst Wahrscheinlichkeitsdichte, Dichte-
funktion oder Dichte der Zufallsvariablen X, falls fiir alle a,b € R mita < b gilt

b
P(a < X < b) = Px ((a,b]) = /f(x)dx. (3.12)

Verteilungen mit einer Dichtefunktion heifien (absolut) stetige Verteilungen. Die Verteilungsfunktion
Fx besitzt die Darstellung

y
Fx(y) = [ fx)dx. (3.13)

Anmerkung: (i) Fiir eine Dichtefunktion f gilt immer [ f(x)dx = 1. Umgekehrt wird von einer
Funktion f mit dieser Eigenschaft eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf IR definiert. Daher ist jede
Funktion f mit [ f(x)dx = 1 eine Wahrscheinlichkeitsdichte.

(if) Zwei Verteilungen Px und Py sind gleich, wenn ihre Dichtefunktionen bis auf endlich oder
abzéhlbar unendlich viele Werte tibereinstimmen.

Beispiel 3.21: Sei f.(x) = cx®- 11,1)(x) mit c € R eine Funktionenschar. Fiir welche Werte von c ist
fe eine Dichtefunktion?

Wir halten fest, dass fc(x) > 0 fiir alle x € R und alle ¢ € R gilt. Als néchstes bestimmen wir das

Integral
1

1
/cx3 “Lygqy(x)dx = /cx3dx =c- %x‘l T
0

d.h. fiir ¢ = 4 haben wir eine Dichte. Sei X eine Zufallsvariable mit der Verteilung mit Dichte fy.
Dann gilt

[

7 7 11 15
1 <1/2) = 3 = / Sdx =2 = — - — =~
P (/4 < X <1/2) /4x Lo (x)dx 4dx°dx = x i~ 16 256 256
1/4 1/4
und
a min{max{O,a},l} min{max{O,a},l}
P(X<a)= / 4x3]l[0/1](x)dx = / 4x3dx = x*
: 0
— 0 0

0 =falls0 > g,
={a* =falls0<a<1l,
1 =fallsl<a.

m allgemeinen Sprachgebrauch wird der Begriff stetig verwendet, mathematisch spricht man in dem Fall von absolut stetig.
Trotz unterschiedlicher Bezeichnungen wird in beiden Kontexten eine Zufallsvariable betrachtet, fiir deren Verteilung eine Dichte
(siehe Definition 3.20) existiert.

28
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Satz 3.22 (Eigenschaften der Verteilungsfunkion einer (absolut) stetigen Zufallsvariablen): Sei X eine (ab-
solut) stetige Zufallsvariable und sei Fx ihre die Verteilungsfunktion. Dann gilt
(i) Fiir jeden Punkt x € R gilt P(X = x) = 0.
(ii) Fir Intervalle erhalten wir
Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X<b)

und P(X > a) =1 — Fx(a).

3.3.1 Charakterisierung stetiger Zufallsvariablen

Wir gehen hier analog zum Abschnitt 3.2.2 fiir diskrete Zufallsvariablen vor.

Definition 3.23 (Erwartungswert): Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f. Der Erwartungswert
existiert, falls [ |x|f(x)dx < co und ist dann definiert durch

EX = / xf(x)dx. (3.14)

Beispiel 3.24: Sei X eine Zufallsvariable mit der Dichte fx(x) = 1/2- 1(g)(x). Dann ist

2 2

1 1 1,
E(X) = / X5 Lo (x)dx = E./ xdx = 2
0

Satz 3.25 (Transformationsformel fiir den Erwartungswert): Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dich-
te f und sei u : R — R eine messbare Abbildung. Dann gilt

E (u(X)) = / u(x) f (x)dx (3.15)

falls [ |u(x)| f(x)dx < coist.
Anmerkung (Analogie von Eigenschaften stetiger Zufallsvariablen): Die anderen Sitze zum Erwartungs-

wert aus dem Abschnitt 3.2.2 wie die Dreiecksungleichung (Satz 3.15) und die Linearitét (Satz 3.16)
gelten analog.

Fiir die Definition der Varianz (Definition 3.17) als auch ihre Eigenschaften (Satz 3.18) haben wir nur
die Definition des Erwartungswertes verwendet und kénnen sie deswegen problemlos iibernehmen.

3.4 Mehrdimensionale Verteilungen

Wir hatten es schon bei der Linearitdt des Erwartungswertes mit mehreren Zufallsvariablen zu tun und
waren davon ausgegangen, dass auch ihre Summe eine Zufallsvariable ist. Das miissen wir uns noch
genauer ansehen.
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3.4.1 Gemeinsame und marginale Verteilungen

Wenn wir mehrere Zufallsvariablen Xj, ..., X, betrachten, so konnen wir diese als einen Zufallsvektor

X =

(Xa,...,X,) auffassen.

Eigentlich sollten wir X als Spaltenvektor schreiben und damit konsequenterweise X = (Xi,..., X,)T.
Wir lassen das der besseren Lesbarkeit zu Grunde oft ungeschrieben.

30

Definition 3.26 (Zufallsvektor): Sei (Q), F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Xj, ..., X, Zufalls-
variablen X; : 3 — R fiir 1 < i < n. Die Abbildung X : 3 — R" heifit dann n-dimensionaler
Zufallsvektor mit den Komponenten (oder Koordinaten) Xi, ..., X;. Die Funktion Fx : R" — [0,1]
definiert durch

Fx(xl, .. .,xn) = FX],..‘,XW (xl, .. .,xn) = IP(Xl S X1, .,Xn S xn) (316)
heiflt gemeinsame (oder multivariate) Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X = (Xy,..., Xy).

Anmerkung: Dann ist X : O — R" eine messbare Funktion. Dazu miissten wir uns eigentlich die
Regularitdtsbedingung der Messbarkeit auf R" genauer ansehen. Man kann zeigen, dass die Mess-
barkeit von X = (X, ..., X;,) zur Messbarkeit aller Koordinaten X1, ..., X, ist.

Beispiel 3.27: Wir betrachten zweifachen Wiirfelwurf. Sei X = (X1, Xp, X3) : Q — R3 mit Werte-
bereich W = {2,3,...,12} x {1,...,6} x {0,1} Dabei bezeichnet X; die Summe der Augenzahlen
der zwei Wiirfel, X, die Augenzahl des ersten Wiirfels und X3 die Kodierung ob die Augenzahl des
zweiten Wiirfels gerade ist.

Satz 3.28 (Eigenschaften multivariater Verteilungsfunktionen): Sei X = (Xj,...,X;,) ein Zufallsvek-
tor mit der Verteilungsfunktion Fx. Dann gilt
(i) Asymptotisches Verhalten: Fiir alle x1,...x, € Rund alle1 <i < n gilt

lim Fx(xl,. e Xi—1, X, Xi 1, - ..,xn) = 0,

Xj——00

weiterhin

Iim  Fx(xq,...,x,) = 1.
X1 jeeerXn—200 X( L i’ i’l)

Seien1 < i < ... < iy < nIndizesund {j1,...,jux} :={1,...,n}\ {i1, ..., ik} die komlementére
Indexmenge. Dann ist

lim Fx(xl, ey xn) = lim FXI,”.,XH (Xl, ey Xn) = FXiln-vX

) m ‘ m (xil,...,xik)
XXk Yjr7 Xk

ik

die Verteilungsfunktion der k-dimensionalen Marginalverteilung der gemeinsamen Verteilung.
(ii) Rechtsstetigkeit: Fx ist stetig von rechts mit linksseitigen Grenzwerten, formal

Fx(xl,...,xn): lim Fx(xl +h1,...,xn+hn)

Ryt —0

fir alle x1,...x, € Rund alle hy,...,h,; > 0.
(iii) Monotonie: Fx ist monoton wachsend mit Werten im Intervall [0, 1], formal

FX(xlr---/xn) < Fx(X1 +h1/'--1xn+hn)

fir alle x1,...x, € Rund alle hy,...,h,; > 0.

Beispiel 3.29: Nehme einen Zufallsvektor X = (X7, X;) mit Wertebereich {0,1,2} x {5,10} und sei
die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion px, x, gegeben durch
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0 1 2
5| 1s 16 1/3 | 3/4
10 | Y12 /12 1/12 | 1/4
5 | 4/12 3/12 5/12

Dann ist PX1,X2 (1, 5) =1/4+1/6 = 5/12 und xllgl PXerZ(l’ X2) = FXl,Xz(LS) + FX1/X2(1’ 10) =7/12,
2 ()

da fiir grofiere xp nichts mehr hinzukommt.

Anmerkung: (i) Ein Zufallsvektor heifit diskret, wenn jede Koordinate X; fiir a < i < n diskret
ist. Dann existiert eine Wahrscheinlichkeitsfunktion px = px,, . x, von X.

(ii) Ist jede Koordinate X; fiir a < i < n stetig, so nennen wir auch den Zufallsvektor stetig. Es
existiert dann eine integrierbare Funktion fx = fx,, . x, von X.

(iif) Analog zur Verteilungsfunktion einer Marginalverteilung konnen wir die zugehorige Wahr-
scheinlichkeitsfunktion oder Dichte durch aufsummieren resp. integrieren erhalten. Seien {iy, ..., i }
und {1, ..., j,_k} zwei komlementire Indexmengen mit Indizes aus {1,...,n}. Dann gilt

Y pxyx (X, X)) = P Xy, (Xis oo %)
Jirern—k

und

/fX1,...,Xn (X1, ey xn)dle s dx]-nfk = fX .

3.4.2 Erwartungswert

Definition 3.30 (Erwartungswert): (i) Sei X = (Xj,...,Xn)T ein diskreter Zufallsvektor mit ge-
meinsamer Wahrscheinlichkeitsfunktion px bei dem alle Koordinaten X; mit 1 < i < n einen Erwar-
tungswert besitzen. Dann ist

x1px(x1,...,x
X x1 x1§ 1px(x1, ..., xp)

Xn
EX=E| : | = 2 o px(xr, . x) = :
Xn s Xn Y xan(xlr ceey xn)
X1 X
' (3.17)
lelepxl (xl) EXl
anpX,, (xn) EX,
Xn

der Erwartungswert von X.

(i) Sei Y = (Yq,..., Yn)T ein stetiger Zufallsvektor mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeitsdichte
fy bei dem alle Koordinaten Y; mit 1 < i < n integrierbar sind. Dann ist der Erwartungswert von Y
gegeben durch

Y, EY

EY=E| : :/---/(yl,...,yn)Tfy(yL...,yn)dyl...dyn =1 1. (3.18)
Yy R" EY,
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Beispiel 3.31: Wir beziehen uns auf das Beispiel 3.27. Der Erwartungswert ist

X1 EX; 7
EX=E| : |=[EXx | =|72],
X, EX; 1/2

da EX; =7 EX; = 7/2, EX; = 1/2 gllt

Satz 3.32 (Transformation von Zufallsvektoren): Sei X = (Xj, ..., X,) ein Zufallsvektor und u : R" —
R™ mit m > 1. Dann ist u(X) ein m-dimensionaler Zufallsvektor.

Korollar 3.33 (Allgemeine Transformationsformel fiir den Erwartungswert): Analog zum Satz (3.14) und
Satz (3.25) konnen wir die Transformationsformel fiir den Erwartungswert angeben.

(i) Sei X = (Xy,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor mit der gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
funktion p und sei u : R" — R™ eine Funktion. Dann gilt

Eu(X)) =Bu(Xy,...,Xn)) = Y u(x1,...,x2)p(x1,..., xn). (3.19)

X100/ Xn

(ii) Sei Y = (Y1,..., Yy) ein stetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsdich-
te f und sei u : R" — R eine Funktion. Dann gilt

Eu(Y)) =Eu(Yy,...,Yn)) = / u(yr, - Yn) fa, - Yn)dyr - .. dyy. (3.20)
YiriYn

Satz 3.34 (Eigenschaften des Erwartungwertes): Seien X = (Xi,..., X))  und Y = (Yy,...,Y;)T bei-
de n-dimensionale Zufallsvektoren, a4,b € R und A € R¥*" eine Matrix. Dann gilt
HE@X+bY)=aEX+bEY,
(i) B(AX) = AEX,
der Erwartungswert ist also linear.

3.4.3 Unabhangige Zufallsvariablen

Wir wollen das Konzept der Stochastischen Unabhingigkeit aus Abschnitt 2.5 auf Zufallsvariablen aus-
weiten.

Definition 3.35 (Unabhangige Zufallsvariablen): Seien X7, ..., X, Zufallsvariablen. Dann heiflen Xy, ..., X,
(stochastisch) unabhingig, falls

n
P(X1 €By,...,Xu € By) = [P(X; € By) (3.21)
i=1

fur alle By, ..., B, C R gilt.

Lemma 3.36: Die Zufallsvariablen Xi,..., X, sind genau dann unabhingig, wenn die Ereignisse
{Xi1 € By},...,{Xn € By} unabhingig sind fiir alle By, ..., B, C R.

Satz 3.37: Fiir zwei unabhéngige Zufallsvariablen X und Y gilt
E(XY) =EX-EY, (3.22)

falls EX und EY existieren. Seien X = (X1,...,X,;)Tund Y = (Y4,...,Y;) unabhingige Zufallsvek-
toren, so gilt
EXYT) = EX)E(Y)T. (3.23)
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BEWEIS Diese Aussage zeigen wir fiir diskrete Zufallsvariablen durch Nachrechnen, fiir stetige folgt
sie analog

E(XY)=) zP(XY=2)=) ) zP(XY=2X=x)

z z
x#0 Z 4
= ;;EMP <Y: o X= x)
yi%ZZnyP(Y =y, X=1x)
Yy

=) ) xyP(X =x)P(Y =y)
Xy

=) (xIP(X =x)) yP(Y = y))
x y

- (;le(X = x)) : (;yﬂ’(Y = y))

=EX-EY U

Satz 3.38 (Faltungsformel fiir Wahrscheinlichkeitsfunktionen): Seien X und Y unabhingige Zufalls-
variablen. Wir betrachten ihre Summe Z = X 4 Y.

(i) Sind X und Y diskret mit den Wahrscheinlichkeitsfunktionen px resp. py, so hat Z die Wahr-
scheinlichkeitsfunktion

pz(z) =) px(¥)py(z —x) =) _px(z—y)py(y). (3.24)
x y

(ii) Sind X und Y stetig mit den Wahrscheinlichkeitsdichten fx resp. fy, so hat Z die Wahrschein-
lichkeitsfunktion

fole) = [ Sxfele=dx= | fx(e =)o)y (6:25)

BEWEIS Das Ereignis {X + Y = z} schreiben wir unter Verwendung von x und y mit x + y = z als
disjunkte Vereinigung der Ereignisse {X = x} N{Y = y} = {X = x,Y = y} mit x € R. Dann
gilt y = z — x und es folgt mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit und der Definition der
Unabhéngigkeit im diskreten Fall, dass

P(X+Y=z)=) )Y PX=x,Y=y)=) P(X=xY=z—x)
X Yy X

=Y PX=x0)P(Y=z—x) =) px(x)py(z—2),

X
im stetigen analog. 0

Notation: Fiir die Faltung zweier Wahrscheinlichkeitsfunktionen schreiben wir px * py.

3.4.4 Varianz und Kovarianz

Definition 3.39 (Kovarianz und Korrelationskoeffizient): Fiir zwei Zufallsvariablen X und Y definie-
ren wir die Kovarianz durch

Cov(X,Y) = E ((X — EX)(Y — EY)) (3.26)
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und den Korrelationskoeffizienten durch

~ Cov(X,Y)
Pxy VVarXyVarY

Die Zufallsvariablen heiffen unkorreliert, falls px y = 0 ist.

(3.27)

Satz 3.40 (Rechnen mit Kovarianzen): Seien X und Y Zufallsvariablen. Dann gilt
(i) Cov(X, X) = VarX,
(i) Cov(X,Y) = E(XY) — (EX)(EY),
(ili) Var(X +Y) = VarX + VarY + 2 Cov(X,Y),
(iv) sind X und Y unabhéngig, so sind sie unkorreliert und es gilt

Var(X +Y) = VarX + VarY, (3.28)

falls alle Ausdriicke existieren.

Bewels Teil (i) folgt direkt aus den Definitionen 3.17 und 3.39, (ii) erhdlt man analog zum Satz 3.18
(ii) aus der Linearitdt des Erwartungswertes. Fiir Teil (iii) gilt

Var (X+Y) =B ((X+Y -E(X +Y))*)
:E((X—IEX—i—Y—IEY)z)
~E ((x —EX)?+ (Y —EY)2 +2- (X — EX)(Y — IEY)))
= VarX 4+ VarY + 2Cov (X, Y),
und Teil (iv) folgt hieraus dann direkt. O
Anmerkung: Aus Unkorreliertheit folgt nicht Unabhédngigkeit.

Beispiel 3.41 (Gegenbeispiel zur Umkehrung): Betrachte die Zufallsvariable X mit Wertebereich Wy =
{—1,0,1} und der Wahrscheinlichkeitsfunktion px(—1) = 1/4, px(0) = 1/2,px(1) = 1/4. Sei weiter
Y := X2. Dann gilt Wy = {0,1} und Y besitzt die Wahrscheinlichkeitsfunktion py (0) = 1/2, py(1) =
1/2. Dann gilt EX = 1/4- (—1) +1/2-04+1/4-1=0und EY =1/2-0+1/2-1 = 1/2 und die Kovarianz
ist

Cov(X,Y) =E (X —EX)(Y —EY)) = E (X(Y —1/2)) = E(XY) —1/2EX
=E(X3) =14 (1)} +1/2-0° +1/4-1* =0,

und damit ist auch pxy = 0, also sind X und Y unkorreliert. Sie sind aber nicht unabhingig, da
zZBP(X=0Y=1)=P(X=0X2=1)=0#1-1 =P(X=0) P(Y=1).

Definition 3.42 (Kovarianzmatrix): Sei X = (Xy,..., Xn)T ein Zufallsvektor und definiere die Kova-
rianzen s;; := Cov(X;, X]-) fur1 <i,j < n. Dann ist

511 512 --- Sun
Sp1 S22 ... Sp

X := CovX =E ((X ~EX)(X - EX)T) S (3.29)
Sul Sn2 .-+ Sun

die Kovarianzmatrix von X.
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Anmerkung: Zu beachten ist, dass auf der Diagonalen der Kovarianzmatrix die Varianzen zu finden
sind. Deswegen haben wir den Zusammenhang s;; = 0'1»2 fur die Eintrdge der Kovarianzmatrix mit
der Varianz.

Satz 3.43 (Eigenschaften der Kovarianzmatrix): Die Kovarianzmatrix X ist
(i) symmetrisch, d. h. s;; = sj;,
(ii) nicht-negativ definit, d. h. xTZx > 0 fiir alle x € R".

Gilt sogar xTEx > 0,s0ist & positiv definit.

3.5 Spezielle/Wichtige diskrete Verteilungen

Im Folgenden wollen wir uns einige in der Praxis hdufig vorkommende Verteilungen ansehen.

Notation: Ist eine Zufallsvariable X einer Verteilung F(x) := P(X < x) entsprechend verteilt, so
sagt man X ~ F.

Bernoulli-Verteilung
Sei A € OmitP(A) =y mity € (0,1) gegeben. Sei X eine Zufallsvariable, definiert durch
X(w) = Tx(w)

wobei wir das Eintreten von A mit Erfolg, dasjenige von A mit Misserfolg identifizieren. Der Wertebereich
W = {0,1} und X ist diskret mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

1 furk =1,
k =
p(k) {1;7 fiir k = 0.

Die Verteilung heifit dann Bernoulli-Verteilung mit Parameter 7.

Als Erwartungswert erhalten wir

EX=1-P(X=1)+0-P(X=0) =7

und als Varianz

VarX = E(X?) — (EX)? = (12 P(X=1)+0%P(X = 0)) it =n(1—17).

Binomial-Verteilung

Beispiel 3.44: Typisches Szenario als einfiihrendes Beispiel.
Seien X; unabhingige Zufallsvariablen fiiri = 1,..., n Bernoulli-verteilt mit Parameter ;7. Dann definiert

Sy := Xj + ...+ X, eine Zufallsvariable, die die Anzahl der Erfolge in n Experimenten angibt. Die
Wahrscheinlichkeitsfunktion ist

p(k) =P (S, =k) = <Z>’7k(l )"k firk=0,...,n,
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was aus der Uberlegung folgt, dass wir, um genau k Erfolge zu erhalten, k Erfolge und n — k Misserfolge
benotigen, wobei deren Reihenfolge unwichtig ist.

Notation: Die Binomialverteilung mit den Parametern n und # wird mit Bin(n, ) abgekiirzt.

Bevor wir den Erwartungswert ausrechnen, miissen wir uns noch folgende Identitdten kennen.

Lemma 3.45: (i) Fur k,n € N mitk > n gilt

('Z) — 0. (3.30)
k (’;) —n <Z i D . (3.31)

(iii) Fuir die nattirlichen Zahlen k, I, m gilt

()-506)

(ii) Fir k,n € Nmit0 < k < n gilt

Der Erwartungswert von S, ist dann

5L
und weiter
B (5u(5 ~1) = L ke 1) ()i -t
= LD ()t
= =1 (g )
= L= -

und damit die Varianz
Var(S,) = E(S2) — (ES,)?
=E (Sy(Sy — 1)) + ES, — (ESy)?
=n(n—1)n* +ny — (ny)* = ny — ny* = ny(1—1n)
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Beispiel 3.46: Im Beispiel 3.10 hatten wir es mit einer Binomialverteilung mitn =4 und 7 = 0,5 zu
tun. Damit ist ES, = 4 - 0,5 = 2 (was wir schon hatten) und VarSy, =4-0,5-0,5=1.

Satz 3.47 (Symmetrieeigenschaft): Sei X ~ Bin(n,7) und sei Y := n — X. Dann gilt
Y ~ Bin(n,1—17). (3.32)

BEWEIS Seien px und py die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X resp. Y. Dann ist

py(k)=P(Y=k)=Pn—X=k)=P(X=n—k)=px(n—k)

n _ —(n—
— ( k>77n k(l_q)n (n—k)

n p—
n —k
= () a-na-a-n)
was die Wahrscheinlichkeitsfunktion von Bin(n,1 — ) ist. O

Faltung binomialverteilter Zufallsvariablen

Seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen mit Bin(n, 1) bzw. Bin(m, i7)- Verteilung. Dann ldsst sich
die Wahrscheinlichkeitsfunktion von Z = X + Y berechnen

b (k) = lé ((111) pi(1— 17)11—1') , ((kﬂi i) i (1= q)m—(k_i)>
oot ()
= (1 — )tk (n +k m)

was die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Bin(n + m, 17)-Verteilung ist.

Beispiel 3.48: Betrachte den fiinffachen und den siebenfachen Miinzwurf, die unabhéngig vonein-
ander stattfinden. Sei X die Anzahl der Erfolge beim fiinffachen Wurf, also X ~ Bin(5,1/2) und sei Y
die Anzahl der Erfolge beim siebenfachen Wurf, also Y ~ Bin(7,1/2). Dann gilt fiir Z = X + Y, dass
Z ~ Bin(12,1/2) und Z beschreibt die Anzahl der Erfolge beim zwdélffachen Miinzwurf.

Hypergeometrische Verteilung

Beispiel 3.49: Typisches Szenario als einfiihrendes Beispiel.

Wir betrachten eine Urne mit N Kugeln, von denen R rot und N — R weif8 sind. Daraus ziehen wir
ohne Zurticklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge n Kugeln. Wir bezeichnen mit X die Anzahl der
gezogenen roten Kugeln. Dann ist der Wertebereich W = {max{n — (N — R),0},..., min{n,R}} und
die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X ist

p(r) =P(X=1) = ey

(%)
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3 Zufallsvariablen und Verteilungen

Der Nenner ist klar, da er sich aus dem Urnenmodell ohne Zurticklegen und ohne Reihenfolge ergibt. Fiir
den Zahler teilen wir die Urne im Geiste in die roten und in die weifien Kugeln. Aus der rotkugeligen Ur-
ne mit R Kugeln ziehen wir » Kugeln, aus der weif$kugeligen Urne mit N — R Kugeln ziehen wir n — r Ku-
geln. Damit stellen wir sicher, dass genau r der n gezogenen Kugeln rot sind.

Diese Verteilung heifft hypergeometrische Verteilung mit den Parametern N, R und # und wir sagen
X ~ Hyper(N, R, n).

Der Erwartungswert ist

Dabei entspricht % dem Anteil der roten Kugeln in der Urne vor dem Ziehen, die Wahrscheinlichkeit,
als erste Kugel eine rote Kugel zu ziehen ist % und damit ist der Erwartungswert analog dem einer
Binomial-verteilten Zufallsvariable Y ~ Bin(n, X).

Zur Berechnung der Varianz betrachten wir

w1 a()(VF)
S R [ o R [ o)

=0
DR () )

n k=0
_R(R-1)(N-2) R _ R(R—1) R
o) (n—2>+Nn_N(N—1)n(n1)+Nn

und somit ist

R (R-1 R R R\ N-—n
Var N"(N—l(" )+ N”) N”( N)N—l

Auch hier sehen wir eine Ahnlichkeit zur Binomialverteilung. Wir haben VarX = VarY - %:’11, d.h. fir

n > 2 wird die Varianz kleiner. Da wir ohne Zurticklegen ziehen, wissen wir schon etwas mehr tiber den
neuen Urneninhalt und ,nutzen diese Information”.

Geometrische Verteilung

Die geometrische Verteilung wurde bereits auf dem Ubungszettel 5 in der Aufgabe 3 vorgestellt.
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Zu beachten ist, dass manchmal die Anzahl der Misserfolge bis zum ersten Erfolg gezahlt wird, manch-
mal andererseits die Anzahl der Versuche gezahlt wird. Die entsprechenden Zufallsvariablen unterschei-
den sich dann um 1.

Anmerkung: Die geometrische Verteilung wird angewendet, wenn es um Lebensdauer geht. Da-
bei wird eine Grundmenge an baugleichen Produkten oder eine Population modelliert, die mit der
Wahrscheinlichkeit # ausfallen resp. sterben.

Negative Binomial-Verteilung

Die Negative Binomial-Verteilung ist eine Verallgeimeinerung der geometrischen Verteilung. Sie wurde
bereits auf dem Ubungszettel 7 in der Aufgabe 3 vorgestellt.

Poisson-Verteilung

Beispiel 3.50: Typisches Szenario als einfiihrendes Beispiel.

Die Poisson-Verteilung wird als Grenzverteilung der Binomialverteilung bei seltenen Ereignissen moti-
viert. Wir werden dies noch ndher beim Thema der Approximationen und Grenzwertsidtze kennenler-
nen.

Wir betrachten eine Zufallsvariable X, die die Anzahl der Erfolge angibt, die innerhalb einer Zeiteinheit
eintreten. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ist

Ak
pk) = (X =k) = e*AF firk =0,1,2,...
und sagen, dass X Poisson-verteilt ist mit Parameter A bezeichnen die Verteilung mit Poisson(A).

Auch hier benéttigen wir eine Reihe, bevor wir den Erwartungswert ausrechnen kénnen.

Lemma 3.51: Fiirein x € R ist

die Exponentialreihe mit dem Exponenten x.

Dann ist der Erwartungswert

0 /\k [e] n
_ —A _ —A _ —A A
IE]X—Zke E—/\e ZF—/\E et =A
k=0 n=0
und
2 - 2—)\/\71{_ 2
EX* =) Kk =A+A
= k!

und damit die Varianz

VarX = EX? — (EX)? = A.
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Faltung der Poisson-Verteilung Seien Xj,..., X, ~ Poisson(A), weiterhin sei S, := X7 + ...+ X;,. Dann
ist S, ~ Poisson(nA).

Multinomialverteilung

Die Multinomialverteilung ist das multivariate Analogon der Binomialverteilung. Dabei betrachten wir
eine Experiment mit k moglichen Ausgéngen 1,. ..,k und den Einzelwahrscheinlichkeiten #y, . . ., #; mit

Zile 1; = 1. Wir ziehen n-mal mit Zuriicklegen.

Bevor wir uns den Zufallsvariablen und der Wahrscheinlichkeitsfunktion zuwenden, benétigen wir noch
die folgende Definition:

Definition 3.52: Seien n,ny,...,n, € Np mit Zi«‘zl n; = n. Dann ist

!
" - " (3.33)
ni,..., Ny npl...omy!

der Multinomialkoeffizient. Der Vollstindigkeit halber sagen wir ( " "?.,nk) =0, falls ¥, n; # n oder
n; <O0fareinl <i<k.

Lemma 3.53: Fiir den Multinomialkoeffizienten gelten folgende Identitdten

(m, .- m> N m‘(nnlm)' - (Z) (3:34)

(o o) = () G ) 0
ny, ..., Ny n; ny,...,Ni—1,MNj41,-.., Nk

Bezeichne nun N; die Anzahl der Experimente mit dem Ausgang i. Die gemeinsame Wahrscheinlich-
keitsfunktion ist

und

firallel <i<k.

PNy N (11 ) = E A
Lrer ik ! ! ny, ..., Nk 1 k

Wir miissen zuerst nachpriifen, dass py; ..., tatsdchlich eine Wahrscheinlichkeitsfunktion ist.

(@) pny,...N, (1, ..., mg) fiir alle ny, ..., n € No wegen der Definition des Binomialkoeffizienten.

(ii) Die Normiertheit ergibt sich induktiv aus der Gleichung (3.35) durch sukzessive Berechnung der
Marginalverteilungen.
Insbesondere folgt, dass die 1-dimensionalen Marginalverteilungen Binomialverteilungen mit dem ent-
sprechenden Parameter #; sind.

3.6 Spezielle/Wichtige stetige Verteilungen

Stetige Gleichverrteilung

Die Gleichverteilung auf dem Intervall [4,b] C R ist gegeben durch

1
flx) = ml[a,b](x) (3.36)
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fur alle x € R. Dann ist f eine Dichtefunktion da
(i) f(x) > 0 fiir alle x € R und

(i) [ 2 Do) (0)dx = iz [ Lppp(x)dx = 52 fab ldx = ;5 x| = ;L2 (b—a) =1gilt.

Die Verteilungsfunktion ergibt sich dann als

0 falls x < a,
F(x) =1 3=% fallsa<x<b, (3.37)
1 falls b < x.

Als Symbol verwenden wir U (a,b) und sagen, dass eine Zufallsvariable mit dieser Verteilung auf [a, b
gleichverteilt ist. Eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable nennen wir standardgleichverteilt.

Die stetige Gleichverteilung ist ein stetiges Analogon der Laplace-Wahrscheinlichkeit.

Seinun X eine auf (g, b] gleichverteilte Zufallsvariable. Dannist EX = ”Zib, da

b
1
]EX—/x~m]l[ﬂ’b](x)dx— b_a/xdx—b_a-ix
a

gilt. Fiir die Varianz berechnen wir zuerst

v—a®  b?+ab+a?
3(b—a) 3

b
1 1
2 _ 2.7 = 2 = . =
EX —/x b_a]l[a,b](x)dx b_a/xdx —a 3"
a

und damit die Varianz

Ptab+a> [b+a)\>
_ 2 2 _ -
VarX = EX? — (EX) : ( : )
= i(4172+zmzhu4az—3172 — 6ab — 3a%) = i(az—zaberZ) _ (a—b)?
12 B 5

Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung ist das stetige Analogon der geometrischen Verteilung. Siehe Ubungszettel 7
mit Aufgabe 2 beziiglich der Definition.

Normalverteilung

Die Normalverteilung mit den Parametern y und 02, wobei ¢ € R und ¢? > 0 sind, wird definiert durch

die Dichte
1 _
(1) = e
/ V2mo?
Bereits zu zeigen, dass f ein Dichte ist, ist nicht ganz trivial und deswegen tibergehen wir diesen Schritt.
Als Symbol verwenden wir NV (y, 0?). Es gilt EX = y und VarX = ¢?, was wir ebenfalls nicht nachrech-

nen.

() (3.38)

N—=
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Anmerkung: Die Normalverteilung hat eine grofie Bedeutung, da viele Messgroflen zumindest ap-
proximativ normalverteilt sind. Eine Erklarung werden wir mit dem zentralen Grenzwertsatz kennen-
lernen.

Anmerkung: Zuerst wurde die Normalverteilung von de Moivre definiert als Approximation der
Binomialverteilung fiir grofie n. Gaufs hat die Wichtigkeit der Normalverteilung gezeigt, weshalb
die Dichtefunktion auch Gaufische Glockenkurve genannt wird.

Die Standardnormalverteilung ist der Spezialfall mit 4 = 0 und ¢ = 1, ihre Dichte ist

p(x) = ez (3.39)

und ihre Verteilungsfunktion ®(x), die sich nicht durch elementare Funktionen darstellen lésst.

Aus der (Achsen-)Symmetrie von ¢ beztiglich x = 0, d. h.

(0= e T = e =g
¢ 2r 27r ¢

folgt die Punktsymmetrie von ® beziiglich des Punktes (0, 1/2) und es gilt
P(—x)=1-d(x). (3.40)

Standardisierung Die Verteilungsfunktion F einer A (y, 0?)-verteilten Zufallsvariablen X lasst sich durch
Umrechnen aus der Verteilungsfunktion einer Standardnormal-verteilten Zufallsvariablen ausdriicken.
Es gilt

F(x) = ® ("‘"); (3.41)

(o4

die Zufallsvariable Z = ? ist V'(0,1)-verteilt.

Additivitat
Satz 3.54: Seien X und Y unabhingige Zufallsvariablen, die N (ux,0%) resp. N (uy,02)-verteilt

sind. Dann ist deren Summe Z = X + Y wieder normalverteilt, und zwar Z ~ N (ux + py, 0% + 02).

Diese Eigenschaft wird Faltungsstabilitit genannt.

Multivariate Normalverteilung Ein Zufallsvektor X = (Xy,..., X,)T mit der Dichte

_ 1 e M= pTE (- p)
fx(x1,..., %) T JaeT) e # # (3.42)

heifit multivariat normalverteilt mit den Parametern y = (p1, ..., #n)" und

2
0'1 p120;0'2 e Plno-lo-n
0120102 05 021020y
Y= . ] . , (3.43)
2
P1n0n01 cee Pnn—-10n0n—1 0y
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wobei 012, e, 0'% die Varianzen der einzelnen Koordinaten sind und pij <0 die Korrelationskoeffizienten
von X; und X; fiir1 <i,j <nundi #J.

Anmerkung: (a) Die Marginalverteilungen von X; und X; sind N (p1,07) resp. N (2, 02).

(b) Zu beachten ist, dass X; und X, im Allgemeinen nicht unabhéngig sind. Dies ist den Marginal-
verteilungen nicht anzusehen.

(c) Gilt hingegen Unabhingigkeit, so ist X eine Diagonalmatrix. Unter der zusatzlichen Bedingung
01 = 0y ist die Dichte rotationsinvariant.

(d) Wie im eindimensionalen Fall durch p und 02 wird im mehrdimensionalen Fall die Verteilung
eines normalverteilten Zufallsvektors eindeutig durch (yg, ..., u,)T und E bestimmt.
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4 Abschatzungen und Grenzwertsatze

Oftmals lasst sich die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Ereignisses nicht in geschlossener Form ange-
ben bzw. die Berechnung ist sehr aufwendig. In diesem Fall helfen vielfach Ungleichungen, um Schran-
ken fiir die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen.

4.1 Ungleichungen

Satz 4.1 (Markov-Ungleichung): Sei X eine Zufallsvariable mit E|X| < co. Dann gilt
1
P (|X| > a) < || (4.1)

fiir alle reellen a > 0.

BEWEIS Sei X diskret mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion p. Fiir x € R mit |x| > a gilt |Hi| > 1und
damit

P(x1za)= ¥ p< ¥ o < p Mo = Iy pe = e

x:|x|>a x:|x|>a x

Sei nun X stetig mit der Dichte fx. Dann folgt mit analogen Argumenten zu oben

P (|IX| =z a) = /1{\x\>u}fX x) dx < / *1{\X\>u}fX( x) dx

< [ Hpe / f(x

—00

~ Ll 0
a

Beispiel 4.2: Betrachte den n-fachen Wurf mit einer fairen Miinze, sei X die Zufallsvariable fiir die
Anzahl der Wiirfe mit dem Ausgang Kopf. Dann ist X ~ Bin(n,1/2). Die mdglichen Ausgénge sind
X(Q)={0,1,...,n}. Damit ist | X| = X und wir kennen auch EX = /2.

Die Wahrscheinlichkeit, in mindestens 75% der Wiirfe Kopf zu erzielen, ist beschrankt durch

3 EX n-3 2
P(X>2 n)<—=-—2==2
( —4 )—%n %'1’1 3

3

wobei die Markov-Ungleichung mit 2 = 3 - n verwendet wurde.
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Satz 4.3 (Tschebyschev-Ungleichung): Sei X eine Zufallsvariable mit EX? < co. Dann gilt
1
P (X ~EX| 2 a) < - VarX 4.2)

fiir alle reellen a > 0.

BEWEIS Wir betrachten die Zufallsvariable | X — EX|? und wenden auf diese die Markov-Ungleichung
(4.1) an. Dann ist

P (|X —EX|>a) =P (|Xf EX[? > a2> < %E (|X fIEX|2> = %WaIrX. 0

Anmerkung: Die Tschebyschev-Ungleichung gibt eine einfache Abschitzung fiir die Wahrscheinlich-
keit an, dass die Zufallsvariable vom Erwartungswert abweicht.

Korollar 4.4: Sei X eine Zufallsvariable mit EX? < co. Dann gilt VarX = 0 genau dann, wenn
P(X =EX)=1.

BEwEls Falls VarX = 0 gilt, so folgt aus der Tschebyschev-Ungleichung (4.2), dass
P(X-EX|>¢) =0
fiir alle £ > 0 und damit

1-P(X =EX) =P (|X - EX| > 0) = limP (X ~ EX| > ¢) =0,
£—
woraus iiber das Gegenereignis P(X = EX) = 1 folgt.

Andererseits ergibt sich aus P(X = EX) = 1, dass X diskret ist. Dann gilt

2
(EX)* = (leP(X = x))

=EX -P(X =EX) - EX -P(X = EX)
= (EX)’P(X =EX) =) ¥*P(X =1x)
X

=EX?

wobei die Transformationsformel fiir Erwartungswerte (Satz 3.14) verwendet wurde. Nun haben wir
VarX = EX? — (EX)? =0, O

also die Aussage.
Beispiel 4.5: Wir betrachten eine Messmethode, die fehlerhafte Ergebnisse liefert. Dabei sei p € R
zu messen, X; der Messfehler und Z; := y + X; das Messergebnis der i-ten Messung fiir 1 <i < n.

Wir gehen davon aus, dass Xj, ..., X;; unabhédngig und identisch verteilt sind (i.i.d. Folge).

Wir berechnen die Anzahl der erforderlichen Messungen, die notwendig sind, damit das arithme-
tische Mittel Y;, := % Y1 Z; der zufdlligen Messwerte mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens
0,1 um mebhr als 1 von dem unbekannten Wert p abweicht.
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(a) Wir wissen {iiber die Verteilung der X; nur, dass EX; = 0 und VarX; = 1. Wegen der Linearitét
des Erwartungswertes und der Unabhangigkeit wissen wir, dass

1
EY,=pu und VarY, = -
und damit folgt aus der Tschebyschev-Ungleichung (4.2)

7

P (Y, —ul>1) <

S| =

alsoP (Y, —p| >1) <0,1, falls 1/n < 0,11ist,d.h. n > 10.
(b) Haben wir hingegen Information tiber die Verteilung der Fehler, so konnen wir diese nutzen.
Seien hier die Messfehler X; ~ A(0,1). Dann gilt

Yy ~N(,1/n)  undnormiert (Vs — 1) ~ N(0,1).
Dann gilt
P (Y —pl 21) =P (ValYy — | = Vi)
P (Va(Yu—p) < =) +P (ValYa = ) = Vi)
O(—vn)+(1-@(Vn)) = (1-&(vn)) + (1 - 2(vn))
=2(1-@(v/n),

wobei wir die Punktsymmetrie der Verteilungsfunktion & der Normalverteilung verwendet haben.
Es gilt

2(1—®(v/n)) <0,1 <«  d(Vn)>0,9 <«  /n>1645

d.h.n > 3.
Wir sehen hier, dass Verteilungsinformation zu einer viel hoheren Genauigkeit fiihrt.

Anmerkung: Sowohl die Markov- als auch die Tschebyschev-Ungleichung kommen ohne Vertei-
lungsannahme aus. Das macht sie zu einem beliebten Instrument. Der Nachteil davon ist allerdings,
dass die Abschédtzungen, die sie liefern, relativ grob sind. Sind zusétzlich Annahmen {iber die Ver-
teilung der Zufallsvariablen X moglich, so lassen sich genauere Abschédtzungen erreichen.

4.2 Grenzwertsatze

Grenzwertsitze sind Aussagen, die es uns ermoglichen, Anndherungen zur Berechnung von Wahrschein-
lichkeiten zu verwenden. Das ist immer dann sinnvoll, wenn die exakte Berechnung zu kompliziert ist.
Der erkaufte Nachteil ist, dass wir eine gewisse Ungenauigkeit bekommen.

Betrachte eine Bin(#, i7)-verteilte Zufallsvariable. Die Berechnung der Binomialkoeffizienten ist nicht ein-
fach, wenn n grof ist. Die Poisson-Approximation wird fiir groie Werte von n und sehr kleine Werte von
p angewendet, also seltene Ereignisse.

Satz 4.6 (Poisson-Grenzwertsatz): Es sei Xj, X», ... eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen,
wobei X, ~ Bin(n, p,)-verteilt ist. Falls ein A > 0 existiert so dass n p, — A fiir n — oo, so gilt fiir
alle k € Ny
lim P(X, =k) =¢ " M 4
n1—I>rolo ( n= ) = K (4.3)
also bekommen wir eine Poisson-Verteilung.
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Abbildung 4.1: Reiskorner auf einem Schachbrett zur Darstellung der Poisson-Approximation aus dem
Beispiel 4.7 (b).

Anmerkung: Zur Genauigkeit betrachten wir die Vergleichstabelle

Verteilung \ Wahrscheinlichkeit

0 1 2 3 >4

Bin(5,0.3) 0.1681 0.3602 0.3087 0.1323 0.0308
Bin(50,0.03) 0.2181 0.3372 0.2555 0.1264 0.0628
Bin (500, 0.003) 0.2226 0.3349 0.2515 0.1256 0.0654
Bin(
(

in(5000,0.0003) | 0.2231 0.3347 0.2511 0.1255 0.0656
Poi(1.5) 0.2231 0.3347 0.2510 0.1255 0.0656

Beispiel 4.7 (Gesetz der kleinen Zahlen): (a) Betrachte eine Folge X1, ..., X, identisch verteilter Zu-
fallsvariablen, die voneinander unabhingig sind und n mogliche Ausginge haben, d.h. [W| = #,
die gleichverteilt angenommen werden. Dabei interessieren wir uns dafiir, einen bestimmten Aus-
gang k-mal zu erzielen, sei Z, die zugehorige Zufallsvariable, d.h. Z, (k) :== Y ;1 (Xi=k}- Dann ist
Zy ~ Bin(n,1/n)-verteilt. Mit dem Satz 4.6 gilt, dass Z,, ungefdhr Poi(1)-verteilt ist.

(b) Wir beschaftigen wir uns mit einem Schachbrett und 64 Reiskérnern, die wir auf das Schachbrett
werfen. Dazu untersuchen wir die Zufallsvariable Zg4 aus dem Teil (a), die angibt, auf wie vielen
Schachbrettfeldern jeweils die Anzahl k der Reiskorner zu liegen kommt. (Siehe hierzu Bild 4.1.)

Z64 Z64/64 POl(l)
23 0.3594 0.3679
25 0.3906 0.3679
12 0.1875 0.1839
0.0312 0.0613
1 0.0156 0.0153
1 0.0156 0.0031
64 1 0.9994

Mok N = o=
N
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(c) Wir gehen (virtuell) ins Casino und spielen Roulette. Hier sind 37 Ausgédnge moglich. Betrachte
immer einen Satz von 37 Spielen und schaue wie viele Ausgédnge 0 mal, 1 mal, usw. vorkommen.

Wir simulieren 10000 solcher Sétze, bezeichne mit Z das arithmetische Mittel der Zufallsvariablen Z

aus den 10000 Liufen. Dann erhalten wir

Z

Z/37

Poi(1)

13.4364
13.7757
6.9008

0.5310
0.0268

0.3631
0.3723
0.1865
0.0630
0.0144
0.0007

0.3679
0.3679
0.1839
0.0613
0.0153
0.0031

k
0
1
2
3 23293
4
5
L

37

1

0.9994

Jedes Mal wird im Schnitt ein Drittel der moglichen Ausgénge nicht erreicht. Dies wird von Casino-
Géngern auch das Gesetz des Drittels genannt. Allerdings ist damit nicht gesagt, dass es sich immer
um die Gleichen handle. Im Gegensatz: Zihlen wir alle Vorkommnisse zusammen, so bekommen

wir

k 0 1 2 3 4 5 6
Y 9969 10021 9816 9921 10019 9833 9918
7 8 9 10 11 12
Y 9850 9914 10041 10097 10184 9935
13 14 15 16 17 18
Y 10026 10068 10283 10165 10169 10216
19 20 21 22 23 24
Y 10014 9943 9938 9932 9817 10159
25 26 27 28 29 30
Y 9879 10053 9904 10141 9912 10005
31 32 33 34 35 36
Y 10001 10049 9945 9830 10011 10022

Beachte dabei, dass wir insgesamt 10000 - 37 Roulette-Spiele simuliert haben. Da jeder Ausgang
gleich wahrscheinlich ist, also p = 1/37 folgt fiir die Bin(370000,1/37)-verteilte Zufallsvariable Y,

dass EY = 370000 - 1/37 = 10000 ist.
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4.2.1 Gesetze der groRen Zahlen

Den Effekt der Mittelung, den wir im letzten Beispiel zum Schluss gesehen haben, wollen wir hier ge-
nauer untersuchen.

Fragestellung Welcher Zusammenhang besteht allgemein zwischen dem arithmetischen Mittel und dem
Erwartungswert? Zuvor benétigen wir jedoch einige Begriffe zur Konvergenz.

50

Definition 4.8 (Stochastische Konvergenz): Seien X1, X5 ... und X Zufallsvariablen auf dem gleichen
Wahrscheinlichkeitsraum. Wir sagen , dass X, gegen X stochastisch konvergiert, geschrieben
X, 5 X,
falls
lim PP (|X, — X| >¢) =0 (4.4)
n—o0

fur allee > 0.

Satz 4.9 (Schwaches Gesetz der grolen Zahlen): Sei X;, X, ... eine Folge von Zufallsvariablen mit
dem gleichen Erwartungswert y := EX; und mit IE]Xl2 < coftirallei > 1undsei Z, :=1/n} " ; X;.
Falls

lim VarZ, =0,

n—oo

dann konvergiert die Folge Xj, X5 ... stochastisch gegen y, i. e.
7111520]13(|Zn—;4| >¢) =0 (4.5)
fur alle e > 0.
BEwels Da [EX; < oo fiir alle i > 1 gilt, haben wir
1& 1&
EZ, ==Y EX;==) p=pn
ni3 =

Mit der Tschebyschevschen Ungleichung aus Satz 4.3 gilt

Z, 1
lim P (|Z, — p| >¢) < lim VarZn _ 1 4 VarZ, = 0. (4.6)
n—oo

n—oo € g2 nsoe

fur alle e > 0. O
Anmerkung: Die Bedingungen des Satzes 4.9 sind insbesondere erfiillt, wenn die Zufallsvariablen
X1, Xy, ... unabhingig sind und die gleiche Varianz ¢ haben, da dann
1 & o?
lim VarZ, = lim — Y VarX; = lim — =0
n—00 n—00 11 = n—oo 11
gilt.

Definition 4.10 (Fast sichere Konvergenz): Seien Xj, X ... und X Zufallsvariablen auf dem gleichen
Wahrscheinlichkeitsraum. Dann konvergiert X, gegen X fast sicher, geschrieben

X, 1% x,
falls
I ({w:)iilgoXn(w) :X(w)}> =1 4.7)
ist.
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Satz 4.11 (Starkes Gesetz der groBen Zahlen): Sei X;, X; ... eine Folge unabhéingiger und identisch
verteilter Zufallsvariablen mit [E|X;| < co und sei y = [EXj. Sei weiter Z,, := 1/n}_}' | X; das arith-
metische Mittel. Dann konvergiert die Folge X;, X5 ... fast sicher gegen y, i.e.

P(F&Zn—y>—1. (4.8)

Anmerkung (Unterschied zwischen den Konvergenzarten): Das schwache Gesetz sagt aus, dass fiir
grofle n das arithmetische Mittel nah an yu ist. Deswegen gilt, dass |Z,(w) — u| > ¢ fiir beliebi-
ge w unendlich oft moglich ist, aber in unregelméfiigen Abstinden (und auch immer seltener); die
Wabhrscheinlichkeit wird immer kleiner.

Das starke Gesetz sagt aus, dass wir zu jedem € > 0 ein N finden, das grof$ genug ist, so dass fiir alle
n > N die Schranke |Z, — | < ¢ eingehalten wird. Dies gilt dann fiir fast alle w !, so dass wir sagen
konnen, dass es mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt.

Anmerkung: Aus der fast sicheren Konvergenz folgt die stochastische Konvergenz. Das Gegenteil
gilt im Allgemeinen nicht.

Beispiel 4.12: Sei X3, Xj, ... eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen, wobei X,, ~ Bin(1,1/n)-ver-
teilt ist. Es gilt

Xy =5 0.
Andererseits nehme an, es gidbe ein N so, dass P ({w : Xy(w) =0furallen > N }) = 1. Dann

wiirde auch X f—s> 0 gelten. Wir betrachten das obere Ereignis genauer

N-1 N N+1

N Nii N2 Y

P ({w : Xy (w) =0 fir alle n > N}) =

d. h. es gibt immer wieder ein (zufélliges) i, fiir welches X; nicht 0 annimmt.

Beispiel 4.13 (Monte-Carlo-Integration im Buffonschen Nadelexperiment): Hier wird das starke Ge-
setz der grofsen Zahlen zur numerischen Berechnung angewandt. Betrachte hierzu die Menge

K={(x,y):x€Zundy € R} C R?
der parallelen vertikalen Geraden mit Abstand 1 in der euklidischen Ebene.

Werfe nun eine Nadel der Lange 1 zuféllig in die Ebene, d. h. betrachte zwei Zufallsvariablen S und
T zur Beschreibung der Lage der Nadel, wobei

(a) S der senkrechte Abstand des Nadelmittelpunktes zur nédchsten linken Geraden aus K ist,

(b) T fir den Winkel steht, den die Nadel zum Lot auf die Geraden aus K bildet,

(c) Sund T unabhéngig sind,

(d) und S ~ U[0,1] und T ~ U[—-7/2, /2] gilt, d. h. wir kennen die Dichten fs(x) = Ljg ) (x) und
fr(x) = 2002, /2 (%)

Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Nadel eine der Geraden aus K schneidet,
also fiir das Ereignis

A={0<S<1/2-cosT}U{l—-1/2-cosT < S < 1}.

IMit fast alle meinen wir, dass einzelne Werte z aus der Wertemengen von Z,,, fiir die P(Z, = z) = 0 gilt, aus der Reihe tanzen
diirfen. Gedacht sei dabei z. B. an stetige Zufallsvariablen.
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Dann gilt

P(A)=P(0<S<1/2-cosT)+P(1-1/2-cosT <S<1)

s
2

P(0<S<1/2-cost) fr(t)dt+ [ P(1—1/2-cost < S <1))fr(t)dt

Il
\N\::

|
NN
NN

, z %cost , z 1
_ 2 ds | dt f/ / ds | at
| ] fslords ars fs(s)ds
—% 0 —% 1—%cost
1 1
:—/fcostdt—i-lflcostdt
T 2 T 2

B
|
S

e
2

3™

1
costdt = — -sint
7T

Il
Al
\..N\:l N

|
S
S

Betrachte die Folge von unabhingigen Zufallsvektoren (Sq, T1), (S2, T2), . . . und definiere die Folge

Xy = ]l{Sn<1/2cos Tu} + ]]‘{1—1/2COS Ta<Sn}’
dann sind Xj, Xp, ... unabhdngig und identisch verteilt mit EX; = 2/x.

Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen gilt fiir das arithmetische Mittel Z, := 1 Y, X; f—s>

2/n. Damit ldsst sich fiir grofse n eine Naherung der Zahl 7 durch Simulation berechnen.

4.2.2 Zentraler Grenzwertsatz

Eine weitere Art der Konvergenz 6ffnet das Schloss zum zentralen Grenzwertsatz

Definition 4.14 (Konvergenz in Verteilung): Sei X1, X, .. . eine Folge von Zufallsvariablen. Sei X eine
weitere Zufallsvariable. Seien Fy, F, ... und F ihre jeweiligen Verteilungsfunktionen. Dann konver-

giert X;, in Verteilung gegen X, geschrieben

X, 25 X,

wenn
lim F,(x) = F(x)

n—o0

fiir alle x € R, an denen F stetig ist, gilt. Dabei steht D fiir distribution.

Anmerkung (Zusammenhang zwischen den Konvergenzarten): Fiir eine Folge X1, X», ... von Zufalls-
variablen und die Zufallsvariable X gelten die Implikationen

<Xn I X> — (X,, sty X) — <Xn D, X>

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.
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Satz 4.15 (Satz von Moivre-Laplace): Sei 7 € (0,1) und sei X, Xp, ... eine Folge von Zufallsvaria-
blen, die unabhingig und Bin(1, 77)-verteilt und auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum definiert
sind. Dann gilt

fim P (2 T X T )y (4.9)
"o ny (1 —1)
fiir alle x € R, d.h. die Folge (Yy;),en mit Yy, := Y | X; ~ Bin(n, 57) in Verteilung konvergiert; wir

normieren Y, und erhalten Konvergenz gegen die Standardnormalverteilung.

Beispiel 4.16: Betrachte Miinzwurf mit einer fairen Miinze, sagen wir 200-fachen. Wir fragen uns,
wie grofs die Wahrscheinlichkeit ist, dass wir mehr als 105-mal das Ereignis Kopf finden. Genau-
so finden wir die Wahrscheinlichkeit fiir weniger als 95 indem wir die Rolle von Kopf und Zahl
vertauschen. Wir basteln eine Zufallsvariable

200
VASS Z 1 {i.ter Wurf = Kopf}
i=1

und wissen Z ~ Bin(200,1/2). Damit suchen wir nach der Wahrscheinlichkeit

P(Z>105)=1—P(Z<105)=1-P(Z—-100<5) =1-p [ 210 o 5}
v50 V50
was der Form im Satz 4.15 entspricht. Somit ist

P (Z >105) ~1—® (5/50) ~ 0.2398>

Satz 4.17 (Zentraler Grenzwertsatz): Sei X1, Xy, ... eine Folge von Zufallsvariablen, die unabhingig
und auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Weiterhin gelte y := EX;, und co >
0?2 := VarX, > 0 firr alle n > 1. Dann gilt

lim P <(Xl e d Xa) Zp x> — d(x) (4.10)

n—00 U\/ﬁ
fir alle x € R.

Korollar 4.18: Nehme die Voraussetzung von Satz 4.17. Dann gilt

: (X1+...+Xy) —nu _
nlgr;()lP( it <x|=9o(x)

Beispiel 4.19 (Messungen): Wir kommen zuriick auf das Beispiel 4.5 und beschéftigen uns mit einer
ungenauen Messmethode. Betrachte fiir 1 < i < n das Messergebnis der i-ten Messung in Form der
Zufallsvariablen Z; := u + X;, wobei p zu messen ist und X; der Messfehler ist, o die Varianz des
Messfehlers. Alle Messfehler seien unabhédngig und identisch verteilt. Die Wahrscheinlichkeit, dass

2Zu beachten ist, dass die Verteilungsfunktion der Normalverteilung entweder in einem Tabellenwerk nachzusehen oder imple-
mentiert in einer Software (z. B. in R) auszulesen ist.
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das arithmetische Mittel Y,, der Messwerte Zy, ..., Z, vom ,echten Wert y“ um mehr als € abweicht,
ergibt sich mit dem Satz 4.17

IP(|Yn—y|>£)—P(‘Zl—’_"'—i_zn_rm’ >£>

n
>s>

:IP(‘X“L“”LX”
n

—p Xi+...+ X, >£.@
o/n 1o
q_p|[Xat A XV

ay/n

o ovn o

(o))
=2 1—@(?)

Fiir eine geniigende Anzahl n von Messungen benétigen wir keine Annahme der Normalverteilung
fiir die Messfehler.

o

Bis hierher relevanter Stoff fiir die erste Klausur.
(Fiir die Nachklausur ist der Stoff der ganzen Vorlesung von Bedeutung.)
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Dieser Abschnitt enthélt Inhalte aus Kapitel 3, welche wegen des frithen Klausurtermins zurtickgehalten
wurden, um die Grenzwertsitze rechtzeitig vorstellen zu konnen.

5.1 Transformation von Dichten

Wir hatten uns Transformationen bei der Berechnung von Erwartungswerten angesehen. In diesem Ab-
schnitt werden wir uns mit Dichten und deren Umrechnungen beschéftigen.

5.1.1 Transformation eindimensionaler Zufallsvariablen

Satz 5.1 (Transformationsformel fiir Dichten): Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Wertenin I C R,
wobei I ein offenes Intervall ist, und der Dichte fx. Ist ] C R ebenfalls ein offenes Intervall und
u : I — ] bijektiv mit u und u~! stetig diffbar, so besitzt Y := u(X) die Dichte

frw) = fx (w7 )

firy e Jund fy(y) =0fury € R\ J.
Beispiel 5.2: Sei X ~ ¢(0,1] und Y := u(X) = +. Die Funktion u(x) = 1 ist bijektiv und stetig

X

u—l(y)’ (.1)

differenzierbar, u~1(y) = % ebenso. Aufierdem ist %u_l(y) = —% Dann hat Y = u(X) die Dichte
1 1 1 1 1
_ . -1 |5 =Sl 5.2)
fY(y) fX <y> yz (0,1] <y> yz yz 1, )(y) (

Beispiel 5.3 (Kubische Transformation): Sei X eine stetige Zufallsvariable und Y := u(X) = X3. Dann
ist die Funktion u(x) = x> bijektiv und stetig diffbar, ihre Umkehrung

_ 1
17 W) = 1 (L)1) + L) (¥))
ebenfalls mit .
1 o _2
) = 317 (1w ) + Ly (1) -
Die Dichte von Y ist

Aol = fi (13- (1w 0) + Lo ®) ) - 30175 (<1 ) + T ()

fx (y%) Ly s falls y > 0,
~fx (<lyl3) -yl 73 fallsy <o.
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Die Funktionen sehen komplizierter aus als sie sind. Wir miissen einfach unterscheiden, ob y negativ
ist oder nicht, da Wurzeln aus negativen Zahlen hochstens tiber die Betragsschreibweise, wie wir sie
verwenden, definiert sind.

Beispiel 5.4 (Quadrierung): Sei X eine stetige Zufallsvariable und wir untersuchen die Transformati-
onY :=u(X) = X2 Dann ist die Funktion u(x) = x? fiir u > 0 bijektiv mit ' (y) = /7 und u und
u~1 sind steig diffbar. Dann ist

fry) = fx (ﬂ) : 2\1/]7

Bierbei haben wir die Bedingung X > 0. Aber: Fiir eine beliebige stetige Zufallsvariable X haben wir
die Verteilungsfunktion

F(y) =P (Y <y) =P (X*<y) =P (X < vy)
=P (v X< Vi) = Fe (Vi) - Fe (- V).

die stetig und differenzierbar ist, und erhalten die Dichte

1
fr ) = 5 (W) + (=)
An diesem Beispiel sehen wir, dass wir nicht ohne Nachdenken einfach die Formel verwenden
konnen, sondern uns genau iiber die Voraussetzungen klar sein sollen.

5.1.2 Transformation von Zufallsvektoren

Im Weiteren wollen wir uns mit Transformationen beschéftigen, die mehrere Zufallsvariablen einbe-
ziehen. Wir kénnen auch sagen, wir haben einen Zufallsvektor und betrachten die mehrdimensionale
Transformation. Die Bildung einer Summe ist die Faltung der Dichten, die wir bereits kennengelernt
haben.

56

Satz 5.5 (Transformationsformel fiir gemeinsame Dichten): Sei X = (Xj,..., X,) ein stetiger Zufalls-
vektor mit der Dichte fx. Seien A,B C R" offene zusammenhingende Teilmengen, wobei X nur
Werte in A annimmt. Sei weiter u : A — B eine bijektive Abbildung mit u, u~! stetig differenzierbar.
Dann besitzt Y = (Y,...,Yy) := u(X) die Dichte

fri,-yn) = fx (u’l(yl,.--,yn)) ‘det (Jur (v, - -,yn))] “1(Y1, -, Yn), (5.3)

wobei -1 die Jacobi-Matrix von 1! ist.
Anmerkung (Jacobi-Matrix): Sei f : R" — IR™ eine differenzierbare Funktion mit den Komponenten
fi, -, fm, die dem Wert x = (x1,...,x,) den Wert y = (f1(x),..., fu(x)) zuordnet. Die Jacobi-

Matrix J¢ von f ist die m x n-Matrix aller erster partieller Ableitungen, d. h.

Ih 9 If
dxq dxy T dxy
Jf= : : o
U U fon
dx1 dx, T dxy
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5.1 Transformation von Dichten

Aus Satz 5.5 konnen wir fiir Produkte und Quotienten zweier Zufallsvariablen direkt geschlossene Aus-
driicke angeben.

Korollar 5.6 (Produkt- und Quotienttransformationen): Seien X; und X, stetige Zufallsvariablen mit
den Dichten fx, resp. fx, und seien sie unabhéngig. Dann sind die Zufallsvariablen Y := Xj - X3
und Z := X1/X, stetig mit den Dichten

fely) = | |1t| Fo(Of,(/0dt faralley € R (5.4)

und

fr(z) = / tlfx, (z- ) fx, () dt  fiirallez € R. (5.5)

Anmerkung: Das gedankliche Vorgehen ist hier genauso wie bei der Faltung. Es wird tiber alle Werte
aufsummiert/integriert, die die eine der beteiligten Zufallsvariablen annehmen kann, kombiniert
mit dem Wert, der dann der anderen Zufallsvariable zukommt.

Beispiel 5.7 (Produkttransformation): Seien X; und X, unabhéngig und beide U/ (0, 1)-verteilt, so ha-
ben wir die Dichten fx, (x) = fx,(x) = 1(g1)(x). Die Dichte des Produktes Y = Xj - X3 ist dann

) = [ Tton(OLon /0 de

| =

]].(0/1) (y/t) dt

Se— L O—

dt falls0 <y <1,

| =

1
= logt‘ =log1l—logy = —logy.
y

Fiir den Quotienten wenden wir Satz 5.5 zwecks ausfiihrlicher Darstellung an.

Beispiel 5.8: Seien X; und X, Zufallsvariablen fiir die Wartezeiten zweier Personen an unabhén-
gigen Service-Schaltern, d. h. X; und X; sind unabhingig und exponentialverteilt mit den Parame-
tern Aq resp. Aj.

Wir interessieren uns fiir den Quotienten %, wollen den aber mit dem verallgemeinerten Satz 5.5

angehen. Da wir zur Anwendung eine Funktion benétigen, die beim zwei-dimensionalen Zufalls-
vektor wieder einen zwei-dimensionalen Vektor liefert, betrachten wir die Funktion

a1 = y1(x1,x2) _ [ 1 mit e A n _ X1 )
x2 y2(x1,x2) %2/x y2 Y2 %2/ X1
Die entsprechende Jacobi-Matrix ist
Iy Y1
N B _ (1 0
L1 (91, 92) = (a@f-ly]) a(yzy-zyo) = <y2 y1>

Y1 Y2
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5 Nachtrag zu Zufallsvariablen und Verteilungen

mit der Determinante det (J,-1(y1,y2)) = 1-y1 —0-y» = y1. Damit ergibt sich fiir den Zufallsvektor
Y = (Yl, Yz) = M(Xl, Xz) die Dichte

o y2) = fx <y2y.1yl> ya| = AAgem MRy T ) (1) T 0,00) (V142)

= MM,y e~ (MyitAayiy) Y1 L(g,00) (V1) L (0,00 (¥2)-

Da wir uns fiir die Marginaldichte interessieren, integrieren wir y; aus:
fr(y2) = / MAgemMvthanya) oy, 1o ) (1)1 (g.e0) (42)

= MAal (g o) (¥2) /yle*(/\lﬂ\zyz)yldyl,
0

was wir auch durch die Anwendung von Satz 5.6, Gleichung (5.4) erhalten konnten. Das Integral
l6sen wir durch partielle Integration, wobei a := A; 4 Aoy ist:

[

0

T 1
—(M+2A22)11 — f’% — I P yl
/ vie dy 4 Ldyr =1 < “)
/ gy = — / e *dz (Substitution z := ay)
0

*M/
1
w
i__ 1
a2 ()\1 + /\zyz)zl
Damit haben wir I

12

f— 7]]_ 0

fr,(y2) (o + )2 L0

Als néichstes interessieren wir uns fiir den Erwartungswert. Wir substituieren s := A; 4+ Ayy2, d. h.

) (12)

Yo = )‘1 und ds = Aydy;, und haben

AAp
( > Yz /yz )\1+)&2y2) dyz

S—/\1 )\1)\2 1d _)L175—)\1

: cods =21 d
Ay 2 2% Ay 2z
)\1 )‘1
71 TA A © A27|°
! /gds—/s—zlds = Llogs| + 0o =
M M 2 M 2 M

Fiir E (X1/X,) erhalten wir die exakt analoge Rechnung und damit dassselbe Ergebnis.

Fazit: Zwei Personen mit den exponentialverteilten Wartezeiten X; und X, haben beide das Gefiihl,
in der falschen Schlange zu stehen.
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