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1 FEinleitung

1 Einleitung

Malaria ist eine der haufigsten Infektionskrankheiten der Welt. Weltweit erkranken
schitzungsweise 350-500 Millionen Menschen pro Jahr an Malaria [1]. Nach Angaben der
WHO kommt die Malaria in mehr als 100 Lander der Erde vor, vorwiegend im tropischen
Afrika (iiber 80% der Inzidenzfille), aber auch in Asien sowie Mittel- und Siidamerika.
Somit stellt Malaria ein typisches Beispiel fiir endemische Krankheiten dar.

Als Endemie wird eine einheimisch gewordene Infektionskrankheit bezeichnen, die
in einer bestimmten Population bzw. in einer bestimmten Gegend stdndig vorkommt.
Beispiele dafiir sind, neben Malaria in tropischen Landern, auch die Kinderkrankheiten wie
Mumps und Masern in Europa, Tuberkulose in Osteuropa und durch Zecken tibertraghare
Lyme-Borreliose in Mittel- und Nordeuropa.

Bereits Anfang des 20. Jahrhunderts wurden vom William Hamer und Ronald Ross
die ersten Schritte unternommen, endemische Krankheiten mathematisch zu beschreiben.
Im Jahre 1902 erhielt Ronald Ross den Nobelpreis “fiir seine Arbeit iber Malaria, mit
der er gezeigt, wie die Krankheit in den Korper eindringt und dabei die Grundlage legte
fir eine erfolgreiche Erforschung dieser Krankheit und ihrer Bekdmpfung“ [2]. Im Jahre
1971 wurde von Weiss und Dishon stochastische Version des sogenannten SIS-Modells fiir
endemische Krankheiten vorgestellt [3].

Malaria cases (per 100,000) by country, latest available data
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Abbildung 1: Verbreitung von Malaria [4].
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2 SIS-Modell

2.1 Das Modell und die Parameter

Das closed endemic SIS model, auch stochastic SIS model, stochastic logistic epidemic
oder SIS logistic epidemic genannt, beschreibt die Ubertragung einer Infektion innerhalb
einer konstanten endlichen Population von Individuen. Ein Individuum ist immer entweder
empfanglich (Susceptible) fir die Infektion oder infiziert (Infectious). Ist ein Individuum
genesen, so ist es sofort wieder empfanglich (Susceptible) fir die Infektion.

Das SIS-Modell geht von einer konstanten Population mit n Individuen aus. Die An-
zahl der infizierten Individuen Y (¢) nimmt Werte aus dem Zustandsraum S = {0,1,...,n}
an. Uberginge von einem Zustand i € S\ {0,n} sind withrend eines hinreichend kurzen
Zeitraumes nur in die benachbarten Zustande ¢ + 1 und ¢ — 1 mdglich; falls ¢ = n, reduziert
sich die Anzahl der Nachbarn auf 1. Aus dem Zustand ¢ = 0 kommt man nicht mehr raus.

Die Infektionsraten sollen proportional zum Produkt der Anzahl infizierter ¢ und der
Anzahl genesener Individuen % , die Genesungsraten zur Anzahl infizierter Individuen ¢
sein:

M Rate Formel

von  zu
i 1+ 1 Infektionsrate )\'i'"T_iz)\-i-(l—%)

t 1—1 Genesungsrate v

Tabelle 1: Infektions- und Genesungsrate

Es wird angenommen, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 einige Individuen in der Population
bereits krank sind, d.h. Y(0) = m.

Im néchsten Schritt wird eine Folge von epidemiologischen Prozessen Y,, konstruiert,
wobei alle Y;,0 < j < n, gleiche Infektionsrate A und Genesungsrate v haben. Falls der
Anteil der zu Begin infizierten Individuen ™= gegen p strebt (fiir n — oo und 0 < p < 1),
lasst sich Y,, durch Y, = % approximieren. Diese Aussage beruht auf dem starken Gesetz
der groflen Zahlen. Somit lassen sich die Infektions- und Genesungsrate in Gleichungsform
schreiben:

{ Bily) = (1 —y)
B1(y) =y

Fiir n — oo lasst sich eine Differentialgleichung aufstellen:
dy _
dt

Fallunterscheidung;:

F(y) = Bi(y) — Ba(y) = Ay(l —y) — vy

1. falls X\ # ~
(1—2)-p-eP=1t
=Y = T Peu @)

2. falls A =~
Y= (1+/§\ut)

Genauer:
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1. Im Folgenden wird diese Differentialgelichung zum Anfangswertproblem y(0) = u
und fiir den Fall A\ # v gelost:

y(=Ay + A —7)

1 dy

y(=dy+A—7) dt

dy
Y(=Ay+ A —7)

! ! d:= [ 1d
/uz(—)\z—i-/\—y) Z_/o °

Es wird eine Partialbruchzerlegung durchgefiihrt:

=dt

LA, B
2(=dz+A—7) 2z —Az+A—nv
A (=X A=v)+ Bz (M4 B)-z+ A —~A

z-(=Az+A—7) B z-(=Az+A—7) (1)

—AMA+B=0
A —yA=1

Einsetzen liefert:
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D * /\iv ' <_i) ' <10g(—)\z FA—7)

1(lo
A—7 &%

Auflésen nach y:
logy — logu — log(—Ay + A — ) +log(=Au+ A —7) = (A —7) -t

yo(=A+A—7)

lo =A=7)-t
B (At A7) ( )

Yo (CAAA=T) e
o (=AY + A=)

—AAA=Y
po (A2

A\ —
R TR D R N TR N TR 1

Y
(A=)
y_—)\u+)\ ’y—i—)\ - et
B e()‘_')/)'t . Iu . (1 — })
y_

—p+1—34p-eQ-nt

(_%) e(A—7)t
O ey T e Ty )

2. Betrachte das Ergebnis fiir den Fall A = 4 und zum Anfangswertproblem y(0) = p :

v 1 t
|z ==a [ 1as
u Z 0
1Y
=
“lp
1 1
RV
y o
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1
f:)\t_i_f
Y H
1 Aut+1
Y H

y:#
(1+ Aut)

Verhalten der exakten Losung
Desweiteren wird folgende Fallunterscheidung betrachtet:

1. falls 2 <1
:>y()%0,f1’irt—>oo

2. fa11s3>1
=y(t) >g=1-73>0,firt— oo

2.2 Anzahl der infizierten Individuen
Definiere einen /n- zentrierten Prozess V,,(t) := v/n(Y,(t) — y(t)),t > 0. Fiir den
Fall % > 1 gilt: Y,, — y(t) fiir n — oo, wobei y(t) = ¢ =1 — 7 fiir t — oo.

Um die Aussagen iiber Y, (t) zu treffen, wird folgendes Theorem benétigt (ohne
Beweis):

Theorem: Sei 0F = (0,F;) die Matrix der partiellen Ableitungen und es gelte:
lim,, o v,(0) = v Dann gilt fiir die Folge von Prozessen V,,: V,, — V|, n — oco. Auflerdem
ist V ein normalveteilter Prozess mit der Kovarianzmatrix:

Cov(V(t),V(r)) = /OtM d(t,5)G(2(s))®(r, s) ds

Die Matrixfunktion & ist definiert als die Losung der Differentialgleichung:
29(t,s) = —®(t,s) - OF(z(s)), wobei ®(s, s) = I.

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz Y feste ¢ ist Y,,(¢) normalverteilt
mit Erwartungswert:

E(Y,) = E(va(Ya(t) — y(1))) = VRE(Y, (1) — VrEy(t) = ay(t) — Vay(t) =

und Varianz:

(Y(t),Y (1) = Jy @(t:5)G(§)(t,s)"ds = Jge O F(X — ) -

Var(Y(t)) = Cov
=1(1- e~ 2=t

67()‘77)'(7& S)ds
Zu den einzelnen Berechnungen:

OF(9) = (Mj(1=9)—7)) = (A= AP* =7§) = A=2X) =7 = A=2A(1—-F) =y = —(A—7)



2 SIS-Modell

G@) = Bi(®) + B-1(9) = ML —9) +79 = \J — AJ®> + 77 . JA = A) + ) =
I=3DA=A1=3)+N=0=-3)A=A+7+7) =132y =F(A—")

50(t,5) = —(t,s) - OF (§)

& df(iff)) = (A—")ds

& O(t,5) = e A1) (t=s)

2.3 Zeit bis zur Ausloschung

Im folgenden soll nun die Zeit bis zur Ausloschung (time to extinction) T, des
Prozesses Y,, untersucht werden.

T, =inf{t >0:Y,(t) =0}
Sei Y,, irreduzibel auf der Menge S, \ {0}, wobei der Zustand {0} absorbierend ist.

Die Zeit bis zur Ausloschung ist fast sicher endlich. Wie entwickelt sich aber 7T,,, wenn die
Population gegen unendlich wéchst?

Definition: a, und b, heiflen asymptotisch aquivalent fiir n — oo, wenn der Quotient §*
fiir grofle n gegen 1 tendiert.
Schreibweise: a,, ~ b,

Das folgende Theorem zeigt, dass T;, eine Grofle ist, die das Schwellenverhalten des
deterministischen Prozesses angibt. Fur den Fall A < ~ ist die Zeit bis zur Ausléschung
immer relativ kurz, wahrend fiir A > v die Gré8e 7, astronomisch werden konnte.

Theorem: Die Zeit bis zur Ausloschung im stochastischen SIS-Modell hat die folgenden
asymptotischen Eigenschaften:

1. Fir A >~y und = — p > 0 fir n — oo gilt:

Tn d
- U
E(T.)
wobei U ~ Ezp(1).
Weiter gilt fir n — oo
2r A
E(T,) ~ 1/ — n 3
(T~ e Q0
mitvzlog(g)—1+§>0.
2. Fir A >~yund m, =m >1Vn:
T, 5%

fir P(T' < o0) = (3)™ < 1.
Fir diesen Fall ist T' die Zeit der Ausloschung fiir einen linearen Geburts- und
Todesprozess mit Geburtsrate Ai, Todesrate vi und m Startindividuen. Auf der
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Menge wo 1" unendlich ist, gilt:

wobei U und E(7,,) wie oben definiert sind.

3. Fir A <~y und %* — p > 0 fir n — oo gilt:

Al —
(v = A1 = )T, — logn — logp — log(1 — (vu)) S W
wobei W die durch Verteilungsfunktion P(W < w) = exp{—e "} beschriebene
Verteilung hat.

4. Fir A\ <~vund m, =m >1Vn:

T,
wobei T" wie in Eigenschaft 2 ist, aber nun gilt P(T < oco) = 1.

Interpretation des Theorems
Eigenschaft 1: Ist die basic reproduction number Ry, = 2 > 1 sowie die Anzahl der
Erstinfizierten grof}, so wéchst die Zeit bis zur Ausléschung T, exponentiell mit der Popu-
lationsgrofle an.
Eigenschaft 2: Ist Rg > 1 und die Anzahl der Erstinfizierten klein, so prasentiert sich eine
Art Schwellenwertphdnomen.
Eigenschaft 3: Ist Ry < 1 und die Anzahl der Erstinfizierten grof3, so verhélt sich T,, wie
log(n).
Eigenschaft 4: Ist Ry < 1 und die Anzahl der Erstinfizierten klein, so ist die Zeit bis zur
Ausléschung immer klein.

Da der vollstandige Beweis des Theorems iiber diese Seminararbeit hinausgeht, ver-
weisen wir den interessierten Leser auf die im Buch Stochastic Epidemic Models and Their
Statistical Analysis angegebene Quelle Andersson/Djehiche (1998).

Fiir die Eigenschaft 2 soll im folgenden die Beweisidee angedeutet werden.
Beweis der Eigenschaft 2
Wenn die Anzahl der Erstinfizierten m,, fiir n — oo konstant bleibt, kann man mit Hilfe der
einfachen Coupling-Methode zeigen, dass der epidemische Prozess einen linearen Geburts-
und Todesprozess zu Beginn der Zeitentwicklung darstellt. Wir definieren Z(t),t > 0 als
einen Geburts- und Todesprozess mit stetiger Zeit und der folgenden Ubergangstabelle:

from to at rate
7 741 i

Jgoog—1 )

Tabelle 2: Ubergénge

mitZ(0) = m. Es ist bekannt, dass die Zeit bis zur Ausléschung 7" fir Z die Gleichung

P(T < 00) = (})m erfiillt, falls A > ~. Die Verteilung von 7" kann wie in der Quelle Syski
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(1992) in geschlossener Form angegeben werden.

Wir definieren uns einen bivariaten Prozess (}A/}L, Zn) mit folgenden Ubergangsintensi-
taten

from to at rate
(hj) (i+1j+1) 0

n

(G,j+1) M- el

(4,7 —1) vJ — i

Tabelle 3: Ubergangsintensititen

A,

und Anfangswerten (Y;,(0), Z,(0)) = (m, m). Die Grenzverteilungen stimmen dabei
mit den Verteilungen von Y, bezichungsweise Z iiberein. Weiter gilt, dass Y;,(t) < Z,(t)
Vt > 0. Dabei bricht die Approximation ab, sobald der bivariate Prozess die Diagonale
verldsst. Betrachtet man die Sprungraten, kann beobachtet werden, dass Abwértsspriinge
von der Diagonalen nicht moéglich sind, wahrend Aufwartsspriinge sehr selten sind, solange
fiir die Zustinde (4,1) 2 < n gilt.

Begriindung: Vom Zustand (4, 7) aus sind theoretisch die folgenden Zusténde er-
reichbar:
(1,9),(t,7—1), (4, j+1),(i—1,7—1),(i—1,7), (i—1,i+1), (i+1,i—1),(¢:+1,4), i+1,7+1).
Spriinge von der Diagonalen werden ausgeschlossen, ebenso der Fall (7, 5) da sich hier
nichts andert. Es gilt

Xi(n — z))

vy~ Exp( ~

Ni(n — i
Vg ~ E:Up</\j — Z(T;Z))
Vg ~ Exp(vz')

Vg ~ Ewp(vj - w’)

Ist die Approximation noch nicht abgebrochen, befinden wir uns aktuell in einem Zustand,
der auf der Diagonalen liegt. Also kann ¢ = j gesetzt werden. Sei u das Ereignis, dass
die Diagonale im néchsten Schritt verlassen wird und aus fritheren Seminarvortrigen ist
bekannt, dass P(min {X,Y} =Y) = ¢= fir X ~ Exp(A) und X ~ Ezp(y).

P(u) = P(vy = min {vy,ve,v3,04}) + P(vg = min{vy, va,v3,04})

. Ni(n—i ;
)\inlm ) - i yi—yi _ Ar
200=8) 320D fip iy T TR

1

P(u) =

n
)\z(zfz) +Xie )\1(271) - yityi—ryi

Fiir 2 < n ist diese Sprungrate sehr gering.

Daraus folgt, dass die zwei Koordinaten wéahrend der ganzen Epidemie solange an
den Stellen des Zustandraumes, wo die Zeit bis zur Ausloschung von Z,, endlich ist, zusam-
menbleiben. Falls Z,, andererseits explodiert, kann gezeigt werden, dass Y,, das endemische

10
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Level ng oder zumindest die néachste ganze Zahl dieser Grofie, mit hoher Wahrscheinlichkeit
erreicht.

Um die Zeit bis zur Ausloschung bezogen auf dieses letzte Ereignis untersuchen zu
konnen, schreiben wir

Ky
T,=A,+> Bu(k)+C,

k=1
mit A, = inf{t > 0: Y,(¢t) = 0 oder Y,,(t) > ng}, K, ist die Gesamtanzahl der Abwei-
chungen von dem endemischen Level, B, (k) ist die Lange der k-ten Gesamtabweichung,
und C),, misst die Zeit um den absorbierenden Zustand zu erreichen, indem man von
der Zeit des letzen Auftreten bis zum endemischen Level zahlt. Falls Y,, niemals das
endemische Level erreicht, gilt K, = 0 und C,, = 0. Die Variablen B, (k) sind nach
der starken Markov-Eigenschaft unabhéngig und identisch verteilt. Daher ist die Anzahl
der Gesamtabweichungen K, einfach geometrisch verteilt mit Parameter (,. Auch die
folgenden Resultate kénnen in oben genannter Literatur nachgelesen werden. Fiir die
Wahrscheinlichkeit (,, einer Absorbtion wéihrend einer Abweichung gilt fiir n — oo

A1
Cn ~ 2 e " (4)

wobei v = log(%) — 1+ ¢ > 0. Fiir den Erwartungswert der Abweichlange gilt fiir

n — oo:
Pr_\3
k)) ~ 20— ) (5)

Fiir ein C' > 0 gilt fir n — oo

und
enC’
Mit dieser Erkenntnis konnen wir schreiben

T, 1 K  Kn 1 & Bu(k)
) " EEIEG) = 7'M = B(R,) K, 2= BB.1)

k=1 n k=1

Wenn wir voraussetzen, dass der approximierte Geburts- und Todesprozess explodiert,
tendiert die genormte Summe auf der rechten Seite der Gleichung in Wahrscheinlichkeit
gegen 1. Dies lasst sich mit Hilfe einer Version des Gesetzes der groflen Zahlen beweisen.

Ebenso kann gezeigt werden, dass ]E(K” j gegen eine exponentialverteilte Zufallsvariable

tendiert. Da also T}, ~ B"(l) folgt Gleichung 3 aus 4 und 5 .

11
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3 Ausblick

Die angemessene Modelierung einiger endemischen Infektionskrankheiten erfordert
eine weitergehende Differenzierung der Klassen S und I. Beispielsweise fiir Malaria gibt es
ein two-stage SIS-Model, welches The Ross Malaria Model genannt wurde.

People Mosquitoes

* o
abmM - »
™
(l-H) , "«
’

gH acH(1-M)

Abbildung 2: The Ross Malaria Model [5].

Gibt es weitere Modelle, die auf dem SIS-Modell basieren?

12
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