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1 Einleitung

In der Wahrscheinlichkeitstheorie und ihren Anwendungen ist die Coupling-
Methode ein wichtiges Instrument, um z.B. Aussagen iiber Zufallsvariablen
oder stochastische Prozesse treffen zu konnen. Insbesondere kann diese Methode
bei Markov-Prozessen sehr geschickt eingesetzt werden. Im Folgenden wird die
Coupling-Methode anhand von verschiedenen, einfachen Beispielen vorgestellt,
damit dann im letzten Beispiel eine klassische Kopplung von Markov-Ketten
gezeigt werden kann. Das erste Beispiel, dass wir anschauen nennt man das
”Gambler’s ruin problem” (Ruin des Spielers).

2 Beispiele

2.1 Gambler’s ruin problem

In diesem einfiihrenden Beispiel geht es um einen Spieler, der das Startkapital
von m Geldeinheiten besitzt und damit in ein Spielkasino geht um zu spielen.
Dort spielt er solange voneinander unabhéngige Spiele bis er entweder insge-
samt n Geldeinheiten (n > m) besitzt, oder Bankrott geht, also 0 Geldeinheiten
besitzt. Die Gewinnwahrscheinlichkeit fiir ein einzelnes Spiel betrégt # und die
Wahrscheinlichkeit, dass er ein Spiel verliert betragt 1-6.

Ist P(0) die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler das Kapital n erreicht (6 € [0, 1],
beliebig), d.h. P(¢) = P{Kapital n wird erreicht} , so wird nun mittels Coup-
ling bewiesen, dass die Wahrscheinlichkeit P(f) mit wachsendem 6 steigt.

Beweis: Dafiir seien Uy, Us, . .. unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen
mit U; ~ U(0,1). Definiere fiir alle 6 die Zufallsvariablen:

+1 U; <0

Yo(i) = {71 sonst Vi=1,2,... und

Xo(v) m+> Yp(i)  Ww=12,...
1=1

Der Prozess Xy = {Xo(v);v = 1,2,...} beschreibt offensichtlich das Kapital
des Spielers. Wihlen wir jetzt ein €', so dass gilt: # < ¢ dann gilt wegen der
Konstruktion von Yp(7) :

Yo(i) < Yo (4) fiiralle: = 1,2,... und Xp(v) < Xg/(v) fiir allev = 1,2,....
Erreicht die Zufallsvariable Xy (v) das Kapital n, so gilt das Gleiche also auch fiir
Xy (v). Benennt man jetzt um, so dass X = Xy und X’ = X;, dann wurde so-
eben mit der Kopplung (X, X') gezeigt, dass P() < P(¢’). Das bedeutet insbe-
sondere, dass diese Wahrscheinlichkeit nicht vom definierten zwei-dimensionalen
Wahrscheinlichkeitsraum abhéngt.



2.2 Stochastische Ordnung

Fiir das zweite Beispiel benotigt man zwei neue Begriffe: zum einen die Stochas-
tische Ordnung, mit der man Zufallsvariablen vergleichen kann und zum anderen
die Definition der verallgemeinerten Inversen fiir Verteilungsfunktionen.

2.2.1 Definition (Stochastisch geordnete Zufallsvariablen):

Seien X und Y zwei reelwertige Zufallsvariablen, dann heisst X stochastisch
kleiner als Y wenn gilt:

P(X>a)<PY >a) Ya
Offensichtlich dquivalent dazu ist:

Fx(a) > Fy(a) Ya

Schreibweise: X 2 Y, analog fiir X g Yud X 2y

Das bedeutet, die Wahrscheinlichkeit, dass X ein bestimmtes Level erreicht, ist
geringer (bzw. grofler, gleich), als die Wahrscheinlichkeit, dass YV dieses Level
erreicht.
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2.2.2 Definition (Verallgemeinerte Inverse einer Verteilungsfunkti-
on):

Fiir eine Verteilungsfunktion G definiert man die generalisierte Inverse G—!
durch
G ' (u) = inf{z : G(z) > u}, O<u<l1

Ist U gleichverteilt auf (0,1) so hat G~1(U) die Verteilungsfunktion G.

Beweis: Seien Uy, Us, ... eine Folge von unabhingigen und gleichverteilten Zu-
fallsvariablen und G : R — [0, 1] eine beliebige Verteilungsfunktion. Sei ausser-
dem X := G71(U;), z € R und u € (0,1) dann gilt:

u < G(x) “ G Hu) <=z

)
P(X <z)=P(GYU;) <z)=PU; <G(z)) = G(x)

2.2.3 Kopplung von stochastisch geordneten Zufallsvariablen

Unter Verwendung der Coupling-Methode werden wir jetzt folgendes beweisen:

D
Sind X und X’ Zufallsvariablen, so dass X<X', so existiert eine Kopplung
(X,X’) von X und X', so dass X < X'.

Beweis: Sind F und F’ die Verteilungsfunktionen von X und X’ so gilt F > F”.
Ist U ~ U(0,1), so ist F~1(U) < F'~1(U) nach Definition der verallgemeiner-
ten Inversen. Benennen wir nun so um, dass X = F~1(U) und X’ = F'~1(U)
so haben wir mit ()A( , X/ ) die gewiinschte Kopplung gefunden.

2.3 Geburts- und Sterbeprozesse

Bevor wir uns diesem Beispiel zuwenden, ben6tigen wir nachfolgende Definitio-
nen:

2.3.1 Definition (Die O-Notation):

Gegeben seien die reelwertigen Funktionen f, g und z, ¢ € R. Dann ist

g€ O(f), wemn 0 < lim (fcg))) _

d.h. g wichst nicht wesentlich schneller als f

ge€o(f), wnn0 < lim (f@) =0

r—00

d.h. g wichst langsamer als f



Kurzes Beispiel: Sei g(7) = 223 —222—72—-3, dannist g € O(2%), da lim 9(z)

3
z—o0 T

und g € o(z?), da lim % = 0 wie leicht nachzurechnen ist.
T—00

2.3.2 Geburts- und Sterbeprozesse

In diesem Beispiel werden zwei Geburts- und Sterbeprozesse miteinander ver-
glichen.

Sei X = {X(t);t > 0}, und X’ = {X'(¢);t > 0} zwei Geburts- und Sterbepro-
zesse. Sei dazu A; die Geburtsrate und pu; die Sterberate von X und

P(X(t+dt) — X(t) = +1|X(t) = i) = \idt + o(dt)

P(X(t +dt) — X(t) = —1|X(t) = 1) = psdt + o(dt)

Ausserdem sei X (0) = m. Analog hat X’ Geburtsrate A}, die Sterberate p} und
den Startwert X’(0) = m/. Ist nun \; < A fiir alle ¢ > 0 und p; > p fiir alle
i > 1, so zeigen wir X () ist stochastisch kleiner als X’(¢) fiir alle ¢ (voraussge-
setzt m < m’).

Beweis: Im ersten Schritt definiert man sich einen bivariaten Prozess (X, X’)
mit den Startwerten (m,m’) wie folgt:

von nach Rate
( ) Ai
(1,5 +1) A
(i /) i
(4,5 —1) 145
(i+1i+1) N

(i,i+1) A=\
(t—1,—1) p

(i—1,4) i —

Der Prozess kann also, wenn er einmal auf der Diagonalen gelandet ist nicht
mehr unter die Diagonale laufen. Man sieht, dass die erste Koordinate X ver-
teilt ist wie X und die zweite Koordinate ist verteilt wie X’. Wir haben jetzt
also Versionen X und X’ der Zufallsvariablen X und X’ gefunden fiir die gilt:

~ ~ " D
X(t) < X'(t) fiir alle ¢. Insbesondere gilt: X (t) < X'(t) fiir alle ¢, da letzteres
nichts mit dem gewiahlten Wahrscheinlichkeitsraum zu tun hat.
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2.4 Konvergenz von Markov-Ketten
2.4.1 Einfithrung einiger Begriffe
Es sei X = (X(0), X(1),...) eine Markov-Kette. Folgende Begriffe sind wichtig:

e periodisch/aperiodisch: Ein Zustand ¢ einer Markov-Kette hat die Periode
k, wenn gilt: k = min(k € N: Zustand i ist von allen Zustinden aus in
einem Vielfachen von k-Schritten erreichbar). Ein Zustand ¢ heisst aperi-
odisch wenn k =1 ist.

o rekurrent/transient: Ein Zustand ¢ heisst rekurrent, wenn die Wahrschein-
lichkeit, dass dieser Zustand unendlich oft eintritt gleich 1 ist. Andernfalls
heisst der Zustand transient.

e irreduzibel: Eine Markov-Kette heisst irreduzibel, wenn sie sich nicht in
Teilketten zerlegen lassen kann. Anschaulich bedeutet das, jeder Zustand
ist von jedem Zustand aus erreichbar.

o stationdre Verteilung: Fine Verteilung 7 heisst stationér, falls fiir alle j
gilt m; = >, g mipij. Die Wahrscheinlichkeit einen bestimmten Zustand
zu erreichen, héngt also nicht von der Zeit ab.

2.4.2 Kopplung von Markov-Ketten

Im letzten Beispiel iiber die Coupling-Methode beweisen wir, dass eine irre-
duzible, aperiodische Markov-Kette in einem endlichen m-dimensionalen Raum
Stationaritét erreicht, unabhéngig von der Anfangsverteilung.

Sei X = (Xo,X1,...) eine irreduzible, aperiodische Markovkette, P sei die
dazugehorige Ubergangsmatrix und A\ die Anfangsverteilung. Ausserdem sei
7w = (w1, 72, ...) die eindeutige, positive stationéire Verteilung, so dass m = 7 P.
Wir werden jetzt beweisen, dass P(X, = y) — m, fiir v — oo, fur alle festen
y=1,...,m.

Beweis: Dieser Beweis ist ein klassischer Coupling-Beweis.

Sei nun X’ = (X}, X},...) unabhingig von X, mit der Ubergangsmatrix P
und Anfangsverteilung 7. Somit ist X’ stationdr. Fiir ein festes y definiere
X = (Xo, X1,...) durch

s X, firT>v
X)) = {X,C fir T <v

wobei T = min{r > 0: X,, = X/}, also ist T der Zeitpunkt an dem sich X und
X' das erstemal treffen und es gilt 7' < oo, da X irreduzibel und aperiodisch.
Zuerst wird nun bewiesen, dass P(X, = y|T <v) = P(X, = y|T <v). Das ist
aber gleichbedeutend mit P(X, = y|T <v) = P(X], =y|T <v).
Da aber gilt:

P(X,=y,T<v)

P(Xuzy|TSV): P(T§V>_




und

P(X, =y, T <v)
P(T <v)

P(X], =y|T <v) =

geniigt es P(X, =y, T <v) = P(X, =y,T < v) zu zeigen.

P(X,=y,T<v) = ZZP(T:m,Xm:x,XU:y)
m=1 =z
HEVEE ST NPT = m, X = 2)P(Xy = y| X = 2,T = m)
m=1 =z
= > S P(T'=m,X,, =2)P(X], =y|X], =2,T =m)
m=1 x
= > ) PT=mX,=2X =y
m=1 =z

= P(X, =y,T <v)
Damit gilt jetzt:
P(Xuzy) = P(X;:yaTSV)+P(XV:y’T>V)
< PX,=y)+PX, =y T>v)

analog gilt fiir X' : P(X!, =y) < P(X, =y)+ P(X, =y, T > v).
Daraus folgt
|P(X, =y)-P(X,=y)| = |PX,=yT<v)+PX,=yT>v)
—(P(X, =y, T <v)+P(X, =y, T >v))
< PX,=y,T>v)+P(X,=y,T>v)

Summiert man nun iiber y auf so ergibt sich:

YN IPX,=y)-P(X,=y)| < > (PX,=yT>v)+P(X,=yT>v))
= 2P(T >v)

Sei nun Xy = z und X{ hat nach Vorraussetzung die stationdre Verteilung m,
dann folgt das gewiinschte Ergebnis mit der Kopplung X’ = X’ und X wie oben
definiert.

Z|p”(x,y) —my| <2P(T > v) — 0 fiir v — o0
y



3 Kopplung

Die formale Definition des Begriffs Kopplung kommt zuletzt, da sie ohne Bei-
spiele schwer verstiandlich ist.

Es seien im Folgenden (92, 7, P) und (', 7', P") Wahrscheinlichkeitsriume iiber
E. Hierbei kann E € N, E € R, usw.

Definition 1:

Unter der Kopplung von Zuvallsvariablen X: Q — E und X": Q" — E versteht
man einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) und die Zuvallsvariablen (X, X'):
Q — E2, so dass

[iS}

XxXZ2x und X' 2x

Definition 2:
Seien p, v Verteilungen auf einer endlichen Menge 2. Eine Verteilung w auf 2 x 2
heisst Kopplung, falls gilt:

vz € €, Zw(x,y) = p(x)

yeR

Ve, Y wxy) =vy)

z€R

Mit anderen Worten: w ist eine gemeinsame Verteilung, deren Randverteilungen
w und v sind.

4 Abschluss: Ein Zahlentrick

Als Abschluss ein sehr anschauliches Beispiel fiir das Coupling folgender Zahlen-
trick, den Eugene B. Dynkin seinen Studenten prisentierte. Ein Student wurde
zufilllig ausgewihlt, der dann willkiirlich 100 Zahlen zwischen 0 und 9 an die
Tafel schrieb. Ein anderer Student wihlte eine der ersten zehn Zahlen aus, die
er aber fiir sich behielt. War diese Zahl zum Beispiel 5 dann zihlte der Student
von dort aus 5 Zahlen weiter, notierte sich die an dieser Stelle stehende Zahl
und fuhr dann so fort. Wenn der Student zu einer 0 kam z&hlte er 10 Zahlen
vorwérts. Eine mogliche Folge wiren also die unterstrichenen in der folgenden
Reihe:
2957021038619456238424769274...

Der Trick besteht nun darin, dass Dynkin, ohne zu wissen welche Zahl der

Student am Anfang ausgewiahlt hatte die letzte Zahl bestimmen konnte auf die
der Student beim Zahlen kam.
Um auf diese Zahl zu kommen, wéahlte sich Dynkin ebenfalls eine Zahl unter den
ersten zehn aus und bildete auf die Gleiche Weise die Zahlenreihe. Durch dieses
Vorgehen findet ab einem Zeitpunkt T die Kopplung statt, ab der dann die zwei
Zahlenreihen zusammen laufen. Einer von Dynkins Studenten berechnete die
Wahrscheinlichkeit, dass dieser Trick schief geht. Sie betrug 0,026.



5 Ausblick

Wir haben nun anhand verschiedener Beispiele die Coupling-Methode kennen-
gelernt. Nachdem die einfithrenden Beispiele zum Kennenlernen der Coupling-
Methode gedacht waren, zeigte das letzte Beispiel einen ldngeren und schwieri-
geren Beweis mittels der Coupling-Methode.

Weiterfithrend wiire es jetzt interessant zu sehen, wie die Coupling-Methode in
der Epidemiologie angewandt werden kann und welche Erkenntnisse sich da-
durch beweisen lassen.
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