Schwellenverhalten (Konvergenzverhalten)

Seminar stochastische Modelle in der Epidermiologie

Jasmin Fisel und Jana Geller
27. Mai 2011



Inhaltsverzeichnis
1 Einfiihrung

2 Fall 1: = konvergiert gegen p > 0 fiir n gegen oo

2.1 Gegebene Grofen . . . . ..o
2.2 Voriiberlegungen zum Theorem . . . . . . . . ... .. ... ... ... ..
2.3 Theorem . . . . . .. L
2.4 Graphische Bedeutung . . . . . . .. ... oo
3 Fall 2: m,, = m fiir alle n
3.1 Gegebene Grofen . . . . ...
3.2 Vortiiberlegungen zum Theorem . . . . . . . .. .. ... ... ... .....
3.3 Theorem . . . . . . . ..
3.4  Graphische Bedeutung . . . . . .. . ... oL

4 Ausblick

5 Literaturverzeichnis



1 Einfiihrung

Bei Betrachtung von grofsen Populationen ergeben sich nun zwei verschiedene Moglichkei-
ten der Verteilung des Verhéltnisses von infizierten und anfilligen Personen. Der erste Fall,
welchen wir genauer betrachten, geht von einem gleichbleibenden Verhéltnis aus, der zweite
Fall dagegen von einer festen Zahl infizierter Personen.

2 Fall 1: » konvergiert gegen p > 0 fiir n gegen oo

Das Verhiltnis von infinzierten zu anfélligen Personen bleibt gleich.

2.1 Gegebene Grofien

Aus den vorherigen Vortriagen sind einige Hilfsprozesse und Gréfsen bereits bekannt.

Z,(t) = Z,(nt) (mit Z: Infektionsdruckprozess)
Qu(t) = % (mit Q: Schwellenprozess)

Cu(t) = Qu(Zn(t))

Z=min{t >0: Q(Z(t+m)) =t}

2.2  Voriiberlegungen zum Theorem

Das endgiiltige Grofenverhéltnis aus Populationsgrofe und Anzahl der anfélligen Personen
wird wie folgt dargestellt:

é:lmin{tz():an(z—l—%)ZE}
n n n n n

BEWEIS:
Durch Umschreiben und Einsetzten der gegebenen Gréfsen erhalten wir die nachstehenden
Formeln.

To(t) =To(nt) = IL(t+my) =T,(L+ =)
Q (t) = (t g Qn( ) = nQn( )

nQn(Tu(; + %) =t & QuTu(y+52) =

BIH ‘

t
n

Durch Einsetzten dieser Ergebnisse in die Gleichung Z = min{t > 0: Q(Z(t +m)) =t} und
dem Dividieren von n auf beiden Seiten der Gleichung erhalten wir das Gesuchte. a

Im Folgenden benennen wir Z/ mit Z,, + m, und schliefsen so die zu Beginn infektiosen
Personen in die endgiiltige Grofe mit ein. Auferdem verwenden wir, dass C,(t) in Wahr-
scheinlichkeit gegen 1 — e~ und, gemif unserer Annahme, T gegen p > 0 konvergiert.



Mit den oben genannten Grofen kann man folgern, dass 7; = % gegen 7 konvergiert,
was die Losung von der Gleichung 1 — e 7 = 7 — p ist, welche sich umschreiben ldsst zu
14+p—7=e,

Wir richten nun unser Augenmerk auf eben diese Gleichung und geben ihr somit eine Num-
mer.

l4+p—T1=e" (1)

BEWEIS (zU 1):

!/
— A Zn+m A m
Z,=—"t=——= — 4 — =T
n n n n
~~ ~—
—Lmin(1—e—2t) —p

Da Z, = min{t > 0 : C,(t) = L} einen Fixpunkt beschreibt, kann man sagen, dass auch

C,(t) selbst zu diesem Zeitpunkt gegen 1 — e~* konvergiert.
Aus diesen beiden Argumenten folgt nun 1+ p — e ™ = 7. a

Mit anderen Worten kann die Gleichung (1) folgendermafen veranschaulicht werden:

Da eine bestimmte, gegebene Person mit Wahrscheinlichkeit E(e /") vermeidet sich zu
infizieren, ist die Wahrscheinlichkeit einer solchen Infektion zu entgehen entsprechend der
Approximation (2). Dies entspricht der rechten Seite von (1). Des Weiteren bezeichnet die
linke Seite von (1) die Wahrscheinlichkeit der Infektion zu entgehen, die gleich dem Anteil
der zu Beginn anfilligen Personen, die gesund geblieben sind, ist.

n

Bl (1-2) s o 2)

BEWEIS (zU 2):

; z, , '
(B = [2 (T, G5 = (B0 - 24 )% = [1-2z0)
= - R (02 R ) =

Im ersten Schritt dieses Beweises haben wir die Exponentialfunktion als Reihe geschrie-
ben und dann mit Hilfe der Taylorentwicklung aufgespalten. Danach war es uns auf Grund
ihrer Linearitdt moglich, den Erwartungswert in die einzelnen Elemente hineinzuziehen. We-
gen der Konvergenz % — 7 < Z! — n7 und der Eigenschaft E(I) = ¢ folgte die erste
Approximation. Die Zweite ldsst sich dadurch begriinden, dass (1 — %)” gegen e~

konvergiert. O

HERLEITUNG (ZGWS FUR Z)):

Wir wollen einen zentralen Grenzwertsatz herleiten um das Grenzverhalten der Epidemie
genauer beschreiben zu konnen.

Aus den beiden Definitionen 7/" = Un(Z;) 4+ ™2 und 7 = 1 — e + p ergibt sich aus
Vi(Z,, = 7) der erste Teil des gesuchten ZGWS.



) = Vn (@(ZJ e — (1 — e 4 ,u))

= Vn <5n(7n) 4 (] — e M) g [1— e M) — (1 — e u))

= Vi (Cu(Z) -1 e”ﬂ F[L = e = (1 e ) 4 (22— )
(

Ou(Z,) = (1= ™) 4y ([ = e %] = [1 = e7]) + o(1)

Wir wollen nun den zweiten Teil des ZGWS iilﬁr die Taylorentwicklung approximieren.
Dazu sei 7 der Entwicklungspunkt zur Variablen Z .

f(Z,) = \/ﬁ(_e*)\bé; + ewa-) ag £ ( ) _ \/ﬁ(/\Te—ALZL)
= JO+ERZT) = VAl T e ) = a(e ) (2, 7) = e (7, )

= Vi, - 1) =V (Cu(Z,) — 1= e ]) 4 e TVi(Z, — 7) + o{1)

Alle etwaigen Fehler, die durch die Approximation in der Taylorentwicklung entstehen, wer-
den in o(1) verschoben, weshalb die Gleichheit gilt. Somit ist die nun entstandene Gleichung
der gesuchte zentrale Grenzwertsatz.

Auf Grund von Uberlegungen des vorherigen Kapitels schliefen wir, dass der ZGW gegen
)\L‘r(l 67)\LT)+A20. 7.672)\L7'
(1—Ae—>e)?

< 1 gilt, da die Funktion konvex

eine normalverteilte Zufallsvariable mit Mittelwert 0 und Varianz <

konvergiert. Diese Varianz ist wohl-definiert falls Ae=*"

ist (=Eindeutigkeit) und der ZGWS gilt (=Existenz).

BEWEIS (VON 7;):
Weil Cy (L + 2oy =
2= infr >0
Da1+M:Z —f—%:

!

die Gleichheit Z

nen Fixpunkt fiir den Zeitpunkt t bezeichnet, muss

t
Loei
min{¢ : Cn(L 4 22) = L} ebenfalls fiir genau dieses t gelten.

:I: |v:|§

ist, folgt mit der uns bereits bekannten Gleichung Z = % + =

Z
Un(Z) SRS

n

O

n

2.3 Theorem

Theorem 1:

Betrachten wir eine Folge von epidemischen Prozessen E,, ,,, (A, I) und nehmen wir fiir diese
an, dass = — 1 > 0 fiir n — oo gilt. Definieren wir uns dazu 7 als die Losung von (1) und
die endgiiltige epidemische Grofe als Z,, mit Z) = Z,, + m,,.

Dann konvergiert die Folge \/ﬁ(% — 7) gegen eine normalverteilten Zufallsvariable mit Mit-

p(L=p)+X2027p?

(1—xp? wobei p =1+ p — 7 = e bezeichnet.

telwert 0 und Varianz



2.4 Graphische Bedeutung

Abbildung 1: Graphische Veranschaulichung von 7, der Losung von (1), mit g = 0.1, A = 1.8
und ¢t =1

In der obigen Abbildung ist die Giiltigkeit des Theorems anschaulich dargestellt. Dafiir sind
die beiden Funktionen f(t) =1+ p —t und g(t) = e~ fiir den Fall y = 0.1, A = 1.8 und
t = 1 eingezeichnet. Der Schnittpunkt der beiden Kurven definiert die eindeutige Losung
7 =~ 0,903. Die Ableitung der Exponentialfunktion muss am Kreuzungspunkt 7 echt grofser
sein als —1, was zur gewiinschten Folgerung fiihrt. Die Bedingung der Wohldefiniertheit der
Varianz hat einen praxisnahen Bezug zur Realitét, der sich folgenderweise beschreiben
lasst:

Am Anfang ist die grundlegende Reproduktionszahl durch Ry = A¢ gegeben, was bedeutet,
dass eine infizierte Person ihre Krankheit in einer grofen Population an durchschnittlich ¢
Anfallige weitergibt. Da jedoch selbst nach einem solch groften Ausbruch noch 1—(7—pu) der
anfilligen Personen einer Infektion entgehen konnten, entspricht eine zweite Einfiihrung der
Krankheit in die selbe Population der effektiven Basisreproduktionszahl Au(1 — (7 — p)) =
Ae™7 . Diese Zahl muss kleiner sein als 1, da anderenfalls die Epidemie nicht an erster Stelle
stoppen wiirde.

3 Fall 2: m,, = m fiir alle n

Das Verhéltnis von infizierten (m) und anfilligen (n) Personen &ndert sich, da m fest aber
n variabel ist.

3.1 Gegebene Grofsen

Aus dem approximierten Ergebnis des Verzweigungsprozesses, welches besagte, dass die End-
grofe Z,, des Epidemischen Prozesses E,, (), 1) fir n — oo fast sicher gegen die absolute
Anzahl der Nachkommen konvergiert, haben wir mit lim, ., lim, ., P(Z, < t) = ¢™ die



Wahrscheinlichkeit nicht angesteckt zu werden, bestimmt. Dabei bezeichnet ¢ die Ausster-
bewahrscheinlichkeit des Anndherungsprozesses.

3.2 Voriiberlegungen zum Theorem

Wiéhle nun eine Folge t,, so dass %" — 0 und \t/—"ﬁ — oo fiir n — oo gilt. Definiere weiter 7

als das nichttriviales Ergebnis des Terms 1 — e=*. Des Weiteren zeigen wir die Giiltigkeit
dreier Wahrscheinlichkeiten an ihren Grenzen.

l—e ™ = 7 (3)
lim P(Z, <t,) = ¢" (4)
n—oo
lim lim P(t, < Z, <nt —cyn) = 0 (5)
C—00 N—00
lim lim P(Z, >nt+cyn) = 0 (6)

C—00 N—00

(4) bis (6) zusammengefasst bedeuten, dass wenn n grof ist und die Verzweigungsappro-
ximation zerfillt, die Endgrofse mit hoher Wahrscheinlichkeit (fiir einige grofse feste ¢) im
Intervall [nT — cy/n, nT + ¢y/n] liegt. Wobei Scalia-Tomba (1985, 1990) bewiesen hat, dass
der obige Zentrale Grenzwertsatz (mit g = 0) im Falle eines grofen Ausbruchs gilt.

BEWEIS (VON 4):

Wir beginnen mit dem Beweis von (4), der sich jedoch eher an Ball und Clancy (1993)
als Scalia-Tomba orientiert. Definieren wir P[E,, (A, I)] als die Wahrscheinlichkeit, dass der
Verzweigungsprozess E,,(\, 1) insgesamt t Nachkommen hat (inklusive der m Vorfahren).
Wenn nun 7, < t, gilt, wird jeder infektiose Kontakt anfélliger Personen von der Folge
Ap = W nach unten beschréankt. Daraus, und aus der Stetigkeit von t,, erschliefst
sich P(Z, < t) < Y00 P(Z, = 1) = 20 PIE(AD)] < Y2 PIE (A D, wobei
die rechte Seite die Aussterbewahrscheinlichkeit ¢"* des modifizierten Verzweigungsprozesses
E(An, 1) ist. Gilt nun weiter A, — X fiir n — o0, so dass ¢, — ¢, dann folgt ¢™ — & <
P(Z, <t) < P(Z, <t,) <qm™+¢, solange € > 0 gilt und sowohl t als auch n grof genug
gewéhlt werden. Somit folgt (4).

Unter der Voraussetzung, dass die Basisreproduktionsrate groffer 1 ist, gilt Ry = A > 1,
andernfalls bleibt nichts mehr zu zeigen. a

BEWEIS (VON 5):
Gegeben ist P(t, < Z! < nt — ¢y/n). Diese ldsst sich durch P(C,(t +m) =t fir
t € [tn,nT — ¢y/n]) nach oben abschétzen.

Begriindung. Da Z), = Z, +m, = min{t > 0: Cp(£ + 22) = L} 4 m,, folgt die Ungleichung.
Anschaulich heifst das, dass alle Werte der konkaven Funktion zwischen den Fixpunkten, also
den Grenzen, oberhalb der Winkelhalbierenden liegen.



P(t, < Z, <nt—cyn) < P(Cy )=t fiir t € [t,,nT — c\v/n))
= P(C,( )=t fiirt € [t,,nT — cv/n))
— [t+m .
= P(nC, ( " ) =t fiir t € [t,,nT — cv/n))
= P(C, (t —;m) = % fiir t € [t,,nT — cv/n])

Auf Grund gewisser Aquivalenzen und dem Konvergenzverhalten von C,, auf C,, folgt aus
der letzten Gleichung die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

) )

=

3

R
n n
1 m t t+m
i — 2 1= —)\LT
o O () =g
PN [1 o e*)\b%] — E — _Lén (t+m)
n n n

- p ([1 _ 6—»@} — 1= —\/Lﬁé'n (H™) fiir t € [tn,nT — q/ﬂ)

Als néchstes suchen wir die Werte von t aus dem gegebenen Intervall, welche die obige
Gleichung erfiillen. Da die linke Seite eine konkave Funktion von t ist, reicht es die End-
punkte zu iiberpriifen.

Also setzen wir erst t = nT — ¢y/n ein.
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Weiter setzten wir ¢t = ¢,
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Wenn ¢ nun groft genug gewéahlt wird, bleibt die Folge immer unterhalb [Cn (]

NI

Da Wir At > 1 annehmen, gilt auch hier, dass das Ergebnis stets oberhalb der Folge \/iﬁ ist,

wenn f — oo fiir n — oo gilt. Damit ist (5) bewiesen.

BEWEIS (VON 6):

Gegeben sei hier (mit der Begriindung aus (5)):
P(Z, >nt+cyn) > P(C,(t +m) =t firt € [nT+ cv/n,

=P ([1 — e M

TR T A

t 1 - (t—l—m

n

Auch hier miissen wir nur die Grenze ¢ = n7 + ¢y/n iiberpriifen.
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3.3 Theorem

Theorem 2:

Wir wiéhlen eine Folge von epidemischen Prozessen E,, . (A, 1) und nehmen fiir diese an,
dass m,, = m fiir alle n gilt. Dazu definieren wir uns 7 als die nichttriviale Losung von (3)
und Z,, als epidemische Endgrofe mit Z,, = Z,, + m.

Fiir den Fall A7 < 1 konvergiert Z, fast sicher gegen Z. Dabei gilt P(Z < oo) = 1 und
Z bezeichnet die totale Nachkommenschaft in einem stetigen, zeitabhéngigen Verzweigungs-
prozess E,, (A, 1), der von m Vorfahren eingeleitet wurde. A stellt dabei die Entbindungsrate
einzelner Individuen wéhrend der von I abhéngigen Lebenszeit dar.

Fiir den Fall At > 1 konvergiert Z,, immer noch gegen Z, aber nun gilt P(Z < oc0) = ¢™

mit der Aussterbewahrscheinlichkeit ¢" des Verzweigungsprozesses. Mit Wahrscheinlichkeit

1 — ¢ konvergiert die Folge \/ﬁ(% — 7) gegen eine normalverteilte Zufallsvariable mit Mit-
p(L1=p)+X2027p?

telwert 0 und Varianz T=2up)2

,ymit p=1—171.

3.4 Graphische Bedeutung
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Abbildung 2: Histogramm der endgiiltigen Grofen fiir 10000 Simulationen von E,, (A, 1)
mit m = 1, n = 1000 und Ry = A\ = 0.8, d.h. unterhalb des Schwellenwertes

Aus dem Satz folgt im Besonderen dass im Falle Ry > 1 das Endgréfenverhéltnis % im
Punkt 0 in Verteilung gegen eine Zufallsvariable mit Masse ¢™ und im Punkt 7 gegen eine
mit Masse 1 — ¢ konvergiert. In den Abbildungen 3 und 4 sind Histogramme der Endgrofse
in 10000 Simulationen dargestellt. Dabei hat jeder Balken die Breite 10. Beide Abbildungen
behandeln die Markov-Version des Standard-Epidemie-Modells (4) mit einer Anfangspopu-
lation von n=1000 anfélligen und m=1 infektiésen Individuen. Abbildung 2 zeigt die Héu-
figkeitsverteilung bei Ry = 0,8 < 1, wiahrend Abbildung 3 dem Fall Ry = 1,5 > 1 entspricht.

Durch die Bilder wird klar, dass gréfere Ausbriiche nur im letzteren Fall auftreten. Dement-
sprechend ist die Losung von (3) bei Ry = A = 1,5 7 ~ 0.583 mit vernachldssigbarem
anfinglichen Anteil Infektioser p. Der Varianzausdruck vom Theorem ist 3.139. Der Satz
sagt somit, dass die Verteilung der grofen Ausbruchsgrofen anndhernd Gauss-verteilt mit
Mittelwert nT = 583 und Standartabweichung /3, 139n ~ 56 sein sollte. Auch das ist in den
Histogrammen gut zu erkennen.
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Abbildung 3: Histogramm der endgiiltigen Grofen fiir 10000 Simulationen von E,, ,, (A, I mit
m =1, n = 1000 und Ry = At = 1.5, also oberhalb des Schwellenwertes

4 Ausblick

Wir haben die Erkenntnisse der vorgehenden Vortrige auf eine gegen oo strebende Popu-
lation angewendet. Dabei sind wir davon ausgegangen, dass eine Person sich nur einmal
infizieren kann. Dieser Aspekt vereinfacht zwar die Rechnung, doch in der Realitit findet
sich dieser Sonderfall relativ selten. Des Weiteren geht unser Modell von einer gleichméfigen
Durchmischung von infizierten und anfélligen Personen in einer Population aus und ignoriert
zudem, dass es auch unterschiedliche Typen von Infizierbarkeit und Anfélligkeit gibt. Ebenso
wird die rdumliche Verteilung der Personen und die daraus resultierende Problematik in der
Weitergabe einer Infektion komplett ignoriert.

Ansonsten ist die Unterteilung der Anfangsinfizierung in zwei Félle durchaus sinnvoll, denn
es vereinfacht den Einstieg in die Berechnung des Konvergenzverhaltens einer Epidemie.
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