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Definition

Seien X1, Xa,... unabhingige Zufallsvariablen auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, X, P) mit Verteilungsfunktion F. Dann
wird die zufdllige Verteilungsfunktion

Fo(x) = %ZH(_W](X,-) Wx € (—00, ) (1)
i=1

empirische Verteilungsfunktion der Zufallsstichprobe (X1, ..., Xj)
genannt.
Hierbei ist I die Indikatorfunktion

1, x€eA
HA(X):{O x A

Aquivalent definiert man

{i1<i<nX <x}
n

Fo(x) = t



Verteilung von n F,

Sei F, eine empirische Verteilungsfunktion von unabhingigen
Zufallsvariablen Xy, ..., X,, dann ist

n f:_n(X) = Z H(_m7X](Xi)
i=1

binomialverteilt mit Parametern n und p = F(x).



Fast sichere Konvergenz

Da n I:_,, binomialverteilt ist, folgt aus dem starken Gesetz der
grollen Zahlen
Fn —f.s. F.



GleichmalRige Konvergenz nach Glivenko-Cantelli

Im folgenden werden wir die Konvergenz der empirischen
Verteilungsfunktion nach Glivenko-Cantelli zeigen:

F, —gim F n— 00. (4)

Dabei betrachten wir den gleichmaBigen Abstand D, und dessen
Konvergenz
Dn = sup |Fa(x) — F(x)| =5 0. (5)
xeR



(a) n=250 (b) n=500

(c) n=750 (d) n=1000

Abbildung: Eine empirische Verteilungsfunktion fiir verschieden groRe n



Der Empirische Prozess

Definition
Aus der Standardisierung der empirischen Verteilungsfunktion folgt
der empirische Prozess, definiert durch

Ba(x) == V/n(Fn(x) — F(x)) Vx € (—o0,00). (6)



Empiische Verteiungstunkionen

‘W | w

Abbildung: Verschiedene Realisierungen des empirischen Prozesses fiir
gleichverteilte Zufallsvariablen und Stichprobengréfe n = 1000



Die Inverse Transformation

Definition ( der linksstetigen Inversen)

Sei F eine Verteilungsfunktion. Dann ist ihre linksseitig stetige
Inverse definiert durch

FH(t):=inf{x: F(x) >t}  Vte(0,1). (7)



Stetige Verelungsfunkion Verellngsfunkion F mit Sprung

/
-

(a) F streng monoton und (b) F streng monoton mit
stetig Sprung

Fo)
F)

Vertllungstunkion F steig ichtsireng monoton

F)

(c) F monoton und stetig

Abbildung: Verschiedene Verteilungsfunktionen



Satz (liber die inverse Transformation)

Sei & ~ U(0,1), F eine Verteilungsfunktion und F~ ihre Inverse.
Dann gilt

X:=F ¢ ~F. (8)
Also ist
Ix<x) = le<r(xy) VX € (—00,00). (9)



Beweis.

Aus ¢ < F(x) folgt X = F~1(¢) < x, durch die Definition der
Inversen.

Ist X = F71(¢) < x, dann gilt F(x +&) > ¢ Ve > 0.

Durch die rechtsseitige Stetigkeit der Verteilungsfunktion folgt
F(x) > €.



Satz

§eien &1, ..,&n ~U(0,1) unabhingige Zufallsvariablen und seien
Gn(x) und ap(x) die empirische Verteilungsfunktion und der
empirische Prozess dieser Zufallsvariablen mit

A 1 — A
Gn(2) = — D Tg<n und an(z) :=+/n(Ga(z) — 2) Yz €[0,1] .
i=1
~ (10)
Dann sind die Folgen von zufilligen Verteilungsfunktionen F, und
Gn(F) auf dem Intervall (-0o,00) in Verteilung gleich.

Fa(x) = Go(F(x)) - (11)
Und bzgl. des Empirischen Prozesses

Bn(x) = an(F(x))- (12)



Beweis.
n F, ~ Bin(n, F(x)).
Nun gilt fiir G,(F)

n

n 6;n(F(X)) = ZH[&SF(X)] : (13)
i=1
Mit
p=Plg<rig =1] =P[5 < F(x)] = F(x)
folgt n Ga(F) ~ Bin(n, F(x)).
Daraus folgt, dass beide Folgen von Zufallsfunktionen die gleiche
Verteilung haben. O



Eigenschaften

Satz
Fiir eine Verteilungsfunktion F gilt

FoF'(t)>t Vtelo,1]. (14)

Wobei die Gleichheit nicht erfiillt ist, wenn t nicht von F
angenommen wird.



Satz (liber die Dichte der Inversen)

Sei F eine Verteilungsfunktion mit positiver, stetiger Dichte
definiert in der Umgebung von F~1(ty) mit 0 < ty < 1, dann ist
F~1 in ty differenzierbar und es gilt

Vty € (0,1). (15)



Beweis.
Nach Definition gilt

OF 1 . Fl(to) — F(t)
Oty (to) B t||—>nl]o tp— t
= lim 207X
- X—>X0 F(Xo) — F(X)
_ 1
= Flo)—F(x)
Xo—X
1
f(xo)

Mit xo = F~1(to) folgt




Theorem ( von Skorokhod)

Seien Fyi, Fy, ... und Fy Verteilungsfunktionen mit
Fn—a Fo n— oo. (16)

Seien

Xp:=F' ()  n>0, (17)
wobei £ ~U(0,1) bel. aber fest, s.d. X, ~ F,.
Dann gilt nach dem Satz von Skorokhod

Xn —rs Xo n— o0o. (18)
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