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De�nition

Seien X

1

,X
2

,... unabhängige Zufallsvariablen auf dem

Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω,Σ,P) mit Verteilungsfunktion F. Dann

wird die zufällige Verteilungsfunktion

F̂

n

(x) =
1

n

n

∑

i=1

I(−∞,x](Xi

) ∀x ∈ (−∞,∞) (1)

empiris
he Verteilungsfunktion der Zufallssti
hprobe (X
1

, ...,X
n

)
genannt.

Hierbei ist I die Indikatorfunktion

I
A

(x) =

{

1, x ∈ A

0, x /∈ A

Äquivalent de�niert man

F̂

n

(x) =
♯{i : 1 ≤ i ≤ n,X

i

≤ x}
n

(2)
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Verteilung von n F̂

n

Sei F̂

n

eine empiris
he Verteilungsfunktion von unabhängigen

Zufallsvariablen X

1

, ...,X
n

, dann ist

n F̂

n

(x) =
n

∑

i=1

I(−∞,x](Xi

)

binomialverteilt mit Parametern n und p = F(x).
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Fast si
here Konvergenz

Da n F̂

n

binomialverteilt ist, folgt aus dem starken Gesetz der

groÿen Zahlen

F̂

n

→
f .s. F . (3)
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Glei
hmäÿige Konvergenz na
h Glivenko-Cantelli

Im folgenden werden wir die Konvergenz der empiris
hen

Verteilungsfunktion na
h Glivenko-Cantelli zeigen:

F̂

n

→
glm

F n → ∞ . (4)

Dabei betra
hten wir den glei
hmäÿigen Abstand D

n

und dessen

Konvergenz

D

n

= sup

x∈R

|F̂
n

(x) − F (x)| →
f .s. 0 . (5)
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Abbildung: Eine empiris
he Verteilungsfunktion für vers
hieden groÿe n
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Der Empiris
he Prozess

De�nition

Aus der Standardisierung der empiris
hen Verteilungsfunktion folgt

der empiris
he Prozess, de�niert dur
h

β
n

(x) :=
√
n(F̂

n

(x)− F (x)) ∀x ∈ (−∞,∞) . (6)
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Abbildung: Vers
hiedene Realisierungen des empiris
hen Prozesses für

glei
hverteilte Zufallsvariablen und Sti
hprobengröÿe n = 1000
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Die Inverse Transformation

De�nition ( der linksstetigen Inversen)

Sei F eine Verteilungsfunktion. Dann ist ihre linksseitig stetige

Inverse de�niert dur
h

F

−1(t) := inf{x : F (x) ≥ t} ∀t ∈ (0, 1) . (7)
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Abbildung: Vers
hiedene Verteilungsfunktionen
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Satz (über die inverse Transformation)

Sei ξ ∼ U(0,1), F eine Verteilungsfunktion und F

−1

ihre Inverse.

Dann gilt

X := F

−1(ξ) ∼ F . (8)

Also ist

I[X≤x] = I[ξ≤F (x)] ∀x ∈ (−∞,∞) . (9)
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Beweis.

Aus ξ ≤ F (x) folgt X = F

−1(ξ) ≤ x, dur
h die De�nition der

Inversen.

Ist X = F

−1(ξ) ≤ x, dann gilt F (x + ε) ≥ ξ ∀ε > 0.

Dur
h die re
htsseitige Stetigkeit der Verteilungsfunktion folgt

F (x) ≥ ξ.
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Satz

Seien ξ
1

, ..., ξ
n

∼U(0,1) unabhängige Zufallsvariablen und seien

Ĝ

n

(x) und α
n

(x) die empiris
he Verteilungsfunktion und der

empiris
he Prozess dieser Zufallsvariablen mit

Ĝ

n

(z) :=
1

n

n

∑

i=1

I[ξ
i

≤z] und α
n

(z) :=
√
n(Ĝ

n

(z)− z) ∀z ∈ [0, 1] .

(10)

Dann sind die Folgen von zufälligen Verteilungsfunktionen F̂

n

und

Ĝ

n

(F ) auf dem Intervall (-∞,∞) in Verteilung glei
h.

F̂

n

(x) ∼= Ĝ

n

(F (x)) . (11)

Und bzgl. des Empiris
hen Prozesses

β
n

(x) ∼= α
n

(F (x)) . (12)
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Beweis.

n F̂

n

∼ Bin(n,F (x)).
Nun gilt für Ĝ

n

(F )

n Ĝ

n

(F (x)) =

n

∑

i=1

I[ξ
i

≤F (x)] . (13)

Mit

p = P
[

I[ξ
i

≤F (x)] = 1

]

= P [ξ
i

≤ F (x)] = F (x)

folgt n Ĝ

n

(F ) ∼ Bin(n,F (x)).
Daraus folgt, dass beide Folgen von Zufallsfunktionen die glei
he

Verteilung haben.
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Eigens
haften

Satz

Für eine Verteilungsfunktion F gilt

F ◦ F−1(t) ≥ t ∀t ∈ [0, 1] . (14)

Wobei die Glei
hheit ni
ht erfüllt ist, wenn t ni
ht von F

angenommen wird.
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Satz (über die Di
hte der Inversen)

Sei F eine Verteilungsfunktion mit positiver, stetiger Di
hte

de�niert in der Umgebung von F

−1(t
0

) mit 0 < t

0

< 1, dann ist

F

−1

in t

0

di�erenzierbar und es gilt

∂F−1

∂t
0

(t
0

) =
1

f (F−1(t
0

))
∀t

0

∈ (0, 1) . (15)
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Beweis.

Na
h De�nition gilt

∂F−1

∂t
0

(t
0

) = lim

t→t

0

F

−1(t
0

)− F

−1(t)

t

0

− t

= lim

x→x

0

x

0

− x

F (x
0

)− F (x)

= lim

x→x

0

1

F (x
0

)−F (x)
x

0

−x

=
1

f (x
0

)

Mit x

0

= F

−1(t
0

) folgt

1

f (x
0

)
=

1

f (F−1(t
0

))
.

17



Theorem ( von Skorokhod)

Seien F

1

,F
2

, ... und F

0

Verteilungsfunktionen mit

F

n

→
d

F

0

n → ∞ . (16)

Seien

X

n

:= F

−1

n

(ξ) n ≥ 0 , (17)

wobei ξ ∼U(0,1) bel. aber fest, s.d. X

n

∼ F

n

.

Dann gilt na
h dem Satz von Skorokhod

X

n

→
f .s. X0

n → ∞ . (18)
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