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Wiener-Prozess (Brownsche Bewegung)

Definition
Ein zeitstetiger Prozess W heil3t Wiener-Prozess <
1. W(0)=0

2. W besitzt unabhangige Zuwéachse
3. W(t)— W(s) ~N(0,t—5s)
4. Die Trajektorien sind fast sicher stetig.
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Eigenschaften des Wiener-Prozesses

» Die Pfade des Wiener-Prozesses sind fast sicher
an keiner Stelle differenzierbar

» P <supXt = oo) = P(iant = —oo) =1
t>0 t>0

» Der Wiener-Prozess ist ein Lévy- und
ein GauB3-Prozess
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Lévy-Prozesse

Definition
Ein stochastischer Prozess (X) ist ein Lévy-Prozess,
falls er stationare und unabhangige Zuwachse hat.
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Gauf-Prozesse

Definition
Ein stochastischer Prozess (X;);. 7 ist ein GauB3-Prozess,
falls for alle t4,....,t, € T, n e Nqilt:
(Xt,, ..., Xt,) ist n-dimensional normalverteilt.

Speziell: Ein GauBB-Prozess hei3t zentriert, falls der
Erwartungswert konstant 0 ist.
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Verschiedene Pfade eines Wiener Prozesses
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Invarianzeigenschaften des Wiener-Prozesses
Sei {W;, t > 0} ein Wiener-Prozess. Dann gilt
> Symmetrie: th =-W;
Verschiebung des Nullpunktes: Wt(z) = Wiy — Wy,

>
> Skaliereung: W® = \/cW., fiirein ¢ > 0
» Spiegelung: Wt(4) = tW,

t

(W} —{w®} sind ebenfalls Wiener-Prozesse.
>0 >0
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Brownsche Brlicke

Definition
Ein GauB3-Prozess U heif3t Brownsche Brlicke, falls
1. E(U(t) =0 Vte[0,1]
2. Cov(U(s),U(t)) = min{s,t} — st Vs,tec[0,1]
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Eigenschaften der Brownschen Briicke

» Es existiert eine Version der Brownschen Briicke
mit fast sicher stetigen Pfaden.

» Die Brownsche Briicke ist in keinem Punkt
differenzierbar.

» Die Brownsche Briicke ist ein Gau3-Prozess,
jedoch kein Lévy-Prozess.

» Anfangs- und Endwert sind gleich.
» P(Ui <c)=P(W: <c|Wr=0)
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Verschiedene Pfade einer Brownschen Briicke
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Uhlenbeck-Prozess

Definition
Ein GauB-Prozess X heif3t Uhlenbeck-Prozess, falls
1. E(X(t) =0 Vvte][0,1]
2. Cov(X(s),X(t)) =exp(—|t—s|) Vs,te]0,1]
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Eigenschaften des Uhlenbeck-Prozesses

» Var(X(t)) =1
» Der Uhlenbeck-Prozess ist ein Gauf3-Prozess
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GrenzUberschreitende Wahrscheinlichkeiten
des Wiener-Prozesses und der Brownschen Brlicke

Sei W ein Wiener-Prozess und T, = inf{t > 0 : W; = b}.
Dann gilt:

P(Tp<t) =2P(N(0,t) > b)
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GrenzUberschreitende Wahrscheinlichkeiten
des Wiener-Prozesses und der Brownschen Brlicke

Sei W ein Wiener-Prozess. Dann gilt:

P ( sup Ws > b) =2P(N(0,t) > b)

0<s<t
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GrenzUberschreitende Wahrscheinlichkeiten
des Wiener-Prozesses und der Brownschen Brlicke

Sei U eine Brownsche Briicke. Dann gilt:

P(||U|| > b)=P ( sup (1 —tW(t/(1-1)) > b>
0<t<t
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Fragen??
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Danke flr Ihre Aufmerksamkeit
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