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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Definition

Voraussetzung fiir multivariate Normalverteilung

Sei pp € R" und K = (kij)i<ij<n € R"™*" eine symmetrisch positiv definite
(n x n) Matrix.
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Definition

Voraussetzung fiir multivariate Normalverteilung

Sei pp € R" und K = (kij)i<ij<n € R"™*" eine symmetrisch positiv definite
(n x n) Matrix.

Definition (K regular d.h rg(K) = n (voll!))

Sei X = (X1,...,X,)" ein absolut stetiger Zufallsvektor und

() = (i)#p (—f(x—mTK*l(x—u)) W= (a1, xn)T € R
V2r /detK 2

die zugehérige Dichtefunktion.

Der Zufallsvektor X = (X1, ..., X,)T wird dann als multivariat
normalverteilt bezeichnet.
Schreibweise: X ~ N(u, K)
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ion
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
ineare Transformation
multivariate Normalverteilung

Bemerku

Man kann zeigen, dass

/. . ./exp (—;(X — ) TK 1 (x — ,u)> dxt . .. dxy = (27r)"/2(detK)%
R R

= [ fx(x)dx =1 fx(x) > 0 und fx(x) ist messbar
Rn

= fx(x) ist somit die Dichtefunktion von X
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Beweis

@ Da K symmetrisch 3 orthogonale Matrix V mit
VTKV = diag(M1, ..., A\n) und da EW > 0 sind und K invertierbar
ist

= (VTKV) ™1 = VTK1V = diag(L,..., L)

n
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Beweis

@ Da K symmetrisch 3 orthogonale Matrix V mit
VTKV = diag(M1, ..., A\n) und da EW > 0 sind und K invertierbar
ist
= (VTKV) 1= VTK-1lV = diag(%l, e Ai)

@ Substituiere y = ¢(x) = VT (x — i) wobei ¢ : R" — R" bijektiv ist
= Jacobi Matrix

2010 . 991(x)
Oxq Oxn
J= —vT
don(x) . 9on(x)
Bxq Bxn

Fiir die Jacobi Determinante von ¢ : R" — R" gilt somit, dass

Op;
det a—(xl ..... Xp) | = det (V)= *1

£

. wobei die letzte Gleichung aus 1 = det (VT V) = (detV)* folgt.
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

y=VT (x—p

= / ./exp (7%(X*[J‘)TK_1(X7“))dX1...an
R R
) e

1 —
exp (7§yT(VTK 1V)y)dyl.udy,,
R R
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften

Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

eweis (Fortsetzung
1 T, -1
= exp 75()(7“) K™ (x —p) | dxg...dxy

R R

=vT(x— 1 _
4 :( M)/...\/exp (7§yT(VTK 1V)y)dyl.udy,,

R R
2
1 Yi

= —= — |dv1...d

[ e[ 258 on

R R

i=1
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften

Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

eweis (Fortsetzung

= /.4./exp (7%(X*[J‘)TK_1(X7“))dX1...an

1 —
exp 7§yT(VTK 1V)y) dyy .. .dyn

1y2 W= %
-TI / o (fgi—')dy,- Y (o)l et/
i ,
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften

Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

eweis (Fortsetzung

= /.4./exp (7%(X*[J‘)TK_1(X7“))dX1...an

1 —
exp 7§yT(VTK 1V)y) dyy .. .dyn

1y2 W= %
-TI / o (fgi—')dy,- Y (o)l et/
i ,
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften

Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

eweis (Fortsetzung

= /.4./exp (7%(X*[J‘)TK_1(X7“))dX1...an

1 —
exp 7§yT(VTK 1V)y) dyy .. .dyn

1y2 W= %
-TI / o (fgi—')dy,- Y (o)l et/
i ,

[fR exp (7%tl.2)dy,- =V2r  und H:’Zl ﬁ: \/ det(VTKV) = m}

ias Miiller Multivariate Normalverteilung und GauB’sche Prozesse



Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

charakteristische Funktion

Sei X ~ N(u, K). Dann ist die charakteristische Funktion gegeben
durch

1
ox(t) = exp <itTu — 2tTKt> vt e R"
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Multivariate Normalvert und GauB’sche Prozesse




Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

T T
ox(t) = Eet X = et Xy (x)dx

RN
1

1
= exp ithf—(xfu)TK_l(xfp) dxy ... dxp
(27)"/2(detK)1/2 2

R
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

T T
ox(t) = Eet X = et Xy (x)dx
n
1 T 1 T pe=1l
_W/.../exp<lt xfg(xfu)K (x — ) )dxg...dx,
y=x—p
E t — ZyTk™ d) . dyn
(27r)"/2(detK 72 e><p it'y y ,v) Iy1 -
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

T T
ox(t) = Eet X = et Xy (x)dx

S ex| ithfl(xf )TK_l(xf ) ) dx dx
_(277)”/2(detK)1/2 P QT H () || oo o €
y=x—u

(27r)"/2(detK 1/2

1
T T, —1
exp lt yfiy K y)dylu.dyn

/exp isTx — 2><T(VTK71V)><)d>qA“dx,7

y=Vx
—_t=Vs
(277)”/2 detK)1/2
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

T T
ox(t) = Eet X = et Xy (x)dx

S ex| ithfl(xf )TK_l(xf ) ) dx dx
_(277)”/2(detK)1/2 P QT H () || oo o €
y=x—u

(27r)"/2(detK 1/2

1
T T, —1
exp lt yfiy K y)dylu.dyn
y=Vx
—_t=Vs

T o7 =1
(277)”/2 etk 73 /exp isTx — 2X (V' K V)x) dxy . ..dxp
eftTu ! 1 Xj2
= — exp isix; — — — dxy ... dx
(2m)"/2(detk)1/2. | . Z 2y "
j=1
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Definition
Eigenschaften

Lineare Transformation

Singuldre multivariate Normalverteilung

Multivariate Normalverteilung

T T
=Ee* X = et Xy (x)dx

RN
S exp [ itTx — l(xf )TK_l(xf ) ) dx dx
- (271')"/2(detK)1/2 P QT H () || oo o €

1
T T, —1
exp lt yfiy K y)dylu.dyn

/exp isTx — 2><T(VTK71V)><)d>qA“dx,7

wx(t)

y=Vx
—_t=Vs

y=x—m
(27r)"/2(detK 1/2

(277)”/2 detK)1/2

2

T n
elt 1 1 XJ
= — exp isix; — — — dxy ... dx
(27)"/2 (detK)1/2 Z 2y ! "
R R g
j=1

1%
isix; — —— | dx;
(277)"/2 detk)1/2 H/ e )
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Definition
Eigenschaften

Lineare Transformation

Singuldre multivariate Normalverteilung

Multivariate Normalverteilung

T T
=Ee* X = et Xy (x)dx

RN
S exp [ itTx — l(xf )TK_l(xf ) ) dx dx
- (271')"/2(detK)1/2 P QT H () || oo o €

1
T T, —1
exp lt yfiy K y)dylu.dyn

/exp isTx — 2><T(VTK71V)><)d>qA“dx,7

wx(t)

y=Vx
—_t=Vs

y=x—m
(27r)"/2(detK 1/2

(277)”/2 detK)1/2

2

T n
elt 1 1 XJ
= — exp isix; — — — dxy ... dx
(27)"/2 (detK)1/2 Z 2y ! "
R R g
j=1

1%
isix; — —— | dx;
(277)"/2 detk)1/2 H/ e )
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre mult te Normalverteilung

is: X; WR
*) = Ee SN 2 exp (7%>\jsj2) , da (*) der charakteristischen Funktion der N(0, \;)-Verteilung geniigt
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Multivariate Normalverteilung

Definition

Eigenschaften

Lineare Transformation

Singuldre mult te Normalverteilung

is: X: WR
*) = EeS% = exp (

2
&l 1 . g
= exp | isipxj — = — | dx;
2 )
. R
j=1
(%)
n n
. 1 T 1
itT 2\ _ ithp 2
e exp| =Ajsi | =€ exp | —— Ajs
H (2 / f) 2 2: 73
j=1 j=1

2705

1 >\j52) , da (*) der charakteristischen Funktion der N(0, \;)-Verteilung geniigt
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

is: X; WR
*) = Ee SN 2 exp (7%>\jsj2) , da (*) der charakteristischen Funktion der N(0, \;)-Verteilung geniigt
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

is: X; WR
*) = EeSN 2 exp (7%>\jsj2) , da (*) der charakteristischen Funktion der N(0, \;)-Verteilung geniigt
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Eindeutigkeitssatz der charakteristischen Funktion

Eindeutigkeitssatz
Seien X, Y : Q — R" beliebige Zufallsvektoren. Dann gilt:

XZY < px(t) =oy(t) Vt=(t,...,t) €R"
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Verteilung von beliebigen Teilvektoren

Theorem

Sei X = (X1, ., Xo)T ~ N(p, K) und 7 : {1,...,m} — {1,..., m} eine
Permutation (bijektiv). Dann gilt:

(Xﬂ'(l)a cee aX‘n'(m))T ~ N(/“’ﬂ'(m)v K7r(m)) Vm = 17 ceey N

Wobei i (m = (Hr(1)s - - - » Hn(m)) Und K(my die (m x m)-Matrix, die die
entsprechenden m Zeilen bzw. Spalten von K enthilt.
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Definition
Multivariate Normalverte Eigenschaften

Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Beweis

0.B.d.A betrachten wir die ersten m Eintrige (n(i) =i Yi=1,...,m)
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften

Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Beweis

0.B.d.A betrachten wir die ersten m Eintrige (n(i) =i Yi=1,...,m)

@ ¢ :R" — C ist die charakteristische Funktion von (X1,...,X,)"

@ ¢, :R" — C ist die charakteristische Funktion von (X1,...,Xm)"

Tobias Miiller Multivariate Normalverteilung und GauB’sche Prozesse



Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften

Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Beweis

0.B.d.A betrachten wir die ersten m Eintrige (n(i) =i Yi=1,...,m)
@ ¢ :R" — C ist die charakteristische Funktion von (X1,...,X,)"
@ ¢, :R" — C ist die charakteristische Funktion von (X1,...,Xm)"

Dann ist op(tm) = ©((tm,0,...,0)) Vi, = (t1,...,tm)" €R™
——

n—m

= @m(tm) = exp (ithm — 3thKntm) Vtm € R”
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften

Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Beweis

0.B.d.A betrachten wir die ersten m Eintrige (n(i) =i Yi=1,...,m)
@ ¢ :R" — C ist die charakteristische Funktion von (X1,...,X,)"
@ ¢, :R" — C ist die charakteristische Funktion von (X1,...,Xm)"

Dann ist op(tm) = ©((tm,0,...,0)) Vi, = (t1,...,tm)" €R™
——

n—m
= @m(tm) = exp (ithm — 3thKntm) Vtm € R”

AuBerdem ist K, positiv definit und symmetrisch, da K positiv definit
und symmetrisch ist.

Eindeutigkeitssatz
=

Xty ooy Xm) T ~ N(tpy, K) Vm=1,....n
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Lineare Transformation

Sei Y ~ N(u, K) ein n-dimensionaler normalverteilter
Zufallsvektor. AuBerdem sei m < n und A € R™*" beliebig mit
rg(A) = m (voll!) und sei c € R™ beliebig. Dann gilt:

X =AY + ¢ ~ N(Au+ c, AKAT)
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften

Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Beweis

itT (AY+c)) _ eitTcEei(ATt)TY

ex(t) = pay+c(t) = Eel
: , 1
et oy (ATt) = et Cexp (i(ATt)TM — 2(ATt)TK(ATt)>

1
= exp <itT(AM +c)— 2tT(AKAT)t)
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften

Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Beweis

ox(t) = pav+c(t) = Eelit (AY+¢) — git" cei(AT)TY

. . 1
= e’tTCgpy(ATt) —et'c exp (i(ATt)TM - 2(ATt)TK(ATt)>

1
= exp <itT(AM +c)— 2tT(AKAT)t)

@ rg(A)=m= ATx#0 Vx € R™\ {0} Dann gilt
xTAKATx = xTA K A'™x > 0
~~ ~—~ ~
eRX"M\{0} €R"\{0} K pos. def.

T K symm.

o (AKAT)T = AKTA AKAT
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

ox(t) = pav+c(t) = Eelit (AY+¢) — git" cei(AT)TY

. . 1
= e’tTCgpy(ATt) —et'c exp (i(ATt)TM - 2(ATt)TK(ATt)>

1
= exp <itT(AM +c)— 2tT(AKAT)t)

@ rg(A)=m= ATx#0 Vx € R™\ {0} Dann gilt
xTAKATx = xTA K A'™x > 0
~~ ~—~ ~
eRX"M\{0} €R"\{0} K pos. def.

T K symm.

o (AKAT)T = AKTA AKAT

Mit dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen folgt die
Behauptung, da AKAT positiv definit und symmetrisch ist
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Singulare multivariate Normalverteilung

Sei K symmetrisch und positiv semidefinit und rg(K) = r < n.
Dann 3 Matrix B € R™" mit rg(B) = r, so dass K = BBT
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Singulare multivariate Normalverteilung

Sei K symmetrisch und positiv semidefinit und rg(K) = r < n.
Dann 3 Matrix B € R™" mit rg(B) = r, so dass K = BBT

Definition (K singulér d.h rg(K) = r < n)

Y heiBt singuldr normalverteilt, falls

y<,+Bz

mit B € R"™"(rg(B) = r) und Z ~ N(0, /,)
Schreibweise: Y ~ N(u, K)
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Multivariate Normalverteilung
e Transformation
lare multivariate Normalverteilung

Bemerkung

e Falls rg(K) = r < n= Y nicht absolut stetig d.h Verteilung
von Y hat keine Dichte bzgl. des Lebesguemales

o Verteilung von p+ BZ hangt nicht von der Wahl von B ab

Grund:
Die charakteristische Funktion von Y = u + BZ ist gegeben durch

oy (t) = exp <itT,u — %tTKt)
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Definition
Multivariate Normalverteilung Eigenschaften
Lineare Transformation
Singuldre multivariate Normalverteilung

Beweis

oy (t) =ppze,(t) = Be't (BZH1) — ot nRei(BT0Z — oit"iey (BT )

~N(O,1, _ 1
‘ N:(O’I)exp(/tT,u) exp (—Q(BTt)TIrBTt>

1
=exp ((itTp) - 2l'TBBTt)

1
=exp (itTu — 2tTKt>
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Was ist ein stochastischer Prozess?
Definition

GauB’sche Prozesse 5 .
‘ Wiener Prozess als Beispiel

Was ist ein stochastischer Prozess?

Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P) mit
Q = {w1,wz,w3} und eine Folge (X;)teT mit Abbildung X; : Q — R,
T={1,...,5}und Xy =¢

Drei mogliche stochastische Prozesse

e wl
o W2
— e 3
3
X
I I I I I I
0 1 2 3 4 5
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Was ist ein stochastischer Prozess?
Definition

GauB’sche Prozesse 5 .
‘ Wiener Prozess als Beispiel

Ein stochastischer Prozess ist eine Familie {X;,t € T} von

Zufallsvariabeln X; : Q — E, die iiber einunddemselben
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) definiert sind.
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Was ist ein stochastischer Prozess?
Definition

GauB’sche Prozesse 5 .
‘ Wiener Prozess als Beispiel

Definition

Ein stochastischer Prozess ist eine Familie {X;,t € T} von
Zufallsvariabeln X; : Q — E, die iiber einunddemselben
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) definiert sind.

@ Indexmenge T kann beliebig sein [d.h diskrete Zeit(T
abzahlbar), kontinuierliche Zeit(T C R) oder eine Teilmenge
von RY sein]

@ Bildraum kann ein beliebiger Messraum (E, B(E)) sein, wobei
B(E) die Borel o-Algebra von E ist.
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Was ist ein stochastischer Prozess?
Definition

GauB’sche Prozesse 5 .
‘ Wiener Prozess als Beispiel

Definition
Seien n=1,2,... und 0 <ty < t; < --- < t, beliebige Zahlen.

@ stationdre Zuwachse: Familie {X;, t > 0} ist ein Prozess mit
stationaren Zuwachsen, falls fiir jedes h > 0 gilt:
d
(Xf1+h - Xto+h7 s 7th+h - Xt,,,1+h) = (Xt1 - Xt07 s 7Xt,, - thfl)
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Was ist ein stochastischer Prozess?
Definition

GauB’sche Prozesse 5 .
‘ Wiener Prozess als Beispiel

Definition

Seien n=1,2,... und 0 <ty < t; < --- < t, beliebige Zahlen.
@ stationdre Zuwachse: Familie {X;, t > 0} ist ein Prozess mit
stationaren Zuwachsen, falls fiir jedes h > 0 gilt:
GOV NSNS AT AN T 0 A A D |
@ unabhingige Zuwdichse: Familie {X;,t > 0} ist ein Prozess
mit unabhangigen Zuwéchsen, falls gilt:
Zufallsvariabeln Xi,, Xy, — X4y, ..., Xt, — X¢,_, sind unabhanig
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ist ein stochastischer Prozess?
ion
GauB’sche Prozesse 7 .
‘ Wiener Prozess als Beispiel

Definition

Definition

Ein stochastischer Prozess {X;,t € T} wird GauB-Prozess
genannt, falls der Zufallsvektor (Xy, ..., X¢,) normalverteilt ist
Vti,...,th € T,neN
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Was ist ein stochastischer Prozess?
) Definition
GauB’sche Prozesse 7 ) .
Wiener Prozess als Beispiel

Definition
Definition
Ein stochastischer Prozess {X;,t € T} wird GauB-Prozess
genannt, falls der Zufallsvektor (X, ..., Xt,) normalverteilt ist

Vti,...,th € T,neN

Bemerkung
e T kann diskret, kontinuierlich oder eine Teilmenge von R" sein

@ Der GauB-Prozess ist vollstandig durch die
Erwartungswertfunktion u(t) = E[X;] und die
Kovarianzfunktion K(s,t) = Cov(Xs, X;) bestimmt, wobei
s,t € T ist
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Was ist ein stochastischer Prozess?
Definition

auB’sche Proz . L
GauB’sche Prozesse Wiener Prozess als Beispiel

Wiener Prozess als Beispiel

Definition
Eine Familie {W;, t € T} heiBt Wiener Prozess falls nachfolgende
Bedingungen gelten:

Wo=0

°
o (W4)e>0 hat unabhéngige + stationdre Zuwachse
°
°

Wt o N(O, t)
der Pfad t — X¢(w), t € T ist firr jedes w € Q eine stetige
Funktion

Bemerke:

o We— W2 Wih— Wi =" Wiy — Wy = We_s ~ N(O, t —5)

e Cov(W;, W;) = min{s,t} Vs, t>0
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Was ist ein stochastischer Prozess?
Definition

auB’sche Proz . L
GauB’sche Prozesse Wiener Prozess als Beispiel

Wiener Prozess als Beispiel

Behauptung: Wiener Prozess ist ein GauB3-Prozess
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Was ist ein stochastischer Prozess?
, Definition
GauB’sche Prozesse 2 -
Wiener Prozess als Beispiel

Wiener Prozess als Beispiel

Beweis

Sei (Wi)e>o ein WP, ne N und ty,...,t, € Rt mit 0.B.d.A
0=ty <ty < - <ty Da(W;)>0 stationire Zuwichse hat und
Xe~ N(O,W,) = V= (Wy — Wyy,..., W, — W,,_,)T ist ein
GauB'scher Zufallsvektor.
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Wiener Prozess als Beispiel

Beweis

Sei (Wi)e>o ein WP, ne N und ty,...,t, € Rt mit 0.B.d.A
0=ty <ty < - <ty Da(W;)>0 stationire Zuwichse hat und
Xe~ N(O,W,) = V= (Wy — Wyy,..., W, — W,,_,)T ist ein
GauB'scher Zufallsvektor.

Grund:

o Wy — W, LW, , ~NO,ti—t_1) Yi=1,...,n

)

"] COV(Wt,'—t,-,ly Wtj—tj,l) = min {t,' —ti—1, tj — tJ_l}VI,j = ].7 ...,n
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Wiener Prozess als Beispiel

Beweis

Sei (Wi)e>o ein WP, ne N und ty,...,t, € Rt mit 0.B.d.A
0=ty <ty < - <ty Da(W;)>0 stationire Zuwichse hat und
Xe~ N(O,W,) = V= (Wy — Wyy,..., W, — W,,_,)T ist ein
GauB'scher Zufallsvektor.

Grund:

o Wy — W, LW, ~NOt—t_1) Vi=1,...

n

)
"] COV(Wt,'—t,-,ly Wtj—tj,l) = min {t,' —ti—1, tj — tJ_l}VI,j = ].7 ...,n

= Kovarianzmatrix K des Zufallsvektors ist dann symmetrisch und
positiv definit.
= V ~ N(0, K)
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Beweis (Fortsetzun

Wir definieren jetzt eine untere n X n Dreiecksmatrix A mit lauter
Einseintragen. Durch Multiplikation von A mit dem Zufallsvektor V
erhalt man wegen der linearen Transformation, dass

AV = (Wi, ..., W)T ~ N(0, AKAT)

= (Wh)e>o ist ein GauB-Prozess
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Quellen:

[} T.W.Anderson;
An Introduction to Multivariate Statistical Analysis;
Wiley 1984, 2.Ausgabe

[ M.Lifshits;
Lecture on Gaussian Processes;
Springer 2012, 1.Auflage

[ V.Schmidt:
Vorlesungsskript Stochastik Il;
Universitat Ulm WS 2011/2012
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Vielen Dank fur die Aufmerksamkeit!
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