KAPITEL 1

Stichproben und Stichprobenfunktion

In diesem Kapitel werden wir auf Stichproben und Stichprobenfunktionen eingehen. Als
Einstieg beginnen wir mit zwei kleinen Beispielen.

1.1. Stichproben

BEeIspIEL 1.1.1. Wir betrachten ein Experiment, bei dem eine physikalische Konstante (z.B.
die Lichtgeschwindigkeit) bestimmt werden soll. Da das Ergebnis des Experiments fehler-
behaftet ist, wird das Experiment mehrmals durchgefithrt. Wir bezeichnen die Anzahl der
Messungen mit n. Das Resultat der i-ten Messung sei mit z; € R bezeichnet. Fassen wir nun
die Resultate aller Messungen zusammen, so erhalten wir eine sogenannte Stichprobe

(x1,...,2,) € R

Die Anzahl der Messungen (also n) nennen wir den Stichprobenumfang. Die Menge aller
vorstellbaren Stichproben wird der Stichprobenraum genannt und ist in diesem Beispiel R™.

BEISPIEL 1.1.2. Wir betrachten eine biometrische Studie, in der ein gewisses biometrisches
Merkmal, z.B. die Korpergrofle, in einer bestimmten Population untersucht werden soll.
Da die Population sehr grof§ ist, ist es nicht moglich, alle Personen in der Population zu
untersuchen. Deshalb werden fiir die Studie n Personen, die wir mit 1,...,n bezeichnen,
aus der Population ausgewéhlt und gewogen. Mit x; € R wird das Gewicht von Person 1
bezeichnet. Das Ergebnis der Studie kann man dann in einer Stichprobe

(x1,...,2,) € R"

zusammenfassen. Die Auswahl der n Personen aus der Population erfolgt zuféllig und kann
somit als ein Zufallsexperiment betrachten werden. Die Grundmenge dieses Experiments
sei mit €2 bezeichnet. Die genaue Gestalt von {2 wird im Weiteren keine Rolle spielen. Das
Gewicht von Person ¢ kann als eine Zufallsvariable X; : € — R aufgefasst werden. Den
Zusammenhang zwischen (X3, ..., X,,) und (z1,...,z,) kann man folgendermafien beschrei-
ben. Jede konkrete Auswahl von n Personen aus der Population entspricht einem Element
(Ausgang) w in der Grundmenge 2. Das Gewicht der i-ten Person ist dann der Wert der
Funktion X; an der Stelle w, also X;(w). Es gilt somit

r1 = Xq(w), ..., x, = Xp(w).

Man sagt auch, dass (x1,...,x,) eine Realisierung des Zufallsvektors (X, ..., X,) ist. Oft
nennt man (xy, ..., x,) die konkrete Stichprobe und (X1, ..., X,,) die Zufallsstichprobe. Es sei
noch einmal bemerkt, dass z; reelle Zahlen, wohingegen X; : 2 — R Zufallsvariablen (also
Funktionen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum) sind.
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Im Folgenden werden wir sehr oft annehmen, dass X;,..., X, :  — R unabhéingige und
identisch verteilte Zufallsvariablen sind. Die Verteilungsfunktion von X; bezeichnen wir mit

F(t)=PX, <t], teR.
1.2. Stichprobenfunktionen, empirischer Mittelwert und empirische Varianz
DEFINITION 1.2.1. Eine beliebige Borel-Funktion ¢ : R®™ — R™ heifit Stichprobenfunktion.

DEFINITION 1.2.2. Bezeichne mit X = (X,...,X,) : Q@ — R" eine Zufallsstichprobe. Dann
heifit die zusammengesetzte Funktion ¢ o X : 2 — R™ eine Statistik:

poX:Q—=>R"=>R", w— (Xi(w),...,Xpn(w)) = o(Xi(w),..., X,(w)).

Im Folgenden werden wir zwei wichtige Beispiele von Stichprobenfunktionen, den empirischen
Mittelwert und die empirische Varianz, betrachten. Es sei (x1, ..., z,) € R" eine Stichprobe.

DEFINITION 1.2.3. Der empirische Mittelwert (auch das Stichprobenmittel oder das arith-
metische Mittel genannt) ist definiert durch

Ty, = — Zj.

Analog benutzen wir auch die Notation

o1
Xn:EZXi.

Dabei ist Z,, eine Stichprobenfunktion und X,, eine Statistik. Im Weiteren werden wir meis-
tens keinen Unterschied zwischen diesen Begriffen machen.

SATZ 1.2.4. Seien X1,..., X, unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit p =
EX, und 0 = Var X;. Dann gilt
2
EX, =y und Var X,, = U—.
n

BEWEIS. Indem wir die Linearitdt des Erwartungswertes benutzen, erhalten wir

Xi+...+X,] 1 1
L ]:E-E[Xl—k...—i—Xn]:E'NE[Xl]:E[Xl]:M'

EX, = E|
n
Indem wir die Additivitdt der Varianz (bei unabhéngigen Zufallsvariablen) benutzen, erhal-

ten wir
2

- Xi+...+ X, 1 1
Vaan:Var< SRRt ):—2var(X1+...+Xn):_Z.nvar(xl):"_,
n n n n
O
BEMERKUNG 1.2.5. In der Statistik nimmt man an, dass die Stichprobe (x1, ..., x,) bekannt

ist und fragt dann, wie anhand dieser Stichprobe verschiedene Kenngroflen der Zufallsvaria-
blen X; (etwa der Erwartungswert, die Varianz, die Verteilungsfunktion) “geschétzt” werden
konnen. Zum Beispiel bietet sich der empirische Mittelwert Z,, (oder X,,) als ein natiirlicher
Schétzer fiir den theoretischen Erwartungswert u = EX;. Der obige Satz zeigt, dass durch
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eine solche Schiitzung kein systematischer Fehler entsteht, in dem Sinne, dass der Erwar-
tungswert des Schétzers X,, mit dem zu schétzenden Parameter p iibereinstimmt: EX,, = p.
Man sagt, dass X, ein erwartungstreuer Schétzer fir u ist.

DEFINITION 1.2.6. Die empirische Varianz oder die Stichprobenvarianz ist definiert durch

1
2 a2
Sn =7 E (x; — ZTp)*.

=1

Analog benutzen wir auch die Notation

1 _
52 = — D (X X))

i=1

Die Rolle des Faktors — (anstelle von +) wird im folgenden Satz klar.

SATZ 1.2.7. Seien Xy, ..., X,, unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit EX; =
p und Var X; = o2. Dann gilt
E[S?] = o2

BEWEIS. Zuerst beweisen wir die Formel

1 - _
2 2 2
S”_n—l (§ X —an).

=1

Das geht folgendermaflen:

n

sg:n;;(xg_zxixﬁxg)
= nil ZZ:;X? —ZQXan+nX§>
:nil gX?—Q)_(nan—i-n)_(Z)
—— g;xg_nfcg).
Nun ergibt sich
E[S?] =E nil (éx}-m‘cﬁ)]




Dabei haben wir verwendet, dass
E[X?] = Var X; + (EX;)? = 0% + p?

und (mit Satz 1.2.4)
2

E[X?] = Var X, + (EX,)? = — + 12
n
O

BEMERKUNG 1.2.8. Die empirische Varianz s2 (bzw. S2) ist ein natiirlicher Schétzer fiir
die theoretische Varianz o2 = Var X;. Der obige Satz besagt, dass S? ein erwartungstreuer

Schitzer fiir o2 ist im Sinne, dass der Erwartungswert des Schitzers mit dem zu schitzenden

Parameter o? iibereinstimmt: ES? = 2.

BEMERKUNG 1.2.9. An Stelle von S? kann auch folgende Stichprobenfunktion betrachtet

werden
- 1 & _
Sti=—) (Xi—X,)%
SIS
Der Unterschied zwischen S2 und S? ist also nur der Vorfaktor —L= bzw. 1. Allerdings ist 52

kein erwartungstreuer Schiitzer fiir o2, denn

n—1 n—1
-02<02.

B[S =B | "] =" s

" n n
2 “unterschétzt”. Schiitzt man o? durch S2, so entsteht ein syste-
2

Somit wird die Varianz o

matischer Fehler von —%0

BEMERKUNG 1.2.10. Die empirische Standardabweichung ist definiert durch

n

Snm V= | —— S (i — Ea)2

n—1
i=1

BEMERKUNG 1.2.11. Das Stichprobenmittel z,, ist ein Lageparameter (beschreibt die Lage
der Stichprobe). Die Stichprobenvarianz s? (bzw. die empirische Standardabweichung s,,) ist
ein Streuungsparameter (beschreibt die Ausdehnung der Stichprobe).

BEMERKUNG 1.2.12. Das Stichprobenmittel ist kein robuster Parameter, d.h. es wird stark
von Ausreiflern beeinflusst. Dies zeigt folgendes Beispiel: Betrachte zuerst die Stichprobe
(1,2,2,2,1,1,1,2). Somit ist Z, = 1,5. Andert man nur den letzten Wert der Stichprobe
in 20 um, also (1,2,2,2,1,1,1,20), dann gilt z,, = 3,75. Wir konnten also den Wert des
Stichprobenmittels stark verdndern, indem wir nur ein einziges Element aus der Stichprobe
verdndert haben. Die Stichprobenvarianz ist ebenfalls nicht robust. Im weiteren werden wir
robuste Lage- und Streuungsparameter einfiithren, d.h. solche Parameter, die sich bei einer
Anderung (und zwar sogar bei einer sehr starken Anderung) von nur wenigen Elementen aus
der Stichprobe nicht sehr stark verandern.



