KAPITEL 4

Dichteschéitzer
Es seien X, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte f und
Verteilungsfunktion F'. Es sei (z4,...,,) eine Realisierung von (X1, ..., X,). In diesem Ka-

pitel beschiftigen wir uns mit dem folgenden Problem: Man schétze die Dichte f anhand
der Stichprobe (z1,...,x,).

Zunéchst einmal kann man die folgende Idee ausprobieren. Wir kénnen die Verteilungsfunk-
tion F' durch die empirische Verteilungsfunktion ﬁn schétzen. Die Dichte f ist die Ableitung
der Verteilungsfunktion F'. Somit konnen wir versuchen, die Dichte f durch die Ableitung
von ﬁn zu schétzen. Diese Idee funktioniert allerdings nicht, da die Funktion ﬁn nicht diffe-
renzierbar (und sogar nicht stetig) ist. Man muss also andere Methoden benutzen.

4.1. Histogramm

Wir wollen nun das Histogramm einfiihren, das als ein sehr primitiver Schétzer fiir die Dichte
aufgefasst werden kann. Sei (z1, ..., x,) € R™ eine Stichprobe. Sei cy, . . ., ¢; eine aufsteigende
Folge reeller Zahlen mit der Eigenschaft, dass die komplette Stichprobe x4, ..., x, im Inter-
vall (co, ;) liegt. Typischerweise wihlt man die Zahlen ¢; so, dass die Absténde zwischen
den aufeinanderfolgenden Zahlen gleich sind. In diesem Fall nennt man h := ¢; — ¢;_; die
Bandbreite.
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ABBILDUNG 1. Das Histogramm einer standardnormalverteilten Stichprobe vom
Umfang n = 10000. Die glatte blaue Kurve ist die Dichte der Standardnormalver-
teilung.
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ABBILDUNG 2. Das Histogramm einer standardnormalverteilten Stichprobe vom
Umfang 10000 mit einer schlecht gewéhlten Bandbreite h = ¢; — ¢;—1. Links: Die
Bandbreite ist zu gro. Rechts: Die Bandbreite ist zu klein. In beiden Féllen zeigt
die glatte blaue Kurve die Dichte der Standardnormalverteilung.

Die Anzahl der Stichprobenvariablen z; im Intervall (¢;_1, ¢;] wird mit n; bezeichnet, somit
gilt

n
ni :Zlmje(ci—l,ci]v 1=1,...,k.
J=1

Teilt man n; durch den Stichprobenumfang n, so fithrt dies zur relativen Hdiufigkeit
1
fi=2
n
Als Histogramm wird die graphische Darstellung dieser relativen Héufigkeiten bezeichnet,
sieche Abbildung 1. Man konstruiert ndmlich iiber jedem Intervall (¢;_1, ¢;] ein Rechteck mit
dem Flédcheninhalt f;. Das Histogramm ist dann die Vereinigung dieser Rechtecke. Es ist

offensichtlich, dass die Summe der relativen Haufigkeiten 1 ergibt, d.h.

k
> fi=1

Das bedeutet, dass der Flacheninhalt unter dem Histogramm gleich 1 ist. Auflerdem gilt
Ji 2 0.

Das Histogramm hat den Nachteil, dass die Wahl der ¢;’s bzw. die Wahl der Bandbreite
h willkiirlich ist. Ist die Bandbreite zu klein oder zu grofl gewahlt, so kommt es zu Histo-
grammen, die die Dichte nur schlecht approximieren, siche Abbildung 2. Auflerdem ist das
Histogramm eine lokal konstante, nicht stetige Funktion, obwohl die Dichte f meistens weder
lokal konstant noch stetig ist. Im néchsten Abschnitt betrachten wir einen Dichteschétzer,
der zumindest von diesem zweiten Nachteil frei ist.

4.2. Kerndichteschitzer

Wir werden nun eine bessere Methode zur Schétzung der Dichte betrachten, den Kerndich-
teschétzer.

DEFINITION 4.2.1. Ein Kern ist eine messbare Funktion K : R — [0, 00), so dass
2
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ABBILDUNG 3. Kerndichteschitzer.

(1) K(x) > 0 fiir alle z € R und
(2) [x K(2)dz =1.

Die Bedingungen in der Definition eines Kerns sind somit die gleichen, wie in der Definition
einer Dichte.

DEFINITION 4.2.2. Sei (z1,...,2,) € R™ eine Stichprobe. Sei K ein Kern und A > 0 ein
Parameter, der die Bandbreite heifit. Der Kerndichteschdtzer ist definiert durch

A 1 & r—x;
fn(x)—Mile< - ) z €R.

BEMERKUNG 4.2.3. Jedem Punkt z; in der Stichprobe wird in dieser Formel ein “Beitrag”

der Form
1 T — x;
—K
nh ( h )

zugeordnet. Der Kerndichteschétzer fn ist die Summe der einzelnen Beitrige. Das Integral
jedes einzelnen Beitrags ist gleich 1/n, denn

1 T — T 1 1
—K “lde == | K(y)dy = =.
/Rhn ( h ) v n/R (v)dy n

T—x;

h

Um das Integral zu berechnen, haben wir dabei die Variable y :=

mit dy = df eingefiihrt.
Somit ist das Integral von fn gleich 1:

/an(a:)da: .

Es ist auBerdem klar, dass f,(z) > 0 fiir alle 2 € R. Somit ist f, tatsichlich eine Dichte.

BEMERKUNG 4.2.4. Die Idee hinter dem Kerndichteschéitzer zeigt Abbildung 3. Auf dieser
Abbildung ist der Kerndichteschétzer der Stichprobe

(—4,-3,-2.5,4.5,5.0,5.5,5.75, 6.5)

zu sehen. Die Zahlen aus der Stichprobe werden durch rote Kreise auf der x-Achse dargestellt.
Die gestrichelten Kurven zeigen die Beitrige der einzelnen Punkte. In diesem Fall benutzen
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wir den Gauf—Kern, der unten eingefithrt wird. Die Summe der einzelnen Beitréige ist der
Kerndichteschétzer f,,, der durch die blaue Kurve dargestellt wird.

In der Definition des Kerndichteschitzers kommen zwei noch zu wahlende Parameter vor:
Der Kern K und die Bandbreite h. Fiir die Wahl des Kerns gibt es z.B. die folgenden
Moglichkeiten.

BEISPIEL 4.2.5. Der Rechteckskern ist definiert durch
1
K(z) = §ﬂxe[—1,1]-
Der mit dem Rechteckskern assoziierte Kerndichteschétzer ist somit gegeben durch

27’Lh Z :H-xle[a: h,z+h]

und wird auch als gleitendes Histogramm beze1chnet. Ein Nachteil des Rechteckskerns ist,
dass er nicht stetig ist.

BEISPIEL 4.2.6. Der Gauf-Kern ist nichts Anderes, als die Dichte der Standardnormalver-
teilung:

Es gilt dann

1 T — 1 (x — x;)?
K — i
h ( 7 ) mf”( 2h? )
was der Dichte der Normalverteilung N(z;, h?) entspricht. Der Kerndichteschétzer fn ist dass
das arithmetische Mittel solcher Dichten.
BEISPIEL 4.2.7. Der Epanechnikov-Kern ist definiert durch
3
K(x) {Z<1 —2?), fallsz € (-1,1),
0, sonst.
Dieser Kern verschwindet auflerhalb des Intervalls (—1, 1), hat also einen kompakten Tréiger.
BEISPIEL 4.2.8. Der Bisquare-Kern ist gegeben durch
K(x) {%(1 — %)% fallsz e (—1,1),
0, sonst.
Dieser Kern besitzt ebenfalls einen kompakten Trager und ist glatter als der Epanechnikov-

Kern.

Die optimale Wahl der Bandbreite h ist ein nichttriviales Problem, mit dem wir uns in dieser
Vorlesung nicht beschéftigen werden.



