KAPITEL 6

Giiteeigenschaften von Schéitzern

Wir erinnern an die Definition des parametrischen Modells. Sei {hy : 6 € ©}, wobei © C R™,
eine Familie von Dichten oder Zahldichten. Seien Xi,..., X, unabhéngige und identisch
verteilte Zufallsvariablen mit Dichte oder Zéahldichte hy. Dabei ist 6 der zu schéitzende Pa-
rameter. Um die Notation zu vereinfachen, werden wir in diesem Kapitel nicht zwischen
den Zufallsvariablen (X7,...,X,) und deren Realisierung (z1,...,x,) unterscheiden. Ein
Schétzer ist eine beliebige (Borel-messbare) Funktion

0:R" >0, (Xi,...,Xn) > 0(X1,..., X

Die Aufgabe eines Schétzers ist es, den richtigen Wert von 6 moglichst gut zu erraten.
Im Folgenden definieren wir einige Eigenschaften von Schétzern, die uns erlauben, “gute”
Schétzer von “schlechten” Schétzern zu unterscheiden.

6.1. Erwartungstreue, Konsistenz, asymptotische Normalverteiltheit

In diesem Kapitel sei der Parameterraum €2 eine Teilmenge von R™.

DEFINITION 6.1.1. Ein Schiitzer 0 heift erwartungstreu (oder unverzerrt), falls

~

Ep[0( X, ..., X,)] = 0 fiir alle 6 € ©.

BEMERKUNG 6.1.2. Damit diese Definition Sinn macht, muss man voraussetzen, dass die

~

Zufallsvariable (bzw. Zufallsvektor) 6(X7, ..., X,,) integrierbar ist.

DEFINITION 6.1.3. Der Bias (die Verzerrung) eines Schiitzers 0 ist

~ ~

Biasy(0) = Eg[0( X, ..., X,)] — 0.
Wir betrachten Biasy(f) als eine Funktion von 6 € ©.

BEMERKUNG 6.1.4. Ein Schitzer  ist genau dann erwartungstreu, wenn Biasy(6) = 0 fiir
alle 0 € ©.

BEISPIEL 6.1.5. In diesem Beispiel werden wir verschiedene Schétzer fiir den Endpunkt
der Gleichverteilung konstruieren. Es seien X, ..., X,, unabhéngige und auf dem Intervall
0, 0] gleichverteilte Zufallsvariablen, wobei 6 > 0 der zu schitzende Parameter sei. Es seien
Xy < ... < Xy die Ordnungsstatistiken von X7, ..., X,,. Folgende Schétzer fiir § erscheinen
natiirlich.

1. Der Maximum-Likelihood-Schétzer
0,(X1,. .., X,) = Xy = max{X,,..., X, }.
Es ist offensichtlich, dass 6; < 6. Somit wird 6 von diesem Schitzer immer unterschétzt.
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2. Wir versuchen nun den Schitzer 6; zu verbessern, indem wir ihn vergréflern. Wir wiirden
ihn gerne um 6 — X,y vergéfiern, allerdings ist 6 unbekannt. Deshalb machen wir den folgen-
den Ansatz. Wir gehen davon aus, dass die beiden Intervalle (0, X (1)) und (X(y), #) ungeféhr
gleich lang sind, d.h.

!
Losen wir diese Gleichung bzgl. 6, so erhalten wir den Schétzer

ég(Xl, e ,Xn) = X(n) + X(l).

3. Es gibt aber auch einen anderen natiirlichen Ansatz. Wir kénnen davon ausgehen, dass
die Intervalle
(0, X(1)), (X1), X(2))5 - -+ (Xw), 0)
ungefiahr gleich lang sind. Dann kann man die Lange des letzten Intervalls durch das arith-
metische Mittel der Léngen aller vorherigen Intervalle schitzen, was zu folgender Gleichung
fiihrt:
!
0 =X = — (X + (X = X)) + (X = Xey) + -+ (Xw) = Xn-n))-

Da auf der rechten Seite eine Teleskop-Summe steht, erhalten wir die Gleichung
1

0— Xy =—Xmn).

m =X

Auf diese Weise ergibt sich der Schétzer

N n—+1
05(X1,...,X,) = Xn)-

n

4. Wir kénnen auch den Momentenschétzer betrachten. Setzen wir den Erwartungswert von
X; dem empirischen Mittelwert gleich, so erhalten wir

Eo[Xi] = = = X,.

N D

Dies fithrt zum Schéatzer X )
04(Xq,...,X,) =2X,.

AUFGABE 6.1.6. Zeigen Sie, dass éQ, ég, 0, erwartungstreu sind, 0, jedoch nicht.

Man sieht an diesem Beispiel, dass es fiir ein parametrisches Problem mehrere natiirliche
erwartungstreue Schétzer geben kann. Die Frage ist nun, welcher Schétzer der beste ist.

DEFINITION 6.1.7. Sei © = (a,b) C R ein Intervall. Der mittlere quadratische Fehler (mean
square error, MSE) eines Schétzers 6 : R" — R ist definiert durch

~ A~

MSEy(0) = Eo[(A( X1, ..., X,) — 0)?].

Wir fassen MSEy(6) als eine Funktion von 6 € (a, b) auf. Damit die obige Definition Sinn hat,
muss man voraussetzen, dass (X1, ..., X,) eine quadratisch integrierbare Zufallsvariable ist.

LEMMA 6.1.8. Es gilt folgender Zusammenhang zwischen dem mittleren quadratischen Fehler
und dem Bias: X X R
MSEy(#) = Vary 6 + (Biasy(6))>.
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BEWEIS. Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir in diesem Beweis 6 fiir 0 (X1,...,Xn).
Wir benutzen die Definition des mittleren quadratischen Fehlers, erweitern mit Ey[f] und
quadrieren:

MSEy(6) = Ey[(0 — 0)?]
= Ey[(0 — Eg[0] + Eo[0] — 6)?]
= Eq[(0 — Eg[0])] + 2E4[(0 — Eq[0)]) - (Eg[0] — 6)] + Eo[(Eg[0] — 0)?]

A

— Varg(0) 4 2(Eg[0] — 0) - Eg[0 — Ey[6]] + (Biasy(6))?.
0

Dabei haben wir benutzt, dass Eg[f] — 6 nicht zufillig ist. Der mittlere Term auf der rechten
Seite verschwindet, denn Eg[0 —Ey[0]] = Ey[0] —Ey[f] = 0. Daraus ergibt sich die gewiinschte

Identitat. [

BEMERKUNG 6.1.9. Ist § erwartungstreu, so gilt Biasy(f) = 0 fiir alle @ € © und somit
vereinfacht sich Lemma 6.1.8 zu

~ ~

MSE@(@) = Varg(ﬁ).
DEFINITION 6.1.10. Seien 6; und 6y zwei Schitzer. Wir sagen, dass 0, besser als 0y ist, falls

MSEy(6;) < MSEy(6,) fiir alle 6 € ©.

BEMERKUNG 6.1.11. Falls él und ég erwartungstreu sind, dann ist él besser als ég, wenn

Varg(0,) < Varg(0s) fiir alle 6 € ©.

BEMERKUNG 6.1.12. In Beispiel 6.1.5 ist ég = ”THX (n) der beste Schitzer unter allen erwar-
tungstreuen Schétzern. Der Beweis hierfiir folgt spéter.

In der Statistik ist der Stichprobenumfang n typischerweise grof. Wir schauen uns deshalb
die asymptotischen Giiteeigenschaften von Schétzern an. Wir betrachten eine Folge von
Schétzern

6)1(X1), QQ(Xl, XQ), R 78n(X1, . ,Xn), ce

Sei im Folgenden © eine Teilmenge von R™.

DEFINITION 6.1.13. Eine Folge von Schétzern 0, : R" — O heifit asymptotisch erwartungs-
treu, falls

~

lim Egf, (X1, ..., X,) = 6 fiir alle 6 € ©.

n—oo

BEISPIEL 6.1.14. In Beispiel 6.1.5 ist X(;) eine asymptotisch erwartungstreue (aber nicht
erwartungstreue) Folge von Schitzern, denn (Ubungsaufgabe)
n

0=20.

lim Eg X,y = lim

n—00 n—oom +
DEFINITION 6.1.15. Eine Folge von Schétzern 0, : R" — O heiBt schwach konsistent, falls

én(Xl, o Xn) Py 9 unter Py fiir alle 6§ € ©.

n—o0
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Mit anderen Worten, fiir jedes € > 0 und jedes 6 € © soll gelten:
lim Py[|0,(X1,...,X,) — 0] >¢] = 0.
n—oo

DEFINITION 6.1.16. Eine Folge von Schétzern 0, : R® — O heiBt stark konsistent, falls

én(Xl, o Xn) 5 0 unter Py fiir alle 6 € ©.

n—oo

Mit anderen Worten, es soll fiir alle § € © gelten:
P, [limén(Xl,...,Xn) _g| =
n—o0

BEMERKUNG 6.1.17. Eine fast sicher konvergente Folge von Zufallsvariablen konvergiert
auch in Wahrscheinlichkeit. Aus der starken Konsistenz folgt somit die schwache Konsistenz.

DEFINITION 6.1.18. Eine Folge von Schétzern 0, : R® — O heiBt L2-konsistent, falls

0,(X1,. ... X)) 2 0 fiir alle 0 € ©.
Mit anderen Worten, es soll fiir alle § € © gelten:
lim Eg|6,,(X1, ..., X,) — 6] = 0.
n—oo

BEMERKUNG 6.1.19. Aus der L2-Konsistenz folgt die schwache Konsistenz.

BEISPIEL 6.1.20. Bei vielen Familien von Verteilungen, z.B. Bern(6), Poi(#) oder N(, o?)
stimmt der Parameter § mit dem Erwartungswert der entsprechenden Verteilung tiberein. In
diesem Fall ist die Folge von Schéitzern 6, = X, stark konsistent, denn fiir jedes 6 gilt

X, f—s> EyX; = 6 unter Py

n—oo

nach dem starken Gesetz der groflien Zahlen.

DEFINITION 6.1.21. Eine Folge von Schétzern 6, : R" = © C R heift asymptotisch normal-
verteilt, wenn es zwei Folgen a,(0) € R und b,(0) > 0 gibt, sodass fiir alle § € ©
0(X1,...,X,) —an(0) 4

b (0) —_ N(0, 1) unter Py.

Normalerweise wiihlt man a,(0) = Eg0(X1, ..., X,) und b2(0) = Vary (X4, ..., X,), sodass
die Bedingung folgendermafien lautet: Fiir alle € ©

9<X17 s 7X7L>A_ E99<X17 N 7Xn) i> N(O, 1) unter ]P)O-
\/V&I'g 0(Xy,...,X,)

n—oo
BEISPIEL 6.1.22. Es seien X7, ..., X,, unabhiingig und Bern(f)-verteilt, mit § € (0,1). Dann

ist der Schiitzer 6 = X, asymptotisch normalverteilt, denn nach dem Satz von de Moivre—
Laplace gilt

Xon—0 Xi+...+X,—nb 4

i@  /nB(—0) o

4

N(0, 1) unter Py.



6.2. Giiteeigenschaften des ML-Schéitzers

In diesem Abschnitt sei © = (a,b) ein Intervall. Sei {hy: 0 € ©} eine Familie von Dich-
ten oder Zihldichten und sei 6, € © fest. Seien X, X;, X5,... unabhéngige und iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte hg,, wobei 6, als der “wahre Wert des Para-
meters” aufgefasst wird. Uns ist der wahre Wert allerdings unbekannt und wir schétzen
ihn mit dem Maximum-Likelihood-Schiitzer 0,/ = éML(Xl, ..., X,). In diesem Abschnitt
wollen wir die Giiteeigenschaften des Maximum-Likelihood-Schétzers untersuchen. Um die
Giiteeigenschaften von Or1 zu beweisen, muss man gewisse Regularitdtsbedingungen an die
Familie {hy : 6 € O} stellen. Leider sind diese Bedingungen nicht besonders schon. Deshalb
werden wir nur die Ideen der jeweiligen Beweise zeigen. Wir werden hier nur eine der vielen
Regularitiatsbedingungen formulieren: Alle Dichten (oder Zahldichten) hy sollen den gleichen
Tréager haben, d.h. die Menge

J:={z €R: hy(z) # 0}

soll nicht von € abhéngen.

Konsistenz des M L-Schétzers. Zuerst fragen wir, ob der Maximum-Likelihood-Schétzer
stark konsistent ist, d.h. ob

Orin (X, .. X)) ﬁo 0.

Wir werden zeigen, dass das stimmt. Hierfiir betrachten wir die durch n geteilte log-Likelihood-
Funktion

1 1 <
Lo(Xy, ..., Xn: 0) = ~log L(Xy,..., Xn0) = - ; log ho(X;).
Nach dem Gesetz der groflien Zahlen gilt

Ln(X1, o X 0) 125 By log hy(X) = Loo(6) = / log hg()ha, (t)dt.
n—oo J

LEMMA 6.2.1. Fir alle 8 € © gilt:
Loo(0) < Lo (Bo).
BEWEIS. Mit der Definition von L. (6) ergibt sich

wa>—164ﬂ0=ﬂ%Jbgth>—k%h%cXﬂ::E%[ngfgg]‘

Nun wenden wir auf die rechte Seite die Ungleichung logt < ¢ — 1 (wobei ¢ > 0) an:

Loo(0) — Loo(bh) < Eg, [::(())?) - 1}

= [ G 1) roter
:/]hg(t)dt—/]h90<t)dt

0,
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denn [ he(t)dt = [ he,(t)dt = 1. O

SATZ 6.2.2. Seien X1, Xo, ... unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte
oder Zihldichte hy,. Unter Regularititsbedingungen an die Familie {hg : 0 € O} gilt, dass

Orin (X, ... X)) ni—go 0.
BEWEISIDEE. Per Definition des Maximum-Likelihood-Schétzers ist
Onn (X1, ..., X,) = argmax L,(X1,..., X 0).
Indem wir zum Grenzwert fiir n — oo iibergehen, erhalten wir

lim éML(Xl, .o, X)) = lim argmax L, (Xy,...,X,;0)

n— oo n—oo
= argmax lim L,(X;,...,X,;0)
n—oo
= argmax Lo (X1,...,Xp;0)
= 00)
wobei der letzte Schritt aus Lemma 6.2.1 folgt. U

Der obige Beweis ist nicht streng. Insbesondere bedarf der Schritt lim,,_,., argmax = argmax lim,,
einer Begriindung.

Asymptotische Normalverteiltheit des ML-Schitzers. Wir werden zeigen, dass
unter gewissen Regularititsbedingungen der Maximum-Likelihood-Schétzer asymptotisch
normalverteilt ist:

V(O (Xy, ..., X)) — 6o) N N(0, 03y, unter Py,
n—oo

wobei die Varianz o3 spéter identifiziert werden soll. Wir bezeichnen mit
lo(x) = log hg(x)

die log-Likelihood einer einzelnen Beobachtung x. Die Ableitung nach 6 wird mit

d
D= —
db
bezeichnet. Insbesondere schreiben wir
d 9 d?

DEFINITION 6.2.3. Sei {hy: 60 € ©}, wobei ©® = (a,b) ein Intervall ist, eine Familie von
Dichten oder Z#hldichten. Die Fisher—Information ist eine Funktion [ : © — R mit

1(0) = Eo(Dly(X))*.
LEMMA 6.2.4. Unter Regularititsbedingungen an die Familie {hy : 0 € O} gilt fir jedes
6 € (a,b), dass

(1) EgDIy(X) = 0.
(2) EgD?1y(X) = —1(6).



BEWEISIDEE. Fiir den Beweis formen wir zuerst Dlp(z) und D?ly(z) wie folgt um:

Diy(x) = Dlog ho(x) = %

AuBerdem gilt fiir alle 0, dass [, hg(t)dt = 1, denn hy ist eine Dichte. Wir kénnen nun diese
Identitéat nach 6 ableiten:

D / he(t)dt = 0 und somit /Dh@(t)dt =0,
J J

D? / he(t)dt = 0 und somit / D?hg(t)dt = 0.
J J

Dabei haben wir die Ableitung und das Integral vertauscht, was unter gewissen Regula-
ritdtsbedingungen moglich ist. Mit diesen Resultaten erhalten wir, dass

Dhe(X)
s he(X)

Somit ist die erste Behauptung des Lemmas bewiesen. Die zweite Behauptung des Lemmas
kann man wie folgt zeigen:

B D1a(X) = [ (DP1(t) i

EoDlg(X) =

ho(t)dt = /Dhg(X)dt = 0.

J
DQhé(t) 2)
= — (Dly(t he(t)dt
[ (Zottd — o2 nato
- / D2hy(1)dt — Eo(Dip(X))?
J
= —Ey(Dly(X))*
wobei der letzte Schritt aus der Definition der Fisher—Information folgt. OJ

Indem wir die Notation L. (0) = Eg, log hy(X) verwenden, kénnen wir das obige Lemma wie
folgt formulieren.

LEMMA 6.2.5. Unter Regularititsbedingungen an die Familie {hy : 0 € O} gilt, dass
(1) Eg,Dly,(X) = DLs(6p) = 0.
(2) Eg,D?ly,(X) = D?*Loo(0) = —1(6y).

BEWEIS. Unter Regularitdtsbedingungen kann man den Erwartungswert E und die Ab-
leitung D vertauschen. Somit gilt EyDIp(X) = DEylg(X) = DLo(X) und EgD?[p(X) =
D*Eyly(X) = D*Loo(X). O

SATZ 6.2.6. Sei {hy: 0 € O} mit © = (a,b) eine Familie von Dichten oder Zihldichten. Sei
0o € (a,b) und seien X1, X, ... unabhingige Zufallsvariablen mit Dichte oder Zihldichte hyg,.
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Unter Regularititsbedingungen gilt fiir den Mazimum-Likelihood-Schdétzer éML(Xl, o X)),
dass

A 1
\/ﬁ(HML(Xl,...,Xn) —90) i> N 0,— unter ]P@O.

BEWEISIDEE. SCHRITT 1. Fiir den Maximum-Likelihood-Schétzer gilt
. ] —
O = argmax ycg — E log ho(X;) = argmax ycq L (0).
n
i=1

Somit gilt
Der Mittelwertsatz aus der Analysis besagt, dass wenn f eine differenzierbare Funktion auf
einem Intervall [x,y] ist, dann ldsst sich ein ¢ in diesem Intervall finden mit

fly) = f@) + )y — ).
Wir wenden nun diesen Satz auf die Funktion f(#) = DL, (#) und auf das Intervall mit den
Endpunkten 6y und 6, an. Es lisst sich also ein &, in diesem Intervall finden mit

0= DL,(0r) = DLn(00) + DLy (€,)(0ar1, — o).

Daraus ergibt sich, dass

V(O — 00) = TUDLLE)

SCHRITT 2. Anwendung von Lemma 6.2.5 fithrt zu Eg, Dlp,(X) = 0. Somit gilt
Z Dlgo (Xz) - TLEQODZQO (Xz)
i=1

NZD

Indem wir nun den zentralen Grenzwertsatz anwenden, erhalten wir, dass

ViDL, (0;) —% N ~ N(0, Varg, Dlg, (X)) = N(0, 1(6,)),
n—oo

DL (0) = % > (Dlay(X:) = 0) =

denn Varg, Dlp,(X) = I(6y) nach Lemma 6.2.5.

SCHRITT 3. Da sich &, zwischen éML und 6y befindet und lim,, éML = p wegen Satz 6.2.2
(Konsistenz) gilt, erhalten wir, dass lim, ,., &, = 6p. Nach dem Gesetz der grofien Zahlen
gilt somit

1 n
D*La(6) = - D0 D6 (0) 3 B DVl (X) = ~1(6),

wobel wir im letzten Schritt Lemma 6.2.5 benutzt haben.

SCHRITT 4. Kombiniert man nun diese Eigenschaften, so fithrt dies zu

N - \/ﬁLn(GO) d N 1
Vil =0) = =6y 2 T ~ N ( W) ’
wobei N ~ N(0, 1(6y)). -



BEISPIEL 6.2.7. In diesem Beispiel betrachten wir die Familie der Bernoulli-Verteilungen mit
Parameter 6 € (0, 1). Die Zahldichte ist gegeben durch

he(1) =0, he(0)=1-6.
Eine andere Schreibweise dafiir ist diese:
he(z) = 6°(1 — )", x€{0,1}.
Die log-Likelihood einer einzelnen Beobachtung = € {0, 1} ist
lo(z) = log ho(x) = xlog + (1 — x)log(1l — 0).
Ableiten nach 6 fithrt zu

r 1l—=z T 1—=x
Dlg(m)ZE— 1_9, D2l9($):— (e—z—l—m)

Sei X eine mit Parameter € Bernoulli-verteilte Zufallsvariable. Somit ist die Fisher-Information
gegeben durch

X 1-X 0 1—-6 1
10) = —EgD*p(X)=Fy | = + ——= | = = = )
(6) = ~EoD"lp(X) 9{92+(1—9)2] 2 1—=0° 01-0)
Seien nun X, X5, ..., X, unabhéngige, mit Parameter § Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen.
Dann ist der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Parameter 6 gegeben durch
A Xi+...+X, &
brrn(Xe, .. Xy = LT A g

n

Mit Satz 6.2.6 erhalten wir die asymptotische Normalverteiltheit von Orir = Xn:
Vin(X, — 0) -5 N(0,0(1 — 6)) unter Py,
n—oo

Diese Aussage konnen wir auch aus dem Zentralen Grenzwertsatz herleiten, denn
- Xi+...+X,—nb

— N(0,60(1 — 0)) unter Py,
da EX; =6 und Var X; = 6(1 — 0).

\/ﬁ n—00

BEISPIEL 6.2.8. Nun betrachten wir ein Beipsiel, in dem der Maximum-Likelihood-Schétzer
nicht asymptotisch normalverteilt ist. Der Grund hierfiir ist, dass eine Regularitdtsbedingung
verletzt ist. Im folgenden Beispiel sind ndmlich die Trager der Verteilungen, die zu verschie-
denen Werten des Parameters gehoren, nicht gleich.

Wir betrachten die Familie der Gleichverteilungen auf den Intervallen der Form [0, 6] mit
6 > 0. Die Dichte ist gegeben durch

1
he(z) = gﬂxe[o,e}-
Seien Xj, Xs,... unabhéngige und auf dem Intervall [0,6] gleichverteilte Zufallsvariablen.

Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 6 ist gegeben durch
Onn (X1, ..., X,) =max {Xy,..., X, } = M,.

Wir zeigen nun, dass dieser Schétzer nicht asymptotisch normalverteilt, sondern asympto-
tisch exponentialverteilt ist.



SATZ 6.2.9. Es seien X1, Xo, ... unabhdngige und auf dem Intervall [0, 0] gleichverteilte Zu-
fallsvariablen. Dann gilt fir M, = max{X1,..., X, }, dass

n (1 - %> —Ls Exp(1).

9 n— o0

BEWEIS. Sei x > 0. Es gilt

plo(1-2) > o] —p [ <1 2] —p[xico(1-D) <o (1-2)).

n n n
Fiir geniigend groles n ist 0 < 6(1 — %) < ¢ und somit

rlxco(1-5)]-1-%

denn X; ~ U[0, 0]. Wegen der Unabhingigkeit von Xj, ..., X, erhalten wir, dass
lim P {n (1 — %) > x} = lim (1 — £>n =e *.
n— 00 0 n—oo n
Somit erhalten wir, dass
. >
im Pln (1= o) <o = ©20
n—00 0 O, x < 0.

Fiir x < 0 ist der Grenzwert gleich 0, denn das Ereignis M,, > 6 ist unmoglich. Daraus ergibt
sich die zu beweisende Aussage. 0

BEISPIEL 6.2.10. In diesem Beispiel betrachten wir die Familie der Exponentialverteilungen.
Die Dichte der Exponentialverteilung mit Parameter 6 > 0 ist gegeben durch

hg(x) = Oexp(—0x), x> 0.
Die log-Likelihood einer einzelnen Beobachtung x > 0 ist
lo(x) = log hg(z) = log O — Ox.
Zweimaliges Ableiten nach @ fiihrt zu
1
— g
Das Ergebnis ist iibrigens unabhéngig von x. Sei X ~ Exp(#). Die Fisher-Information ist
gegeben durch

DQZQ([B) =

1

I1(0) = —E¢D?[p(X) = 02 0> 0.
Seien X7, X,,... unabhéngige, mit Parameter 6 exponentialverteilte Zufallsvariablen. Der
Maximum-Likelihood-Schétzer (und auch der Momentenschéitzer) ist in diesem Beispiel
A 1
Omr = X,
Mit Satz 6.2.6 erhalten wir die asymptotische Normalverteiltheit von Onir:
1
(6.2.1) Vvn (X_ - 9) —Ly N(0,6%) unter Py.
n n—oo
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Auf der anderen Seite, ergibt sich aus dem zentralen Grenzwertsatz, dass

_ 1 1
(6.2.2) N (Xn — —) 4N (0, ﬁ) unter Py,

(9 n— oo

denn EX; = % und Var X; = 0%.

Sind nun (6.2.1) und (6.2.2) dquivalent? Etwas allgemeiner kann man auch fragen: Wenn
ein Schétzer asymptotisch normalverteilt ist, muss dann auch eine Funktion von diesem
Schétzer asymptotisch normalverteilt sein? Wir werden nun zeigen, dass unter gewissen
Voraussetzungen an die Funktion die Antwort positiv ist.

LEMMA 6.2.11. Seien Zy, Z,, ... Zufallsvariablen und u € R und 0® > 0 Zahlen mit
VAlZy = ) =3 NO,0%)
Auferdem sei ¢ eine differenzierbare Funktion mit ¢'(u) # 0. Dann gilt:
Vile(Za) = o) =5 N, (¢ (1)0)).
BEWEISIDEE. Durch die Taylorentwicklung von ¢ um den Punkt p gilt

©(Zn) = o(p) + ¢ (1) (Zn — p) + Rest.

Multipliziert man nun beide Seiten mit y/n, so fiithrt dies zu

Vi(e(Zn) = e(w) = &' ()Vn(Z, — 1) + Rest.

Nach Voraussetzung gilt fiir den ersten Term auf der rechten Seite, dass
d
& (Vn(Zn = 1) == N(0, (&' (1n)0)?).

Der Restterm hat eine kleinere Ordnung als dieser Term, geht also gegen 0. Daraus folgt die
Behauptung. OJ

BEISPIEL 6.2.12. Als Spezialfall von Lemma 6.2.11 mit ¢(z) = < und ¢/(z) = —25 ergibt
sich die folgende Implikation:

V(Z, — p) - N(o,a2):>\/ﬁ(zin—l> N N(O,Z—i).

n—oo ILL n—oo

Daraus ergibt sich die Aquivalenz von (6.2.1) und (6.2.2).

6.3. Cramér—Rao—Ungleichung

Sei {hy(z) : 0 € O}, wobei © = (a,b), eine Familie von Dichten oder Zahldichten. Wir haben
bereits gesehen, dass es mehrere erwartungstreue Schétzer fiir den Parameter 6 geben kann.
Unter diesen Schétzern versucht man einen Schétzer mit einer moglichst kleinen Varianz
zu finden. Kann man vielleicht sogar fiir jedes vorgegebene ¢ > 0 einen erwartungstreuen
Schéatzer konstruieren, dessen Varianz kleiner als e ist? Der néchste Satz zeigt, dass die
Antwort negativ ist. Er gibt eine untere Schranke an die Varianz eines erwartungstreuen
Schétzers.
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SATZ 6.3.1 (Cramér-Rao). Sei {hyg(x) : 6 € ©}, wobei © = (a,b), eine Familie von Dichten
oder Zdhldichten. Seien weiterhin X, X1, Xa, ... unabhdingige und identisch verteilte Zufalls-

variablen mit Dichte hy(x). Sei (X1, ..., X,) ein erwartungstrever Schitzer fir 0. Unter
Regularititsbedingungen gilt die folgende Ungleichung:
- 1

e Xp) 2> :
Var(;@(Xl, ,X ) n]<9)

BEWEISIDEE. Da 6 ein erwartungstreuer Schiitzer ist, gilt fiir alle 6 € (a,b), dass
0 =FEof(Xy,..., X)) :/ O(21,... 20 ho(x1) ... holxn)dz: ... da,.
Nun leiten wir nach 6 ab:
1= D/ O(z1, ..., 20)ho(x1) .. ho(zy)day ... dx,

= [ O(x1,...,2,)Dlhg(x1) - ... ho(zn)|dxy ... da,.

Rn

Indem wir nun die Formel Dlog f(6) = l}{g) mit f(0) = he(z1) - ... hg(x,) benutzen,

erhalten wir, dass

1= [ O(x1,...,20)he(x1) .. ho(z) (Z Dlog hg(xi)> dzy ... dz,
=1

Rn

= Eo[0(X1, ..., X)Ug(X1,..., X,)],

wobei
Ug(x1,...,xp,) = Z Dlog hg(z;).
i=1

Es sei bemerkt, dass Uy die Ableitung der log-Likelihood-Funktion ist. Fiir den Erwartungs-
wert von Uy gilt nach Lemma 6.2.4, dass

EoUp(X1,..., X,) = Y _EyDloghy(X;) = 0.

i=1

Fiir die Varianz von Uy erhalten wir wegen der Unabhéngigkeit von Xy, ..., X,,, dass

Eo[U7 (X1,..., Xn)] = Varg Up(X1,..., X,) = Y Varg[Dlog hg(X;)] = nl(6),

=1
denn
Varg[D log hg(X;)] = Eg(Dlog he(X;))? = I(6),

da EyD log he(X;) = 0 nach Lemma 6.2.4.
12



Nun erweitern wir mit dem Erwartungswert und wenden die Cauchy—Schwarz—Ungleichung
an:

1= Eg[(0(Xy,. .., X0) — 0) - Up(Xy,. .., X,)]

< \/Varg[é(Xl, ooy Xn)] - Varg[Up( Xy, - .., X3)]

= Varg[B(Xy, ..., X,)] - nI(0).

~

Umgestellt fiihrt dies zu Varg 0(X, ..., X,,) > #@)' O

DEFINITION 6.3.2. Ein erwartungstreuer Schétzer 6 : R" — O heift Cramér—Rao—effizient,

falls fiir jedes 6 € ©
A 1
Varg 0(Xy,...,X,) = ——.
arg ( 1, ’ ) ’I”LI(Q)
BEISPIEL 6.3.3. Es seien Xi,..., X, unabhéingig und Bernoulli-verteilt mit Parameter 6.
Der Maximum-Likelihood-Schétzer und gleichzeitig der Momentenschétzer fiir 6 ist der em-
pirische Mittelwert:

- . Xi+...+X,
0(Xy,....X,) =X, = 1F -+ An
n
Die Varianz von 6 lisst sich wie folgt berechnen
A Xi+...+X, n 6(1—0) 1
V 6 X PP X’VL - V = — V X = = ,
arg 0(X1, ..., Xy) alg [ n ] 02 arg Aj n nI(0)
denn wir haben in Beispiel 6.2.7 gezeigt, dass I(0) = ﬁ. Somit ist der Schitzer X,

Cramér-Rao—effizient. Es ist also unmdglich, einen erwartungstreuen Schétzer mit einer
kleineren Varianz als die von X,, zu konstruieren. Somit ist X, der beste erwartungstreue
Schétzer fiir den Parameter der Bernoulli-Verteilung.

AUFGABE 6.3.4. Zeigen Sie, dass der Schétzer 6 = X, fiir die folgenden Familien von Ver-
teilungen Cramér—Rao—effizient ist:

(1) {Poi(#) : 6 > 0}.

(2) {N(0,0?) : 6 € R}, wobei 02 bekannt ist.
Somit ist X,, in beiden Féllen der beste erwartungstreue Schétzer.

BEMERKUNG 6.3.5. Der Maximum-Likelihood—Schétzer muss nicht immer Cramér—Rao—
effizient (und sogar nicht einmal erwartungstreu) sein. Wir wollen allerdings zeigen, dass
bei einem groflen Stichprobenumfang n der Maximum-Likelihood-Schétzer Orrr die Cramér—
Rao—Schranke asymptotisch erreicht. Nach Satz 6.2.6 gilt unter Py, dass

V(O — 0) -5 N (o, %) .

n—oo

Die Verteilung von Or1 ist also approximativ N(6, #w)) und die Varianz ist approximativ
#@, bei groflem n. Somit ndhert sich der Maximum-Likelihood-Schétzer der Cramér—Rao—

Schranke asymptotisch an.
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6.4. Asymptotische Normalverteiltheit der empirischen Quantile

Seien X7, ..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte h(z) und
Verteilungsfunktion F(z). Sei a € (0,1). Das theoretische a-Quantil @), der Verteilungs-
funktion F ist definiert als die Losung der Gleichung F(Q,) = o . Wir nehmen an, dass es
eine eindeutige Losung gibt. Das empirische a-Quantil der Stichprobe X7, ..., X, ist X(an)),
wobei Xq) < ... < X(,) die Ordnungsstatistiken von Xj,..., X, seien. Wir haben hier die
Definition des empirischen Quantils etwas vereinfacht, alle nachfolgenden Ergebnisse stim-
men aber auch fiir die alte Definition. Das empirische Quantil X\, ist ein Schétzer fiir das
theoretische Quantil @Q),. Wir zeigen nun, dass dieser Schéitzer asymptotisch normalverteilt
ist.

SATZ 6.4.1. Sei o € (0,1) und seien X, ..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufalls-
variablen mit Dichte h, wobei h stetig in einer Umgebung von Q, sei und h(Q.) > 0 gelte.
Dann gilt

V(X (an) = Qa) = N (O’ %) '

BEWEISIDEE. Seit € R. Wir betrachten die Verteilungsfunktion

t
Fn<t) = ]P)[\/E(X([an}) - Qa) < t] =P |:X([an]) < Qa + %:| = ]P)[Kn > O{Tl],

wobei die Zufallsvariable K, wie folgt definiert wird:
- t
Kn:E 1y = e{l,....n}: X; < Qo+ —¢.
G " {Z { "} Qo \/ﬁ}

Somit ist K, ~ Bin(n, F(Qa + \/Lﬁ)) Fiir den Erwartungswert und die Varianz von K, gilt

somit
EK, =nkF (Qa+%) , VarK, =nF (Qa%—%) (I—F (Qa—‘—%)) .

Indem wir nun die Taylor—Entwicklung der Funktion F' benutzen, erhalten wir, dass
t

_ o (L)) — an+ VIR(Q) + o),

Eann(F(Qa)+F’(Qa) o=

Var K, = na(l — a) 4+ o(n).
Nun kann die Verteilungsfunktion F,,(t) wie folgt berechnet werden

K, — E[K,] L an— E[K,)]
VVar(K,) = +/Var(K,)
Benutzen wir nun die Entwicklungen von EK,, und Var K,,, so erhalten wir
K, — E[K,] L an—an— Vnh(Qa)t — o(y/n)

Var(K,) Vna(l —a) +o(n) '
14
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Und nun benutzen wir den zentralen Grenzwertsatz fiir K,,. Mit N standardnormalverteilt,
erhalten wir, dass

lim F,(t) = P [NZ —Mt] —P [w gt] ,

Jim, Val—-a) h(Q.)

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie der Standardnormalverteilung, also die Formel
P[N > —x] = P[N < z] benutzt haben.

Die Behauptung des Satzes folgt nun aus der Tatsache, dass Nh(aT(i)_a) ~ N (0, ;‘%:‘3 ) O

Wir werden nun den obigen Satz benutzen, um den Median und den Mittelwert als Schétzer
fiir den Lageparameter einer Dichte auf Effizienz hin zu untersuchen und zu vergleichen. Sei
h(z) eine Dichte. Wir machen folgende Annahmen:

(1) h ist symmetrisch, d.h. h(z) = h(—z).

(2) h ist stetig in einer Umgebung von 0.

(3) h(0) > 0.

Seien X7,..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte
ho(x) = h(z —6), 6e€R.

Die Aufgabe besteht nun darin, 6 zu schétzen. Dabei sei die Dichte h bekannt. Da sowohl der
theoretische Median ()y/, als auch der Erwartungswert der Dichte hy wegen der Symmetrie
gleich € sind, konnen wir folgende natiirliche Schétzer fiir § betrachten:

en empirischen Median X, /2.
1) d irischen Median X ({2
(2) den empirischen Mittelwert X,.

Welcher Schétzer ist nun besser und um wieviel? Um diese Frage zu beantworten, benutzen
wir den Begriff der relativen Effizienz.

DEFINITION 6.4.2. Seien 6% und % zwei Folgen von Schétzern fiir einen Parameter 6, wobei
n den Stichprobenumfang bezeichnet. Beide Schétzer seien asymptotisch normalverteilt mit

V(0 — ) =% N(0, 02(6)) und vn(6® — ) —% N(0, 62(6)) unter P,.

n—oo n—oo

Die relative Effizienz der beiden Schétzer ist definiert durch

a5(0)
€o1) 6@ (0) = 3(9) :

01

BEMERKUNG 6.4.3. Ist z.B. e ) g2 > 1 so heif}t es, dass é,(}) besser als é,(f) ist.

o5

Kommen wir nun wieder zuriick zu unserer Frage, welcher Schétzer, @(11) = X([n/2)) oder

02 = X,,, besser ist. Nach Satz 6.4.1 und nach dem zentralen Grenzwertsatz, sind beide
Schéatzer asymptotisch normalverteilt mit

1 _
V(X (e — 0) 4N (0, m) und /n(X,, —0) N N(0, Vary X;) unter Py.

n—oo n—oo
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Die asymptotischen Varianzen sind also unabhéngig von # und gegeben durch

1
O'% = F(O)’ O'g = Va,rg X1 = /Rx2h2(1:)da:
Nun betrachten wir zwei Beispiele.

BEISPIEL 6.4.4. Die GauB Dichte h(z) = —t=e~**/2. Es gilt h(0) = 0, Vary X; = 1 und somit

V2r
2
‘7% = ga U% =1, emecimw = p ~ 0.6366 < 1.

Somit ist der empirische Mittelwert besser als der empirische Median. Das Ergebnis kann
man so interpretieren: Der Median erreicht bei einer Stichprobe vom Umfang 100 in etwa
die gleiche Prézision, wie der Mittelwert bei einer Stichprobe vom Umfamg 64.

BEISPIEL 6.4.5. Die Laplace-Dichte h(z) = 1e71*!. Es gilt h(0) = 1, Varg X; = 2 und somit

2 2
o] = 1, 0y = 2, EMed MW = 2> 1.

In diesem Beispiel ist also der Median besser: Bei einer Stichprobe vom Umfang 100 erreicht
der Median in etwa die gleiche Prézision, wie der Mittelwert bei einer Stichprobe vom Umfang
200.
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