KAPITEL 7

Suffizienz und Vollstindigkeit

7.1. Definition der Suffizienz im diskreten Fall

BEISPIEL 7.1.1. Betrachten wir eine unfaire Miinze, wobei die Wahrscheinlichkeit 6, dass
die Miinze Kopf zeigt, geschitzt werden soll. Dafiir werde die Miinze n mal geworfen. Falls
die Miinze beim i-ten Wurf Kopf zeigt, definieren wir z; = 1, sonst sei x; = 0. Die kom-
plette Information iiber unser Zufallsexperiment ist somit in der Stichprobe (z1,...,x,)
enthalten. Es erscheint aber intuitiv klar, dass fiir die Beantwortung der statistischen Fra-
gen iiber # nur die Information dariiber, wie oft die Miinze Kopf gezeigt hat (also die Zahl
1+ ...+ x,) relevant ist. Hingegen ist die Information, bei welchen Wiirfen die Miinze Kopf
gezeigt hat, nicht niitzlich. Deshalb nennt man in diesem Beispiel die Stichprobenfunktion
T(xy,...,2,) = x1+...+x, eine suffiziente (d.h. ausreichende) Statistik. Anstatt das Expe-
riment durch die ganze Stichprobe (z1, ..., z,) zu beschreiben, konnen wir es lediglich durch
den Wert von x; + ...+ z,, beschreiben, ohne dass dabei niitzliche statistische Information
verloren geht.

Es sei im Weiteren {hy : 0 € O} eine Familie von Zahldichten. Den Fall der Dichten werden
wir spiter betrachten. Ist S ein Zufallsvektor mit Werten in R? so bezeichnen wir mit
ImS = {z € R : P[S = 2] # 0} die Menge aller Werte z, die der Zufallsvektor S mit einer
strikt positiven Wahrscheinlichkeit annehmen kann. Wirr nennen Im .S den Trdger von S.

Im folgenden Abschnitt werden wir annehmen, dass der Tréger von X, ..., X, nicht von 0
abhéngt.
DEFINITION 7.1.2. Seien X7, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte diskrete Zufallsva-

riablen mit Zahldichte hg. Eine Funktion T : R™ — R™ heifit eine suffiziente Statistik, wenn
fir alle z1,...,z, € R und fir alle t € ImT(X7, ..., X,) der Ausdruck

]P)Q[Xl = T1,... 7Xn = ZEn|T(X1, e ,Xn) = t]
eine von # unabhéngige Funktion ist. D.h., fiir alle #,, 6, € © soll gelten:
]P)gl[Xl =T1y... ,Xn = ZEn|T<X1, e 7Xn) = t] = ]P)92[X1 =T1y... ,Xn = I’n|T(X1, Ce 7Xn) =
BEISPIEL 7.1.3 (Fortsetzung von Beispiel 7.1.1). Seien X7, ..., X,, unabhéngige und identisch

verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ Bern(#), wobei 6 € (0,1) zu schétzen sei. Die Zé&hldichte
von X; ist somit gegeben durch

ho(x) = 0°(1 —0)'* € {0,1}.
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Wir zeigen nun, dass T(X3,...,X,,) = Xi + ... + X,, eine suffiziente Statistik ist. Sei ¢t €
{0,...,n}. Betrachte den Ausdruck

P(Q) :Pg[Xlle,,Xn:$n’X1+—|—Xn:t]

Pg[Xl:$1,...,Xn:l’n,Xl—f—...—l-Xn:t]
Pyl X1+ ...+ X, =1 '

FaLL 1. Ist oy + ...+ x, # t oder z; ¢ {0,1} fiir mindestens ein ¢, dann gilt P(6) = 0. In
diesem Fall hdangt P(#) von € nicht ab.

FALL 2. Sei nun z1 + ...+ 2, =t mit xy,...,x, € {0,1}. Dann gilt

_Pg[Xl:l‘l,...,Xn:l'n,X1+...+Xn:t] _PG[Xlley---aXn:In]
B Pol X1+ ...+ X, =1 P X4 X, =

P(0)

Indem wir nun benutzen, dass X7, ..., X, unabhéngig sind und X; + ... + X,, ~ Bin(n,0)
ist, erhalten wir, dass
T _ 1—21 |, . ATn _ 1—xp
P(9>:9 (1 H)n c 0 (1 —0) :%‘
(t)'gt(l — o)t (t)
Dieser Ausdruck ist ebenfalls von 6 unabhéngig.
Somit ist T(X1,...,X,) = Xy + ... + X, eine suffiziente Statistik. Ein guter Schétzer fiir 6
muss eine Funktion von X; 4+ ...+ X, sein. Das garantiert ndmlich, dass der Schétzer nur
niitzliche statistische Information verwendet und nicht durch die Verwendung von unniitzlichem
Zufallsrauschen die Varianz des Schétzers gesteigert wird. In der Tat, wir haben bereits
gezeigt, dass X,, die Cramér-Rao-Schranke erreicht und somit der beste erwartungstreue
Schétzer ist.

BEMERKUNG 7.1.4. Im obigen Beispiel haben wir gezeigt, dass fiir jedes t € {0,1...,n} die
bedingte Verteilung von (X7, ..., X,) gegeben, dass X; +...+ X,, = t, eine Gleichverteilung
auf der Menge

{(z1,...,2,) € {0,1}" sy + ... + 2, =t}

n

ist. Diese Menge besteht aus ( )

) Elementen.

AUFGABE 7.1.5. Seien Xj,..., X, unabhéingige und mit Parameter 6 > 0 Poisson—verteilte
Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass T'(Xy,...,X,) = X1 + ...+ X,, eine suffiziente Statistik
ist. Bestimmen Sie fiir ¢t € Ny die bedingte Verteilung von (X7, ..., X,) gegeben, dass X; +
X, =t

Im obigen Beispiel haben wir gezeigt, dass X; + ... + X, eine suffiziente Statistik ist. Ist
dann z.B. auch X,, = % eine suffiziente Statistik? Im folgenden Lemma zeigen wir,
dass die Antwort positiv ist.

LEMMA 7.1.6. Sei T eine suffiziente Statistik und sei g : ImT(X1,..., X,) — RF cine
injektive Funktion. Dann ist auch

goT R = RF (Xy,...,X,) = g(T(X4,..., X))

eine suffiziente Statistik.



BEWEIS. Seit € Img(T(Xq,...,X,)). Da T eine suffiziente Statistik ist, hingt
PO) =Py X1 =x1,..., Xy =2,|9(T( Xy, ..., X)) =1
=Py[X1 =21,..., X = 2,|T(X1,..., X,) = g (t)]
nicht von @ ab. Dabei ist g~'(¢) wohldefiniert, da g injektiv ist. 0

7.2. Faktorisierungssatz von Neyman—Fisher

In diesem Abschnitt beweisen wir den Faktorisierungssatz von Neyman—Fisher. Dieser Satz
bietet eine einfache Methode zur Uberpriifung der Suffizienz. Sei {hy : § € ©} eine Familie
von Zahldichten und Xj,...,X,, unabhéngige Zufallsvariablen mit Z&ahldichte hg. Sei T :
R™ — R™ eine Funktion. Im néchsten Lemma benutzen wir folgende Notation:
(1) L(xy,...,2n;0) = Py[ X1 = 21, ..., X,, = 2] ist die Likelihood-Funktion.
(2) q(t;0) = Py[T(Xy,...,X,) =t], wobei t € R™, ist die Zahldichte von T'(X;, ..., X,)
unter Py.

LEMMA 7.2.1. Eine Funktion T : R™ — R™ ist genau dann eine suffiziente Statistik, wenn
fiir alle x4, ..., z, € Im X die Funktion
L(zy,...,x,;0)

(7.2.1) q(T(x1,...,2,);0)

nicht von 6 abhdngt.

BEWEIS. Betrachte den Ausdruck
PO) :=Py[X) =x1,..., X, =2,|T(Xy,..., X,) =1t].
Im Falle t # T(z4,...,x,) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit gleich 0, was unabhéngig von
0 ist. Sei deshalb t = T'(z1, ..., x,). Dann gilt
Py X1 =x1,..., Xy =2, T (X4, ..., X,) =1
PyT(X1,...,Xn) =T (x1,...,2,)]

. Pg[Xlle,...,Xn:l’n]

]P)Q[T(Xl, Ce 7Xn) = T(llj'l, c. ,LEn)]

_ L(wy,... 2,3 0)

(T 2a):0)°

Somit ist 7" eine suffiziente Statistik genau dann, wenn (7.2.1) nicht von 6 abhéngt.

P(0) =

SATZ 7.2.2 (Faktorisierungssatz von Neyman—Fisher). Eine Funktion T : R™ — R™ ist eine
suffiziente Statistik genau dann, wenn es Funktionen g : R™ x © — R und h : R® — R gibt,
so dass fiir alle x1,...,x, € R und alle @ € © die folgende Faktorisierung gilt:

(7.2.2) L(zy,...,x0;0) = g(T(x1,...,2,);0) - h(x1, ..., 2,).
BEWEIS VON “=". Sei T eine suffiziente Statistik. Nach Lemma 7.2.1 ist die Funktion
L@ezn®) s gy x, € Im X
h(l’h T ):{ alls 71, » Ln mAjy,

q(T(x1,e-y2n);0)°
0, sonst



unabhéngig von 6. Mit diesem h und g¢(¢;0) = ¢(t; 0) gilt die Faktorisierung (7.2.2). O

BEWEIS VON “«<=". Es gelte die Faktorisierung (7.2.2). Wir bezeichnen mit Y_" die Summe
tiber alle (y1,...,y,) mit T(y1,...,yn) = T(x1,...,2z,). Dann gilt

L(zy,...,2,;0) :g(T(xl,...,xn);Q)h(xl,...,xn)
q(T (21, ..., x);0) > Ly, yni0)
_ g(T(x1,...,x,);0)h(x, ... xy)
22 9(T (s yn); Oh(yr, - - Yn)

. h(xl,...,:(;n)
Z* h<y17 s 7yn)
Dieser Ausdruck héngt nicht von 6 ab. Nach Lemma 7.2.1 ist T" suffizient. U
BEISPIEL 7.2.3. Seien Xj,..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit

X; ~ Bern(f), wobei § € (0,1). Fiir die Likelihood-Funktion gilt

L(xla <oy T 0) = hg(l’l) s h@(xn)
= 9”‘1(1 — 9)1_961 1:):16{0,1} e an(l — 9)1_z" ﬂxne{o,l}
_ 9$1+"’+m"<1 . e)n—(ml—i-...—i-xn)]lzl ..... {01}
Daraus ist ersichtlich, dass die Neyman—Fisher—Faktorisierung (7.2.2) mit

T(xy,...,20) =21+ ... +x,, gt;0)=0"1—=0)"" h(z,...,2,) =1, . onc{0,1}

gilt. Nach dem Faktorisierungssatz von Neyman—Fisher ist T" suffizient.

7.3. Definition der Suffizienz im absolut stetigen Fall

Bisher haben wir nur diskrete Zufallsvariablen betrachtet. Seien nun X, ..., X, absolut ste-
tige Zufallsvariablen mit Dichte hg. Die Funktion 7" : R™ — R™ sei Borel-messbar. Auflerdem
nehmen wir an, dass T'(X7, ..., X,,) ebenfalls eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte
q(t; 0) ist. Zum Beispiel darf T nicht konstant sein. Die vorherige Definition der Suffizienz
macht im absolut stetigen Fall keinen Sinn, denn das Ereignis T'(X7, ..., X,,) =t hat Wahr-
scheinlichkeit 0. Wir bendtigen also eine andere Definition. Ein mdéglicher Zugang besteht
darin, den Satz von Neyman—Fisher im absolut stetigen Fall als Definition zu benutzen. Die
Likelihood—-Funktion sei

L(zy,...,x,;0) = ho(z1) ... hy(xy,).

DEFINITION 7.3.1. Im absolut stetigen Fall heifit eine Statistik 7" suffizient, wenn es eine
Faktorisierung der Form

L(zy,...,2,;0) = g(T(x1,...,2,);0) - h(x1, ..., 2,)
gibt.



BEISPIEL 7.3.2. Seien Xj,..., X, unabhingige und auf dem Intervall [0, 6] gleichverteilte
Zufallsvariablen, wobei 8 > 0 der unbekannte Parameter sei. Somit ist die Dichte von X;

gegeben durch

1

ho(z) = a]l:ve[o,ﬂ}-

Wir werden nun zeigen, dass T(Xy,...,X,) = max{X;,..., X, } eine suffiziente Statistik
ist. Fiir die Likelihood—Funktion gilt

L('rla R 9) = ha(.’L’l) . h,g(ajn)
1
- e_n]lzle[o,e} SRR PO

1

wobei
1
9(t;0) = e—nﬂtge, h(z1, ... 2n) = Loy, >0
Somit ist T'(X1,...,X,) = max{X,..., X, } eine suffiziente Statistik. Ein guter Schétzer
fiir # muss also eine Funktion von max{Xj, ..., X} sein. Insbesondere ist der Schitzer 2.X,

in diesem Sinne nicht gut, dennn er benutzt iiberfliissige Information. Diese iiberfliissige
Information steigert die Varianz des Schétzers. Das ist der Grund dafiir, dass der Schétzer
2l max{Xj,..., X,} (der suffizient und erwartungstreu ist) eine kleinere Varianz als der
Schiitzer 2X,, (der nur erwartungstreu ist) hat.

BEISPIEL 7.3.3. Seien X4, ..., X, unabhéngige und mit Parameter § > 0 exponentialverteilte
Zufallsvariablen. Somit ist die Dichte von X; gegeben durch

hg(x) = 0 exp(—0x)L,>o.
Wir zeigen, dass T'(xy, ..., 2,) = x1+. . .+x, eine suffiziente Statistik ist. Fiir die Likelihood—
Funktion gilt
L(xla <o Ty 0) = hﬁ(xl) cee h9(xn)

=0"exp(—0(x1 + ... +x,)) e, 20

=g(T(x1,...,2,);0) - h(xy, ..., x,),
wobei

g(t;0) = 0"exp(—0t), h(z1,...,2,) = 1y 2.0

Ein guter Schétzer fiir # muss also eine Funktion von X; + ...+ X, sein.
BEISPIEL 7.3.4. Seien Xj,..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
X; ~ N(u,0%). Der unbekannte Parameter ist 6§ = (u,0?), wobei 4 € R und o > 0.

Die Aufgabe besteht nun darin, eine suffiziente Statistik zu finden. Da wir normalverteilte
Zufallsvariablen betrachten, gilt fiir die Dichte

1 T —p)?
hyo2(x) = Nz exp (—%) , x€eR.
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Somit ist die Likelihood—Funktion gegeben durch
L(zy, ... <0, 0%) = huo2(21) .. by o2 ()

(o) oo (S

=1

1 " 1 - 2 - 2
= (—) exp <_ﬁ [;xl —2uizlxi+nu

2mo

Nun betrachten wir die Statistik 7" : R® — R? mit

(1’1, .. 7ZEn) — (Z J]?,ZZL’Z> = (Tl,TQ).
1=1 i=1

Diese Statistik T ist suffizient, denn wir haben die Neyman-Fisher—Faktorisierung
L(zy,... 21, 0°) = g(Ty, Tos p, 0% (@, . .. @)
mit h(xy,...,2,) =1 und

1 " T, — 2uT: 2
9(T1,T2;H:U2):< ) €xp (— . alb )

2mo 202

Allerdings ist 77 oder T, allein betrachtet nicht suffizient.

BEMERKUNG 7.3.5. Im obigen Beispiel ist die Statistik (Z,, s?) mit

g,= T s

n

un ! g :vz—nj2

n n n—l — 7 n
Z:

Ty = nz, und Ty = (n — 1)s2 + nz2.

ebenfalls suffizient, denn

Wir kénnen also g(7%, T»; i1, o) auch als eine Funktion von Z,, s und p, o2 schreiben.

BEISPIEL 7.3.6. Sei {hy : 6 € O} cine beliebige Familie von Dichten bzw. Ziahldichten, dann
ist die identische Abbildung 7' : R* — R"™ mit (z1,...,2,) — (z1,...,x,) suffizient. Die
Suffizienz folgt aus dem Faktorisierungssatz von Neyman—Fisher, denn fiir die Likelihood—
Funktion gilt

L(zy,...,20;0) = hg(xy) ... - hy(xy,) =: g(x1, ..., x,;0).
BEISPIEL 7.3.7. Sei {hy : 6 € O} eine beliebige Familie von Dichten oder Zahldichten, dann
ist die Statistik
T:(x1,...,20) = (Zay,- -, Tw))
suffizient. Das heif}t, die Angabe der Werte der Stichprobe ohne die Angabe der Reihenfolge,
in der diese Werte beobachtet wurden, ist suffizient. In der Tat, fiir Likelihood—Funktion gilt
L(zy,...,2n;0) = hg(xy) - ... - hy(xy).

Diese Funktion &ndert sich bei Permutationen von zq,...,z, nicht und kann somit als
eine Funktion von 7" und 6 dargestellt werden. Somit haben wir eine Neyman—Fisher—
Faktorisierung angegeben.



7.4. Vollstandigkeit

Sei {hg(z) : 0 € ©} eine Familie von Dichten bzw. Zahldichten und seien Xj,..., X, un-
abhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte bzw. Zahldichte hyg.

DEFINITION 7.4.1. Eine Statistik 7" : R™ — R™ heifit vollstindig, falls fiir alle Borel—
Funktionen ¢ : R™ — R aus der Giiltigkeit von

Eog(T(X1,...,X,)) =0 fir alle § € ©

folgt, dass g(T(Xy,...,X,)) = 0 fast sicher beziiglich Py fiir alle § € ©. Mit anderen Worten:
Es gibt keinen nichttrivialen erwartungstreuen Schétzer von 0, der nur auf dem Wert der
Statistik 7" basiert.

BEISPIEL 7.4.2. Seien Xj,..., X, unabhingige und mit Parameter § € (0,1) Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen. In diesem Fall ist die Statistik

T:(Xl,...,Xn)—><X1,...,Xn>

nicht vollsténdig fiir n > 2. Um die Unvollstindigkeit zu zeigen, betrachten wir die Funktion
9(X1,...,X,) = Xo — Xj. Dann gilt fiir den Erwartungswert

Egg(T(Xl, c. ,Xn)) = EgQ(Xl, . ,Xn) = E@[XQ - Xﬂ = 07

denn X5 hat die gleiche Verteilung wie X;. Dabei ist Xy — X; # 0 fast sicher, also ist die
Bedingung aus der Definition der Vollstédndigkeit nicht erfiillt.

BEISPIEL 7.4.3. Seien Xji,..., X, unabhingige und mit Parameter § € (0,1) Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen. Dann ist die Statistik

T(Xl,,Xn>:X1—|—+Xn
vollsténdig.
BEWEIS. Sei g : R — R eine Funktion mit Egg(X; + ...+ X,,) = 0 fiir alle § € (0,1). Somit

O—Zg ()011—9) (1—0)" Zg ()(if))i.

Betrachte die Variable z := 2. Nimmt 6 alle moglichen Werte im Intervall (0,1) an, so

nimmt z alle moéglichen Werte im Intervall (0, 00) an. Es folgt, dass

Zg <)z = 0 fiir alle z > 0.

Also gilt fiir alle i = 0,...,n, dass g(¢)() = 0 und somit auch g(i) = 0. Hieraus folgt, dass
g = 0 und die Vollstandigkeit ist bewiesen. 0

BEISPIEL 7.4.4. Seien Xq,..., X, unabhéngige und auf [0, 6] gleichverteilte Zufallsvariablen,
wobei € > 0. Dann ist die Statistik T'(Xy,..., X,) = max {X7,..., X} vollstandig.
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BEWEIS. Die Verteilungsfunktion von 7" unter Py ist gegeben durch

0, rz <0,
Py[T < z] = (7)) 0<x <0,
1, x>0.

Die Dichte von T unter Py erhélt man indem man die Verteilungsfunktion ableitet:
q(z;0) = nz" 0 " Locp<o.
Sei nun ¢ : R — R eine Borel-Funktion mit Egg(T(X3,...,X,)) = 0 fir alle # > 0. Das
heifit, es gilt
0" /6 nx" 'g(z)dr = 0 fiir alle § > 0.
0

Wir konnen durch 6~ teilen:

0
/ nz" 'g(z)dr = 0 fiir alle § > 0.
0

Nun kénnen wir nach 6 ableiten: n6"'g(f) = 0 und somit g(f) = 0 fiir Lebesgue-fast alle
6 > 0. Somit ist g(x) = 0 fast sicher bzgl. der Gleichverteilung auf [0, 6] fir alle 6 > 0. Es sei
bemerkt, dass g auf der negativen Halbachse durchaus ungleich 0 sein kann, allerdings hat
die negative Halbachse Wahrscheinlichkeit 0 bzgl. der Gleichverteilung auf [0, 6]. O

7.5. Exponentialfamilien

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff der Exponentialfamilie ein. Auf der einen Seite,
lasst sich fiir eine Exponentialfamilie sehr schnell eine suffiziente und vollstandige Statistik
(und somit, wie wir spéter sehen werden, der beste erwartungstreue Schétzer) konstruieren.
Auf der anderen Seite, sind praktisch alle Verteilungsfamilien, die wir bisher betrachtet
haben, Exponentialfamilien.

Sei {hg(x) : 0 € O} eine Familie von Dichten bzw. Z&hldichten.

DEFINITION 7.5.1. Die Familie {hy(z) : 6 € O} heifit Exponentialfamilie, falls es Funktionen
a(f), b(x), c(0), d(x) gibt mit

ho(z) = a(0)b(x)eD4),

BEISPIEL 7.5.2. Betrachten wir die Familie der Binomialverteilungen mit Parametern n
(bekannt) und € € (0, 1) (unbekannt). Fiir z € {0,...,n} ist die Zahldichte gegeben durch

he(z) = <Z> 0°(1— )" = (1 — 0)" (Z) (%) —(1- )" (Z) exp (log (%) g;) .

Somit haben wir die Darstellung hy(z) = a(8)b(z)e?4=) mit

af) = (1—0)", b(z) = (Z) c(0) = log (&) . d(z) = 1.
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BEISPIEL 7.5.3. Fiir die Normalverteilung mit Parametern u € R und o2 > 0 ist die Dichte
gegeben durch:

1 (x — p)? 1 z? Th u?
hyo2 () = o exp (_T :Wexp T5g2 | P (;) exXpl 7552 )

2

[\

Unbekanntes p, bekanntes 0. Betrachten wir den Parameter p als unbekannt und o2 als

gegeben und konstant, so gilt die Darstellung h,, ,2(z) = a(u)b(z)eW @) mit

i = e (- 25). o e (-) =L dw) -

Bekanntes pi, unbekanntes 0. Betrachten wir p als gegeben und konstant und o2 als unbe-
kannt, so gilt die Darstellung h,, ,2(z) = a(0?)b(z)e“)4) mit

1 i 1
2\ _ _ K _ 2y _ _+ _ 2
a(o”) = 53 exp ( 202) , b(z)=1, (o) 5,2 d(x) =2zxp — x°.

Weitere Beispiele von Exponentialfamilien sind die Familie der Poissonverteilungen und die
familie der Exponentialverteilungen. Kein Beispiel hingegen ist die Familie der Gleichvertei-
lungen auf [0, ]. Das liegt daran, dass der Tréger der Gleichverteilung von ¢ abhéngt.

Leider bildet die Familie der Normalverteilungen, wenn man sowohl p als auch o2 als unbe-
kannt betrachtet, keine Exponentialfamilie im Sinne der obigen Definition. Deshalb werden
wir die obige Definition etwas erweitern.

DEFINITION 7.5.4. Eine Familie {hy : § € ©} von Dichten oder Zéhldichten heifit eine
m-parametrige Exponentialfamilie, falls es eine Darstellung der Form

hyg(x) = a(@)b(x)ecl(9)d1(w)+--.+cm(9)dm(z)
gibt.

BEISPIEL 7.5.5. Die Familie der Normalverteilungen mit Parametern 1 € R und o2 > 0 (die
beide als unbekannt betrachtet werden) ist eine 2-parametrige Exponentialfamilie, denn

hy, 2 (x) = a(lu?UQ)b(x)eq(#,UQ)dl(9«")+02(M,02)d2(ﬂf)

mit

1 T
2
a(i,0%) = ——; eXP( 02), (z) =1,
1
202’

Weitere Beispiele zwei-parametriger Exponentialfamilien sind die Familie der Gammavertei-
lungen und die Familie der Betaverteilungen.

c1(p,0?) = di(z) = 2*, cy(p,0?) = aﬂ dy(x) = z.

7.6. Vollstindige und suffiziente Statistik fiir Exponentialfamilien

Fiir eine Exponentialfamilie lasst sich sehr leicht eine suffiziente und vollstdndige Statistik
angeben. Namlich ist die Statistik (77, ...,T,,) mit

Ti( Xy, X)) =) di(X)), ., Tu(Xi,.. . X)) =) dn(X))
j=1 j=1
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suffizient. Um dies zu zeigen, schreiben wir die Likelihood—Funktion wie folgt um:
L(‘Th <o Ty 0) = h@(‘rl) cee h@(xn)

= (a(0))"b(z1) ... b(x,) exp (Z ci(G)di(:Ul)> _..exp (Z ci(e)di(wn)>

i=1 =1
= (a(0))"exp (Tic1(0) + ... + Thnem(0)) .
Die Suffizienz von (17, ...,T,,) folgt aus dem Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher mit

h(xlv s 7xn) = b(‘rl) ce b(In), g(T17 s 7Tm7 0) = (a(e))n exXp (T1C1(0> +...t Tmcm(e)) :
Man kann zeigen, dass diese Statistik auch vollstiandig ist (ohne Beweis).

BEISPIEL 7.6.1. Betrachten wir die Familie der Normalverteilungen mit Parametern p € R
und o2 > 0, wobei beide Parameter als unbekannt betrachtet werden. Wir haben bereits
gesehen, dass diese Familie eine zweiparametrige Exponentialfamilie mit d;(z) = z? und
dy(x) = x ist. Somit st die Statistik (77, 7) mit

T(Xy, . X)) = D di(X)) = Y X2,
j=1 J=1

TQ(Xb s 7Xn) = Zd2(XJ) = ZX]
j=1 j=1
suffizient und vollstéandig.

7.7. Der beste erwartungstreue Schitzer

Sei © = (a,b) C R. Wir betrachten eine Familie von Dichten bzw. Zéhldichten {hy : 0 € ©}.
Seien X1, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, .4, Py) mit Dichte bzw. Zdhldichte hy.

Wir bezeichnen mit L? die Menge aller Stichprobenfunktionen (Schétzer) f : R" — R mit

Eo[f(X1,. .., X,)?] < oo fiir alle § € ©.

Im Folgenden werden wir nur Schétzer aus L? betrachten. Auflerdem benutzen wir die folgen-
de Abkiirzung: Wir benutzen 6 als eine Bezeichnung fiir die Zufallsvariable (X7, ..., X,).

DEFINITION 7.7.1. Ein Schiitzer 6 : R® — R heift erwartungstreu (fiir 6), falls
Eof = 0 fiir alle 0 € ©.
Wir bezeichnen mit H die Menge der erwartungstreuen Schétzer, d.h.
H = {0 € L? :  ist erwartungstreu}.
AUFGABE 7.7.2. Zeigen Sie, dass H ein affiner Unterraum ist, d.h. fiir alle 01,0, € H und
alle t € R ist auch t0, + (1 —t)0, € H.

Wir haben bereits gesehen, dass es in parametrischen Modellen typischerweise mehrere er-
wartungstreue Schétzer fiir den Parameter existieren. Wie wahlt man unter diesen Schétzer
den besten?
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DEFINITION 7.7.3. Ein Schiitzer 6 heiBt bester erwartungstreuer Schitzer (fir 6), falls er
erwartungstreu ist und wenn fiir jeden anderen erwartungstreuen Schétzer § € H gilt, dass

Varg 6 < Varg 0 fiir alle 0 € ©.

Im néchsten Satz zeigen wir, dass es hochstens einen besten erwartungstreuen Schitzer geben
kann.

SATZ 7.7.4. Seien 01,05 : R — © zwei beste erwartungstreue Schdtzer, dann gilt
6, = 0, fast sicher unter Py fiir alle 6 € ©.

BEMERKUNG 7.7.5. Der beste erwartungstreue Schétzer muss nicht in jedem parametrischen
Modell existieren. Es kann ndmlich durchaus passieren, dass der erwartungstreue Schétzer,
der die kleinste Varianz unter Py hat, nicht die kleinste Varianz unter einem anderen Wahr-
scheinlichkeitsmaf} Py hat.

BEWEIS. SCHRITT 1. Da beide Schétzer beste erwartungstreue Schétzer sind, stimmen die
Varianzen dieser beiden Schétzer iiberein, d.h.

Varg él = Vary ég fir alle 6 € ©.

Ist nun Varg 6, = Vargfy = 0 fiir ein 0 € O, so sind 0, und 0, fast sicher konstant unter
Py. Da beide Schétzer erwartungstreu sind, muss diese Konstante gleich 6 sein und somit
muss 6, = 6, fast sicher unter P, gelten. Die Behauptung des Satzes wére somit gezeigt.
Wir kénnen also im Folgenden annehmen, dass die beiden Varianzen Vary 91 Varg 02 strikt
positiv sind.

SCHRITT 2. Da beide Schétzer erwartungstreu sind, ist auch * = @ erwartungstreu und
fiir die Varianz von 6* gilt

1 A 1 A 1 PR
Val"g 0" = Z Val'g 91 + Z VaI'g 82 + 5 COV@(@l, 92)

1 - 1 ~ ~
S 5 Varg 91 + 5 \/Varg 91 \/Varg 92
= Val‘9 él.

Dabei wurde die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung angewendet. Somit folgt, dass Varg 6" <
Varg 91 Allerdings ist 91 der beste erwartungstreue Schétzer, also muss Vary #* = Varg 6,
gelten. Daraus folgt, dass

COV@(él, ég) = VaI‘g él = VaI‘g éQ.
SCHRITT 3. Der Korrelationskoeff;lzient von él und éQ ist also gleich 1. Somit besteht ein
linearer Zusammenhang zwischen #; und 6s, d.h. es gibt a = a(#), b = b(#) mit
0y = a(6) - 0, + b(6) fast sicher unter P fiir alle 6 € ©.

Setzen wir diesen Zusammenhang bei der Betrachtung der Kovarianz ein und berticksichtigen
zuséatzlich, dass wie oben gezeigt Vary 0, = Cove(é’l, 82) so erhalten wir, dass

Varg 0, = Covy(0y,05) = Cove(0y,a() - 6, 4 b(6)) = a(h) - Vary 0;.
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Also ist a(f) = 1.
SCHRITT 4. Somit gilt 6, = 6; + b(f). Auf Grund der Erwartungstreue der Schiitzer ist
b(d) = 0, denn
0 = Egfy = Egfy + b(0) = 0 + b(0).
Somit folgt, dass él = ég fast sicher unter Py fiir alle 6 € ©. O

DEFINITION 7.7.6. Ein Stichprobenfunktion ¢ : R® — © heifit erwartungstreuer Schdtzer
fiir 0, falls
Epp = 0 fiir alle 6 € ©.

SATZ 7.7.7. Sei 0 ein erwartungstrever Schdtzer fir 6. Dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:

(1) 0 ist der beste erwartungstreue Schitzer fiir 0.

(2) Fiir alle erwartungstreuen Schitzer ¢ fir 0 gilt, dass Covg(0,p) =0 fir alle 0 € ©.

Also ist ein erwartungstreuer Schéitzer genau dann der beste erwartungstreue Schétzer, wenn
er zu jedem erwartungstreuen Schétzer fiir 0 orthogonal ist.

BEWEIS VON “==". Sei 6 der beste erwartungstreue Schétzer fiir 6 und sei ¢ : R* — O
eine Stichprobenfunktion mit Eyp = 0 fiir alle 6 € ©. Somit miissen wir zeigen, dass

Covy(6, p) = 0 fiir alle 0 € ©.

Definieren wir uns hierfiir = 6 + ap, a € R. Dann ist § ebenfalls ein erwartungstreuer
Schétzer fiir €, denn

Egé:Egé—Fa'Eg@:e.
Es gilt fiir die Varianz von 6, dass
Vary 6 = Varg 0 + a® Varg v+ 2a Cov@(é ¢) = Vary 0+ g(a),

wobei g(a) = a? Varg p+2a Covg(0, ). Wiire nun Covg (6, ) # 0, dann hitte die quadratische
Funktion g zwei verschiedene Nullstellen bei 0 und —2 Covg(6, @)/ Varg . (Wir diirfen hier
annehmen, dass Varg ¢ # 0, denn andernfalls wére ¢ fast smher konstant unter Py und dann
wiirde Covg(, ¢) = 0 trivialerweise gelten). Zwischen diesen Nullstellen giibe es ein a € R
mit g(a) < 0 und es wiirde folgen, dass Vary 6 < Var, 0. Das widerspricht aber der Annahme,
dass 6 der beste erwartungstreue Schitzer fiir 6 ist. Somit muss COV@(é, ) =0 gelten. [

BEWEIS VON “=". Sei § ein erwartungstreuer Schitzer fiir 0. Sei auBerdem Covy(yp, ) =
0 fir alle erwartungstreuen Schitzer ¢ fiir 0. Jetzt werden wir zeigen, dass 6 der beste
erwartungstreue Schitzer ist. Mit 6 bezeichnen wir einen anderen erwartungstreuen Schiitzer
fiir 6. Somit geniigt es zu zeigen, dass

Vary 0 < Vary 0.

Um das zu zeigen, schreiben wir 0=0+(0— é) =0+ ¢. Da 6 und 6 beide erwartungstreue
Schiitzer fiir 0 sind, ist ¢ := (6 — ) ein erwartungstreuer Schiitzer fiir 0. Fiir die Varianzen
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von 6 und 6 gilt:
Varg 0 = Vary § + Var, o+ 2 Cove(é, ¢) = Varg 0 + Var © > Vary 0.

Die letzte Ungleichung gilt, da Varg ¢ > 0. Somit ist 0 der beste erwartungstreue Schétzer.
OJ

7.8. Bedingter Erwartungswert

DEFINITION 7.8.1. Sei (2, 4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien A € A und B € A
zwei Ereignisse. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B folgendermaflen
definiert:

P[AN B]

PIAIB] =~

Diese Definition macht nur dann Sinn, wenn P[B] # 0.
Analog kann man den bedingten Erwartungswert definieren.
DEFINITION 7.8.2. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R eine Zufalls-

variable mit E|X| < co. Sei B € A ein Ereignis. Dann ist der bedingte Erwartungswert von
X gegeben B folgendermaflen definiert:

E[X1p]
P[B]

E[X|B] =

Auch diese Definition macht nur dann Sinn, wenn P[B] # 0. Zwischen den beiden Begriffen
(bedingte Wahrscheinlichkeit und bedingter Erwartungswert) besteht der folgende Zusam-
menhang:

P[A|B] = E[L4|B].

Wir haben aber gesehen (z.B. bei der Definition der Suffizienz im absolut stetigen Fall),
dass man oft bedingte Wahrscheinlichkeiten oder Erwartungswerte auch im Falle P[B] = 0
betrachten muss. In diesem Abschnitt werden wir eine allgemeine Definition des bedingten
Erwartungswerts geben, die das (zumindest in einigen Fillen) moglich macht.

Sei X : Q — R eine Zufallsvariable, definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) mit
E|X| < c0. Sei B C A eine Teil-o—Algebra von A, d.h. fiir jede Menge B € B gelte auch
B € A. In diesem Abschnitt werden wir den bedingten Erwartungswert von X gegeben die
o—Algebra B definieren.

Sei zunichst X > 0 fast sicher.

SCHRITT 1. Sei @ ein Maf auf dem Messraum (€2, B) mit
Q(B) = E[X1p| fiir alle B € B.

Das Mafl @ ist endlich, denn Q(2) = EX < oo nach Voraussetzung. Es sei bemerkt, dass
das Maf§ @ auf (2, 8) und nicht auf (£2,.A) definiert wurde. Das Wahrscheinlichkeitsmafl
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P hingegen ist auf (€2,.4) definiert, wir kénnen es aber auch auf die kleinere o—Algebra B
einschrinken und als ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, B) betrachten.

SCHRITT 2. Ist nun B € B eine Menge mit P[B] = 0, so folgt, dass Q(B) = E[X1p] = 0,
denn die Zufallsvariable X 15 ist P-fast sicher gleich 0. Somit ist () absolut stetig beziiglich
P auf (©2,B). Nach dem Satz von Radon-Nikodym gibt es eine Funktion Z, die messbar
beziiglich B ist, mit

E[ZHB] = E[XILB] fir alle B € B.
Es sei bemerkt, dass X A-messbar ist, wohingegen Z lediglich B—messbar ist. Wir nennen
die Zufallsvariable Z den bedingten Erwartungswert von X gegeben B und schreiben

E[X|B] = Z.

SCHRITT 3. Sei nun X eine beliebige (nicht unbedingt positive) Zufallsvariable auf (2, .4, P)
mit. Sei B C A nach wie vor eine Teil-o—Algebra. Wir haben die Darstellung X = X+ — X~
mit X+ > 0 und X~ > 0. Die bedingte Erwartung von X gegeben B ist definiert durch

E[X|B] = E[X*|B] — E[X|B].
Wir kénnen nun die obigen Uberlegungen zu folgender Definition zusammenfassen.

DEFINITION 7.8.3. Sei X eine Zufallsvariable mit E|X| < oo, definiert auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, 4, P). (Somit ist X A-messbar). Sei B C A eine Teil-o-Algebra.
Eine Funktion Z : 2 — R heifit bedingter Erwartungswert von X gegeben B, falls

(1) Z ist B—messbar.

(2) E[Z1p] = E[X1g] fir alle B € B.
Wir schreiben dann E[X|B] = Z.

BEMERKUNG 7.8.4. Die bedingte Erwartung E[X |B] ist eine Zufallsvariable, keine Konstan-
te. Die Existenz von E[X|B] wurde bereits oben mit dem Satz von Radon—-Nikodym bewiesen.
Der bedingte Erwartungswert ist bis auf P-Nullmengen eindeutig definiert. Das folgt aus der
entsprechenden Eigenschaft der Dichte im Satz von Radon—Nikodym.

BEISPIEL 7.8.5. Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Betrachte eine disjunkte Zer-
legung Q2 = Q U ... UQ,, wobei ; € A und P[] # 0. Sei B die o—Algebra, die von
{Q,...,Q,} erzeugt wird. Somit ist

B={Q7U...UQ"eq,...,e, € {0,1}},

wobei 2} = €, und QY = . Sei X eine beliebige (A-messbare) Zufallsvariable auf Q mit
E|X| < co. Fiir den bedingten Erwartungswert von X geegeben B gilt:
E[X1g,]
Z =EX = ——",
(@) =B[]8 ) = 22

BEWEIS. Beachte, dass Z := E[X|B] B-messbar sein muss. Also ist Z konstant auf jeder
Menge ;. Sei also Z(w) = ¢; fiir w € ;. Es muss auflerdem gelten, dass

E[X1g,] = E[Z1q,] = ;P[]
Daraus folgt, dass ¢; = E[X 1q,]/P[€2;] sein muss. O
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BEISPIEL 7.8.6. Sei 2 = [0,1]%. Sei A die Borel-o—Algebra auf [0, 1]* und P das Lebesgue—
Ma8B. Sei X : [0,1]> — R eine (A-messbare) Zufallsvariable mit E|X| < oo. Sei B C A eine
Teil-o—Algebra von A mit

B={Cx[0,1] : C C [0,1] ist Borel}.
Dann ist der bedingte Erwartungswert von X gegeben B gegeben durch:

Z(s,t) := E[X|B]|(s,t) = /01 X(s,t)dt, (s,t)€0,1]%

BEWwEIS. Wir zeigen, dass die soeben definierte Funktion Z die beiden Bedingungen aus
der Definition der bedingten Erwartung erfiillt. Zunéchst ist Z(s,t) eine Funktion, die nur
von s abhéngt. Somit ist Z messbar bzgl. B. Auflerdem gilt fiir jede B—messbare Menge
B =C x[0,1], dass

E[Z1cxpa] = /

Cx[0,1]

Z(s, t)dsdt = / ( /0 1 Z(s,t)dt) ds = E[XToxo.].

c
Somit ist auch die zweite Bedingung erfiillt.
BEISPIEL 7.8.7. Sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit E|X| < oo, definiert auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P). Dann gilt

(1) E[X]{0,0}] = EX.

(2) E[X|A] = X.

BewErs. Ubung. O

SATZ 7.8.8. Sei X,Y : Q — R Zufallsvariablen (beide A-messbar) mit E|X| < oo, E|Y| <
oo, definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A,P). Sei B C A eine Teil-o—Algebra
von A.

(1) Es gilt die Formel der totalen Erwartung: E[E[X|B]] = EX.

(2) Aus X <Y fast sicher folgt, dass E[X|B] < E[Y|B] fast sicher.

(3) Fir alle a,b € R gilt ElaX 4+ 0Y'|B] = a E[X|B] + bE[Y|B] fast sicher.
(4) Falls' Y sogar B-messbar ist und E|XY| < oo, dann gilt

E[XY|B] = YE[X|B] fast sicher.
BewErs. Ubung. O

Besonders oft wird die Definition der bedingten Erwartung im folgenden Spezialfall benutzt.

DEFINITION 7.8.9. Seien X und Y zwei A-messbare Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (£2,.4,P). Sei

o(Y)={Y}C): C C R Borel}

die von Y erzeugte o—Algebra. Der bedingte Erwartungswert von X gegeben Y ist definiert
durch

E[X|Y] = E[X|o(Y)).
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BEMERKUNG 7.8.10. Aus der Messbarkeit des bedingten Erwartungswertes bzgl. o(Y’) kann
man herleiten, dass E[X|Y]| eine Borel-Funktion von Y sein muss. Es gibt also eine Borel-
Funktion ¢ : R — R mit

E[X]Y] = ¢g(Y) fast sicher.
Wir schreiben dann E[X|Y = t| = ¢(t). Dabei darf P[Y = t] auch 0 sein.

BEMERKUNG 7.8.11. Seien X,Y zwei diskrete Zufallsvariablen mit gemeinsamer Zéhldichte
fxy(s,t) =P[X =s,Y = t] und die Zahldichte von Y sei fy (). Dann gilt fiir den bedingten
Erwartungswert

E[X[Y](w) = E[X[Y = {] = ZIP’ _ SV = 1]s % wenn Y (w) = t.

Seien X, Y zwei absolut stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fxy(s,t) und die
Dichte von Y sei fy (t). Man kann zeigen, dass dann fiir den bedingten Erwartungswert eine
dhnliche Formel gilt:

fR ny s, t)sds

EXY](w) =EX|Y =1] = 0

, wenn Y (w) = t.

Diese Formel hat Sinn, wenn fy (t) # 0.

BEISPIEL 7.8.12. In diesem Beispiel betrachten wir zwei faire Miinzen. Seien X; und X,

zwei Zufallsvariablen, die den Wert 1 annehmen, wenn die erste bzw. die zweite Miinze Kopf
zeigt, und den Wert 0 sonst. Sei Y = X; + X,. Wir bestimmen E[X;|Y].

LOsuNG. Die Grundmenge ist Q2 = {0, 1}2 ={00,01, 10,11} . Wir zerlegen die Grundmenge
) mit Hilfe von Y in

Qo =Y 10) = {00}, Q=Y "1)=1{01,10}, Q=Y 1(2)={11}.

Fir w € Q gilt
E[X11g,] 0

ELX[Y]() = Zp ™ = 177 =0
Fiir w € )y gilt
EX,lo] 1/4 1
E[X[Y](w) = TPy 12 2
Fir w € 2 gilt
E[X,[Y](w) = E[X11g,] 1/4

P[] 1/4
Zusammenfassend gilt E[X;|Y] = E[X;|X; + X, = %(Xl + Xo).
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7.9. Satz von Lehmann—Scheffé

Sei {hp : 0 € ©} mit © = (a,b) eine Familie von Dichten bzw. Zéhldichten und X3,..., X,
unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte bzw. Zahldichte hg.

SATZ 7.9.1 (Lehmann—Scheffé). Seif € L? ein erwartungstreuer, suffizienter und vollstindiger
Schitzer fiir 6. Dann ist 0 der beste erwartungstreue Schatzer fiir 6.

Bevor wir den Satz beweisen, betrachten wir eine Reihe von Beispielen.

BEISPIEL 7.9.2. Seien Xj,..., X, unabhingig und gleichverteilt auf [0, 6], wobei § > 0
geschitzt werden soll. Wir haben bereits gezeigt, dass X(,) = max{Xy,...,X,} eine suf-
fiziente und vollstéindige Statistik ist. Jedoch ist der Schétzer X,y nicht erwartungstreu,
denn

Deshalb betrachten wir den Schatzer

A 1 1
O(X1 . X)) = X = P max (XL X
n

n

Dieser Schétzer ist erwartungstreu, suffizient und vollstdndig. Nach dem Satz von Lehmann—
Scheffé ist somit ”T“X (n) der beste erwartungstreue Schétzer fiir 0.

BEISPIEL 7.9.3. Seien Xj,..., X, unabhéngige, mit Parameter 6 € [0, 1] Bernoulli-verteilte
Zufallsvariablen. Der Schitzer X,, ist erwartungstreu, suffizient und vollstdndig und somit
bester erwartungstreuer Schétzer fiir 6. Diese Argumentation greift auch fiir unabhéngige,
mit Parameter § > 0 Poisson—verteilte Zufallsvariablen. Dabei ist der Beweis der Suffizienz
und Vollsténdigkeit eine Ubung.

BEISPIEL 7.9.4. Seien Xj,..., X, unabhéngig und normalverteilt mit bekannter Varianz
0% > 0 und unbekanntem Erwartungswert u € R. Diese Verteilungen bilden eine Exponenti-
alfamilie und die Statistik X, ist vollstéindig und suffizient. AuBerdem ist X,, erwartungstreu.
Der beste erwartungstreue Schitzer fiir 1 ist somit X,,.

Versuchen wir nun, p? als Parameter zu betrachten und zu schiitzen. Der Schiitzer X2 ist
nicht erwartungstreu, denn

i 7 7 1
E, X7 = Var, X, + (B, X.)" = —o® + 1%

Deshalb betrachten wir den Schitzer X2 — "72 Dieser Schétzer ist erwartungstreu, suffizient
und vollstéandig (Ubung) und somit bester erwartungstreuer Schétzer fiir p2.

BEWEIS VON SATZ 7.9.1. Sei é ein erwartungstreuer, suffizienter und vollstandiger Schétzer
fiir . Wir wollen zeigen, dass 6 bester erwartungstreuer Schétzer fiir  ist. Sei p : R* — R
ein erwartungstreuer Schétzer fiir 0, d.h. Eyp = 0 fiir alle 6 € ©. Wir zeigen, dass

Eq[fg] = 0.
Dieser Erwartungswert kann mit Hilfe der bedingten Erwartung umgeschrieben werden zu

Eo[0¢] = Eo[Eg[0p|0] = Eg[0Eq[|0)] = Eg[0g(6)],
17



wobei ¢(6) = Eq[¢|6]. Die Funktion g ist unabhéingig von 6, da 6 suffizient ist. Es gilt
Eo[9(0)] = Eo[Eq[p|6] = Eolg] = 0,

da ¢ ein erwartungstreuer Schétzer fiir 0 ist. Somit folgt durch die Vollstandigkeit von 6,
dass g = 0 fast sicher unter Py ist. Also gilt

Eoff] = [0 - 0] = 0.

Wir haben gezeigt, dass 0 orthogonal zu jedem erwartungstreuen Schétzer von 0 ist. Laut
Satz 7.7.7 ist 0 der beste erwartungstreue Schétzer fiir 6. OJ
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