KAPITEL 8

Wichtige statistische Verteilungen

In diesem Kapitel werden wir die wichtigsten statistischen Verteilungsfamilien einfiithren. Zu
diesen zéhlen neben der Normalverteilung die folgenden Verteilungsfamilien:

(1) Gammaverteilung (Spezialfille: x?~Verteilung und Erlang—Verteilung);

(2) Student—t—Verteilung;

(3) Fisher-Snedecor—F—Verteilung.
Diese Verteilungen werden wir spéter fiir die Konstruktion von Konfidenzintervallen und
statistischen Tests benotigen.

8.1. Gammafunktion und Gammaverteilung

DEFINITION 8.1.1. Die Gammafunktion ist gegeben durch

() :/ t*te7tdt, a>0.

0

ABBILDUNG 1. Der Graph der Gammafunktion.

Folgende Eigenschaften der Gammafunktion werden oft benutzt:
(1) Na+1) = al'(a).
(2) T'(n) = (n—1)!, falls n € N.
(3) () = v
Die letzte Eigenschaft kann man wie folgt beweisen: Mit ¢ = %2 und dt = wdw gilt

1 o0 V2 w2 2
r <—> = / tzetdt = £ ez wdw = \/5/ e 2 dw = /7,
0 0 0
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denn fo e~ 2 dw = % 2.

DEFINITION 8.1.2. Eine Zufallsvariable X ist Gammaverteilt mit Parametern «« > 0 und
A > 0, falls fiir die Dichte von X gilt

_ /\a a—1_—Ax
fx(z) = F(a)x e ™ x>0

NoOTATION 8.1.3. X ~ Gamma(a, ).
AUFCABE 8.1.4. Zeigen Sie, dass [ %xa_le_mdx = 1.

BEMERKUNG 8.1.5. Die Gammaverteilung mit Parametern « = 1 und A > 0 hat Dichte
Xe ™.t > 0, und stimmt somit mit der Exponentialverteilung mit Parameter \ iiberein.
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ABBILDUNG 2. Dichten der Gammaverteilungen mit verschiedenen Werten des
Parameters «. Links: v < 1. Mitte: & = 1 (Exponentialverteilung). Rechts: a > 1.

SATZ 8.1.6. Sei X ~ Gamma(a,\) eine Gammaverteilte Zufallsvariable. Dann sind die
Laplace—Transformierte mx (t) := Ee™ und die charakteristische Funktion px(t) := Ee'X
gegeben durch

mx(t) = s (firt <X), pxl) = s (fir t €R).
(1-%) (1-%)
BEWwEIS. Fiir die Laplace-Transformierte ergibt sich

1) = tx a—1 —)\zd _ / a—1 —()\—t)md )
mx (t) /0 e —F(a)x e dx o) J, e x

Dieses Integral ist fiir ¢ < A konvergent. Indem wir nun w = (A —¢)x einsetzen, erhalten wir,
dass

. (t)_ e /oo L a—leiw dw B G 1 /oowalewdw_;
) S, =t A=t T(a)(A=1)" J, (1= b

Wenn man nun komplexe Werte von t zuldsst, dann sind die obigen Integrale in der Halbebene
Ret < X konvergent. Somit stellt mx (t) eine analytische Funktion in der Halbebene Ret < A
dar und ist fiir reelle Werte von ¢ gleich 1/(1 — £)® Nach dem Prinzip der analytischen
Fortsetzung (Funktionentheorie) muss diese Formel in der ganzen Halbebene gelten. Indem
wir nun die Formel fiir Zahlen der Form ¢ = is benutzen (die in der Halbebene fiir alle s € R
liegen), erhalten wir, dass




Somit ist die Formel fiir die charakteristische Funktion bewiesen. O

AUFGABE 8.1.7. Zeigen Sie, dass fiir X ~ Gamma(a, A) gilt
a «
EX = X, Var X = ﬁ
Der néchste Satz heifit die Faltungseigenschaft der Gammaverteilung.

SATZ 8.1.8. Sind die Zufallsvariablen X ~ Gamma(a, \) undY ~ Gamma(B, \) unabhingig,
dann gilt fir die Summe
X +Y ~ Gamma(a + 3, N).

BEWEIS. Fiir die charakteristische Funktion von X + Y gilt wegen der Unabhéngigkeit

(1) = ox(t) - or(t) = — 1 :
Px+y () = px(1) - py(l) = e NG t\ats'

(-5 G-2p ~ (G- 5
Dies ist die charakteristische Funktion einer Gamma(a + 3, \)—Verteilung. Da die charak-
teristische Funktion die Verteilung eindeutig bestimmt, muss X + Y ~ Gamma(a + [, )
gelten. O

8.2. y*—Verteilung

DEFINITION 8.2.1. Seien Xj,..., X, ~ N(0,1) unabhéngige und standardnormalverteilte
Zufallsvariablen. Dann heifit die Verteilung von
X4+ ..+ X2

die x2- Verteilung mit n Freiheitsgraden.
NOTATION 8.2.2. X7+ ...+ X2 ~ 2.

0.5

ABBILDUNG 3. Dichten der x> Verteilungen mit n = 1, ..., 10 Freiheitsgraden.

Wir werden nun zeigen, dass die x> Verteilung ein Spezialfall der Gammaverteilung ist.
Zuerst betrachten wir die y*-Verteilung mit einem Freiheitsgrad.
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SATZ 8.2.3. Sei X ~ N(0,1). Dann ist X* ~ Gamma(3, ). Symbolisch: x} = Gamma(% ).

BEWEIS. Wir bestimmen die Laplace-Transformierte von X?:

1 z2 1 2t 2 1
my2(t) = BetX :/et””2 (—e‘?) T = / = .
xx(1) . NoT Nz =

Das gilt fiir komplexe ¢ mit Ret < % Insbesondere erhalten wir mit ¢ = s, dass fiir die
charakteristische Funktion von X? gilt

1
2(8) = ———,
Dies entspricht der charakteristischen Funktion einer Gammaverteilung mit Parametern o =

1/2und A = 1/2. Da die charakteristische Funktion die Verteilung eindeutig festlegt, erhalten

wir, dass X2 ~ Gamma(3, 3). O

s e R.

SATZ 8.2.4. Seien Xy,..., X, ~ N(0,1) unabhingige Zufallsvariablen. Dann gilt

1
X24 . +X2~ G -
1 . amma<2 3

Symbolisch: 2 < Gamma(%,3).

BEWEIS. Wir haben bereits gezeigt, dass X2, ..., X2 ~ Gamma(Q, 2) AuBlerdem sind die Zu-
fallsvariablen X7, ..., X2 unabhiingig. Der Satz folgt aus der Faltungseigenschaft der Gam-
maverteilung. O

BEMERKUNG 8.2.5. Die Dichte einer y2—Verteilung ist somit gegeben durch
]_ n x
f(Q?) = ﬂ—nxfflefi x> 0.
BEISPIEL 8.2.6. Seien X, X5 ~ N(0, 1) unabhéngige Zufallsvariablen. Dann gilt

1 1
X} + X7 ~ Gamma <1, 5) ~ Exp (5) .

Symbolisch: 3 2 Exp(3).

8.3. Poisson—Prozess und die Erlang—Verteilung

Um den Poisson—Prozess einzufiihren, betrachten wir folgendes Modell. Ein Gerét, das zum
Zeitpunkt 0 installiert wird, habe eine Lebensdauer Wj. Sobald dieses Gerét kaputt geht,
wird es durch ein neues baugleiches Gerét ersetzt, das eine Lebensdauer W, hat. Sobald
dieses Gerit kaputt geht, wird ein neues Gerét installiert, und so weiter. Die Lebensdauer
des 1—ten Gerétes sei mit W; bezeichnet. Die Zeitpunkte

S, =W,+...+W,, neN,
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bezeichnet man als Erneuerungszeiten, denn zu diesen Zeiten wird ein neues Gerét installiert.

Folgende Annahmen {iber Wy, Ws, ... erscheinen plausibel. Wir nehmen an, dass Wy, W, . ..
Zufallsvariablen sind. Da ein Gerét nichts von der Lebensdauer eines anderen mitbekommen
kann, nehmen wir an, dass die Zufallsvariablen Wy, Ws, ... unabhéngig sind. Da alle Geriite
die gleiche Bauart haben, nehmen wir an, dass Wy, W, ... identisch verteilt sind. Welche
Verteilung soll es nun sein? Es erscheint plausibel, dass diese Verteilung gedédchtnislos sein
muss, also werden wir annehmen, dass Wy, Ws, ... exponentialverteilt sind.

DEerFINITION 8.3.1. Seien Wi, Ws, ... unabhéngige und mit Parameter A > 0 exponenti-
alverteilte Zufallsvariablen. Dann heifit die Folge S;,S5s,... mit S,, = W) + ...+ W, ein
Poisson—Prozess mit Intensitat .

ABBILDUNG 4. Eine Realisierung des Poisson—Prozesses.

Wie ist nun die n—te Erneuerungszeit S, verteilt? Da W; ~ Exp(\) ~ Gamma(l,\) ist,
ergibt sich aus der Faltungseigenschaft der Gammaverteilung, dass

Sy, ~ Gamma(n, \).
Diese Verteilung (also die Gamma(n, A)—Verteilung, wobei n eine natiirliche Zahl ist), nennt
man auch die Erlang—Verteilung.
AUFGABE 8.3.2. Zeigen Sie, dass ES,, = § und Var S,, = 5.

Wir werden nun kurz auf die Bezeichnung “Poisson—Prozess” eingehen. Betrachte ein Inter-
vall I = [a,b] C [0,00) der Lénge | := b — a. Sei N(I) eine Zufallsvariable, die die Anzahl
der Erneuerungen im Intervall I zéhlt, d.h.:

N(I) =) lger
k=1

SATZ 8.3.3. Es gilt N(I) ~ Poi(\l).

BEWEISIDEE. Betrachte ein sehr kleines Intervall [t, ¢ + d], wobei 6 ~ 0. Dann gilt aufgrund
der Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung

P[3 Erneuerung im Intervall [t, ¢ + d]] = P[3 Erneuerung im Intervall [0, d]].

Die Wahrscheinlichkeit, dass es mindestens eine Erneuerung im Intervall [0, §] gibt, ldsst sich
aber folgendermaflen berechnen:

P[3 Erneuerung im Intervall [0, 6]] = P[W; < 6] =1 — e =~ \J.

Wir kénnen nun ein beliebiges Intervall I der Lange [ in ~ [/§ kleine disjunkte Intervalle der
Lange ¢ zerlegen. Fiir jedes kleine Intervall der Lange 0 ist die Wahrscheinlichkeit, dass es in
diesem Intervall mindestens eine Erneuerung gibt, ~ A\d. Aulerdem sind verschiedene kleine
Intervalle wegen der Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung unabhéngig voneinender.
Somit gilt fiir die Anzahl der Erneuerungen N(I) in einem Intervall I der Léange [

N(I) ~ Bin <§, )\5> ~ Poi(Al),
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wobel wir im letzten Schritt den Poisson—Grenzwertsatz benutzt haben. O

8.4. Empirischer Erwartungswert und empirische Varianz einer
normalverteilten Stichprobe

Der néchste Satz beschreibt die gemeinsame Verteilung des empirischen Erwartungswerts
X, und der empirischen Varianz S? einer normalverteilten Stichprobe.

SATZ 8.4.1. Seien Xi,..., X, unabhdingige und normalverteilte Zufallsvariablen mit Para-
metern i € R und o > 0. Definiere

X1+ + X, 1 _
X, =T g D (X - X))

n n—l,_

Dann gelten folgende drei Aussagen:
(1) X’n NQN(NM %2)
(2) (n;# ~ Xn-1- ,
(3) Die Zufallsvariablen X,, und % sind unabhdngig.

BEMERKUNG 8.4.2. Teil 3 kann man auch wie folgt formulieren: Die Zufallsvariablen X,
und S2 sind unabhiingig.

BEwEIs vON TEIL 1. Nach Voraussetzung sind X7, ..., X,, normalverteilt mit Parametern
(i, 0?) und unabhiingig. Aus der Faltungseigenschaft der Normalverteilung folgt, dass die
Summe X;+. ..+ X, normalverteilt mit Parametern (nu, no?) ist. Somit ist X,, normalverteilt

. 2
mit Parametern (u, %-). O

Die folgende Uberlegung vereinfacht die Notation im Rest des Beweises. Betrachte die stan-
dardisierten Zufallsvariablen

. X
X, = AN, 1).
g

Es seien X/ der empirische Mittelwert und S die empirische Varianz dieser Zufallsvariablen.
Dann gilt

_ ]_ n , — 0'2 L ’ — /
X, == X, =oX S2 = X, — X ) =252,

Um die Unabhingigkeit von X,, und S? zu zeigen, reicht es, die Unabhiingigkeit von X! und
S zu zeigen. AuBerdem ist

(n—1)S2  (n—1)S?

o2 N 1
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Fiir den Rest des Beweises kénnen wir also annehmen, dass X1, ..., X, standardnormalver-
teilt sind, ansonsten kann man stattdessen X7,..., X/ betrachten.

BEWEIS VON TEIL 3. Seien also X;,..., X, ~ N(0,1). Wir zeigen, dass X,, und S? un-
abhéngig sind.

SCHRITT 1. Wir kénnen S? als eine Funktion von X, — X,,...., X, — X, auffassen, denn
wegen » - (X; — X,,) = 0 gilt

(n—1)S% = (i(){i - Xn)) + zn:(Xi — X)) =p( Xy — Xoy .o, Xy — X)),

=2

wobel

n 2 n
p(xe, ... xy) = (le> —|—fo
i=2 =2

Somit geniigt es zu zeigen, dass die Zufallsvariable X,, und der Zufallsvektor (X =X, Xp—
X,,) unabhéngig sind.

SCHRITT 2. Dazu berechnen wir die gemeinsame Dichte von (X,,, Xo — X, ..., X,, — X,,).
Die gemeinsame Dichte von (X7, ..., X)) ist nach Voraussetzung

Fln, ) = (\/%_W>nexp (-% éﬁ) .

Betrachte nun die Funktion ¢ : R™ — R™ mit ¢ = (11, ...,1,), wobei

¢1<x17---7xn) :ind wQ('le"‘an) :x2_1_7n7 ey wn(xla"'7$n> =Tpn — Tn-

Die Umkehrfunktion ¢ = 1~! ist somit gegeben durch ¢ = (¢, ..., ¢,) mit

¢1<y17---7yn) = _Zy“ ¢2(y17"'7yn) :y1+y27 R qbn(ylyayn) :y1+yn
=2

Die Jacobi-Determinante von ¢ ist konstant (und gleich n, wobei dieser Wert eigentlich nicht
benétigt wird).

SCHRITT 3. Fiir die Dichte von (X,, Xo — X,,,..., X,, — X,,) = ¥(X1,..., X,,) gilt mit dem
Dichtetransformationssatz

91, yn) =nf(xg,. .., x,)




Somit ist X,, unabhiingig von (X5 — X,,,..., X, — X,,).

BEWEIS VON TEIL 2. Es gilt die Identitéat
D (Xi— X))+ (VnX,)? = Zi + Zo.

Z = anxf =
=1 =1

Dabei gilt:
(1) Z ~ x? nach Definition der x*-Verteilung.

(2) Zy ~ x3, denn \/nX,, ~ N(0,1).
(3) Z; und Z, sind unabhéngig (wegen Teil 3 des Satzes).

Damit ergibt sich fiir die charakteristische Funktion von Zi:
1
pz(t) _ a-2in® _ 1
L (1= 24t)e1)/27

oz (t) =
Pz, (T
»(?) (1-2it)2
O

Somit ist (n — 1)S2 = Z; ~ Gamma(%5*, 1) = Xo1-

8.5. t—Verteilung
DEFINITION 8.5.1. Seien X ~ N(0,1) und U ~ x? unabhiingige Zufallsvariablen, wobei

r € N. Die Zufallvariable
X
V=—=
\/E

heifit t—verteilt mit r Freiheitsgraden.

NOTATION 8.5.2. V ~ t,.

4
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ABBILDUNG 5. Dichten der ¢,—Verteilungen mit r = 1,...,5 Freiheitsgraden.



SATZ 8.5.3. Die Dichte einer t—verteilten Zufallsvariable V ~ t, ist gegeben durch
L)

0 V(i + 5%
BEWEIS. Nach Definition der ¢t—Verteilung gilt die Darstellung

X
V="

fv(t) = t e R.

wobei X ~ N(0,1) und U ~ x? unabhiingig sind. Die gemeinsame Dichte von X und U ist
gegeben durch

1 2 42

N
2

€
T,U) = €77
Trvleu) = o

reR, u>0.

Die Umkehrabbildung ist somit z = v\/g und v = w. Die Jacobi-Determinante der Um-
kehrabbildung ist \/g . Somit gilt fiir die gemeinsame Dichte von (V, W)

2

w 1 vw\ wzez [w
, e , — = e — r —.
Few(v,w) = fxy @yl - = 7= Xp( o > 250(z) V7

Somit kann die Dichte von V' wie folgt berechnet werden:

& 1 & 1)2 1 r4+l
fv(v) = /0 fvw (v, w)dw = m/g exp <—w (2_1" + 5)) w2 dw.

Mit der Formel [~ w® e " dw = % berechnet sich das Integral zu

1 %) I 1
fv(v) = 72Ty (2 INTEL NE 02\ L
V2rr2tPL(5) (5 + 5) 2 (5) Vrm(1+2)5
Dies ist genau die gewiinschte Formel. 0

BEeISPIEL 8.5.4. Die Dichte der ¢;—verteilung ist fy (t) = %# und stimmt somit mit der
Dichte der Cauchy—Verteilung iiberein.

AUFGABE 8.5.5. Zeigen Sie, dass fiir r — oo die Dichte der ¢,—Verteilung punktweise gegen
die Dichte der Standardnormalverteilung konvergiert.

SATZ 8.5.6. Seien Xi,..., X, unabhdngige und normalverteilte Zufallsvariablen mit Para-
metern (p,02). Dann gilt

X0 — p
Vn S

X, —
- PO NO,1), VA

~ty_1.
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BEWEIS. Die erste Formel folgt aus der Tatsache, dass X,, ~ N(u, %2) Wir beweisen die
zweite Formel. Es gilt die Darstellung

X, — S
\/ﬁ /"L \/ﬁ o

Sh [ 1 1Sz’
n—1 o2
Da nach Satz 8.4.1 die Zufallsvariablen \/ﬁ@ ~ N(0,1) und USRI x2_, unabhingig

o2

sind, hat v/n @ eine t—Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. 0

8.6. ['—Verteilung

DEFINITION 8.6.1. Seien r,s € N Parameter. Seien U, ~ x2 und U, ~ x? unabhingige
Zufallsvariablen. Dann heifit die Zufallsvariable

U./r
W = /
Us/s
F-verteilt mit (r, s)-Freiheitsgraden.
NOTATION 8.6.2. W ~ F, .
10~
0.8;
0.6;
0.4;
02}
0.07 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Loy oy T—
0 1 2 3 4 5

ABBILDUNG 6. Dichte der F—Verteilung mit (10, 8)-Freiheitsgraden.

SATZ 8.6.3. Die Dichte einer F'—verteilten Zufallsvariable W ~ F, ; ist gegeben durch
1

_ D) et
w0 = 5t (5) T

20 3
BEwEIS. Wir werden die Dichte nur bis auf die multiplikative Konstante berechnen. Die
Konstante ergibt sich dann aus der Bedingung, dass die Dichte sich zu 1 integriert. Wir
schreiben f(t) o g(t), falls f(t) = Cg(t), wobei C' eine Konstante ist.

Wir haben die Darstellung

B U,/r
- Uy/s’
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wobei U, ~ x? und U, ~ x? unabhiingig sind. Fiir die Dichten von U, und U, gilt

Somit folgt fiir die Dichten von U, /r und Us/s, dass

—rx/2 —sx/2
)

Ju, () o< T e o Suys(w) o T e x> 0.

Fiir die Dichte von W gilt die Faltungsformel:
urtt) = [ 1ol oo (o) o o)y
R

Indem wir nun die Dichten von U, /r und Us/s einsetzen, erhalten wir, dass

R r— T S— S rT— e r— S— t
fw(t) o< / y(yt) T e Ty T e T dy o t22/ YT exp (—y (T— + f)) dy.
0 0

2 2
Mit der Formel fooo Yy le Ndy = % berechnet sich das Integral zu
r—2
r—2 1 tT
fW t O(t 2 r+s X r+s °
© (rt+s)%  (1+10)%

Dies ist genau die gewiinschte Dichte, bis auf eine multiplikative Konstante.
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