KAPITEL 9

Konfidenzintervalle

Sei {hy(z) : 6 € O} eine Familie von Dichten bzw. Zéhldichten. In diesem Kapitel ist © =
(a,b) C R ein Intervall. Seien Xj, ..., X,, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvaria-
blen mit Dichte bzw. Z&hldichte hy. Wir haben uns bereits mit der Frage beschéftigt, wie
man den Parameter # anhand der Stichprobe schétzen kann. Bei einer solchen Schétzung
bleibt aber unklar, wie grofl der mogliche Fehler, also die Differenz 6— 0, ist. In der Statistik
begniigt man sich normalerweise nicht mit der Angabe eines Schétzers, sondern versucht auch
den Schétzfehler abzuschétzen, indem man ein sogenanntes Konfidenzintervall fiir 8 angibt.
Das Ziel ist es, das Intervall so zu konstruieren, dass es den wahren Wert des Parameters 6
mit einer grofien Wahrscheinlichkeit (typischerweise 0.99 oder 0.95) enthélt.

DEFINITION 9.0.1. Sei « € (0, 1) eine kleine Zahl, typischerweise a = 0.01 oder oo = 0.05.
Es seien  : R* - RU {—o0} und 6 : R* - R U {+o00} zwei Stichprobenfunktionen mit

Oz, ..., 20) < 0(x1,...,2,) fiiralle zy,..., 2, €R.

Wir sagen, dass [0, 0] ein Konfidenzintervall fiir § zum Konfidenzniveau 1 — a € (0,1) ist,
falls

Pol0(X1,...,X,) <O<0(X1,...,X,)] >1—a fiir alle § € O,
Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass das zufillige Intervall (§,6) den richtigen Wert 6
enthélt, mindestens 1 — «, also typischerweise 0.99 oder 0.95.

Die allgemeine Vorgehensweise bei der Konstruktion der Konfidenzintervalle ist diese: Man
versucht, eine sogenannte Pivot-Statistik zu finden, d. h. eine Funktion T'(X7, ..., X,; ) der
Stichprobe (X7,...,X,) und des unbekannten Parameters 6 mit der Eigenschaft, dass die
Verteilung von T'( Xy, . .., X,; §) unter Py nicht von 6 abhéngt und explizit angegeben werden
kann. Das heifit, es soll gelten, dass

Po[T(X,, .., X 0) < 1] = F(2),

wobei F'(t) nicht von 6 abhéngt. Dabei soll die Funktion 7'(X7, ..., X,;#) den Parameter
tatsichlich auf eine nichttriviale Weise enthalten. Fiir o € (0, 1) bezeichnen wir mit @, das
a—Quantil der Verteilungsfunktion F', d. h. die Losung der Gleichung F(Q,) = a. Dann gilt

Py [Qs <T(Xy,...,Xn;0) <Qi_z] =1—a fiiralle 6 € ©.

Indem wir nun diese Ungleichung nach 6 auflésen, erhalten wir ein Konfidenzintervall fiir 0
zum Konfidenzniveau 1 — a.

Im Folgenden werden wir verschiedene Beispiele von Konfidenzintervallen betrachten.
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9.1. Konfidenzintervalle fiir die Parameter der Normalverteilung

In diesem Abschnitt seien X, ..., X, ~ N(u,o?) unabhingige und mit Parametern (u,c?)
normalverteilte Zufallsvariablen. Unser Ziel ist es, Konfidenzintervalle fiir g und o2 zu kon-
struieren. Dabei werden wir vier Fiélle betrachten:

(1) Konfidenzintervall fiir ;1 bei bekanntem o?.
2

(2) Konfidenzintervall fiir © bei unbekanntem <.
(3) Konfidenzintervall fiir % bei bekanntem p.
(4) Konfidenzintervall fiir % bei unbekanntem .

Fall 1: Konfidenzintervall fiir 1 bei bekanntem o?2. Es seien also X1, ..., X,, ~ N(u, 0?)
unabhiingig, wobei p unbekannt und o bekannt seien. Wir konstruieren ein Konfidenzinter-
vall fiir p. Ein natiirlicher Schétzer fiir p ist X,,. Wir haben gezeigt, dass

2
X, ~N (u, 0—) .
n
Wir werden nun X,, standardisieren:
vn

Fiir o € (0,1) sei z, das a—Quantil der Standardnormalverteilung. D.h., z, sei die Losung
der Gleichung ®(z,) = «, wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
bezeichnet. Somit gilt

X0 — 1

~ N(0,1).

X, —
PM{ZgS\/ﬁ ugzl_a]zl—a fiir alle € R.

o 2

Nach g umgeformt fithrt dies zu

_ o — g ..
P“[Xn—zl_; nS/LSXn—zg\/ﬁ}zl—afuralleuER.
Wegen der Symmetrie der Normalverteilung ist ze = —2;_o. Somit ist ein Konfidenzintervall

zum Niveau 1 — « fiir p gegeben durch

_ o
|:Xn — -2 N

Der Mittelpunkt dieses Intervalls ist X,.

Xn + 213—1 .

BEMERKUNG 9.1.1. Man kann auch “nichtsymmetrische” Konfidenzintervalle konstruieren.
Waihle dazu a; > 0, ag > 0 mit o = a1 + . Dann gilt

X, —
P, {zal <+/n a < zl_w} =1— o« fiir alle p € R.
o
Nach p umgeformt fithrt dies zu
P, | X Z <u<Xx 2l =1-a firalle yeR
n— Zl-a <pu <X, — 24 =1—« fiir alle .
" traa T = M N a
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Wegen z,, = —21_4, fithrt dies zu folgendem Konfidenzintervall fiir p:

ERNCA SUA |

Interessiert man sich z. B. nur fiir eine obere Schranke fiir x4, so kann man a; = o und ag = 0
wéhlen. Dann erhélt man folgendes Konfidenzintervall fiir p:

[—oo, Xn —+ zl_a%} .

Die Konstruktion der nichtsymmetrischen Konfidenzintervalle ldsst sich auch fiir die nach-
folgenden Beispiele durchfiihren, wird aber hier nicht mehr wiederholt.

Fall 2: Konfidenzintervall fiir ¢ bei unbekanntem o?. Es seien X1, ..., X, ~ N(u,o?)
unabhingig, wobei p und o? beide unbekannt seien. Wir konstruieren ein Konfidenzintervall
fiir p. Es gilt zwar nach wie vor, dass \/n 222 ~ N(0, 1), wir konnen das aber nicht fiir die
Konstruktion eines Konfidenzintervalls fiir 2 benutzen, denn der Parameter o2 ist unbekannt.
Wir werden deshalb ¢ durch einen Schétzer, ndmlich S? = —=3""  (X; — X,,)?, ersetzen.
Wir haben im vorigen Kapitel gezeigt, dass

X, —u

Sei t,_1 o das a—Quantil der tn,r\/erteilung. Somit gilt

]P)u,az|:n 10‘<\/_

Nach g umgeformt fithrt dies zu

~ tn—l-

§tn 11_} =1—«a ﬁiralle,uER,aQ>0.

_ S, - Sh
P, o2 an—tn 11_,\/__ <X, 13\/%} =1-—q« fir alleueR,02>0.
Wegen der Symmetrie der ¢—Verteilung gilt ¢,,—1,2 = —f,,—1,1—2. Somit erhalten wir folgendes
Konfidenzintervall fiir © zum Niveau 1 — o
_ Sh Sn
Xn —tp11-2—= X+t 11-2 = ]
{ 2yn’ v

Fall 3: Konfidenzintervall fiir o bei bekanntem p. Seien nun X7, ..., X, ~ N(u, o?),
wobei p bekannt und ¢? unbekannt seien. Wir konstruieren ein Konfidenzintervall fiir o2.
Ein natiirlicher Schiitzer fiir o ist

Dann gilt




Sei X7 , das a~Quantil der x>~ Verteilung mit n Freiheitsgraden. Dann gilt

=1—« fiir alle 6 > 0.

N

2 2
IE])0’2 [Xna S 2” S Xn7]_—a

Nach o2 umgeformt fithrt dies zu folgendem Konfidenzintervall fiir o2 zum Niveau 1 — a:

[ nS?  nS? ]
2 ’ 2 '
Xn,lf% Xn,%

Es sei bemerkt, dass die y>-Verteilung nicht symmetrisch ist.

Fall 4: Konfidenzintervall fiir ¢? bei unbekanntem p. Seien Xi,..., X, ~ N(u,o?),
wobei p und o2 beide unbekannt seien. Wir konstruieren ein Konfidenzintervall fiir o2. Ein
natiirlicher Schiitzer fiir o ist

Bekannt ist, dass

Somit gilt
(n —1)S7 )
P02 [Xil,g < o < Xiq,k% =1— o fiir alle p € R,0? > 0.

Nach o2 umgeformt fiihrt dies zu

-1 2 -1 2
P02 [M302<M] =1—a fiiralle p € R, 0% > 0.

Somit erhilt man folgendes Konfidenzintervall fiir o2 zum Niveau 1 — «

[<n — )52 (n—1)S2

2 ; 2
Xn—1,1-2 Xn—1,2

9.2. Asymptotisches Konfidenzintervall fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit bei
Bernoulli-Experimenten

Seien X1, ..., X, unabhingige und Bernoulli—verteilte Zufallsvariablen mit Parameter 6 €
(0,1). Wir wollen ein Konfidenzintervall fir die Erfolgswahrscheinlichkeit 6 konstruieren.
Ein natiirlicher Schétzer fiir 6 ist X,,. Diese Zufallsvariable hat eine reskalierte Binomialver-
teilung. Es ist nicht einfach, mit den Quantilen dieser Verteilung umzugehen. Somit ist es
schwierig, ein exaktes Konfidenzintervall fiir § zu einem vorgegebenen Niveau zu konstruie-
ren. Auf der anderen Seite, konnen wir nach dem Zentralen Grenzwertsatz die Verteilung
von X, fiir groBes n durch eine Normalverteilung approximieren. Man kann also versuchen,
ein Konfidenzintervall zu konstruieren, das zumindest bei einem sehr grofien Stichproben-
umfang n das vorgegebene Niveau approximativ erreicht. Dafiir bendtigen wir die folgende
allgemeine Definition.



DEFINITION 9.2.1. Eine Folge [0,,01], [0,05], ... von Konfidenzintervallen, wobei §, : R™ —
RU{—o0} und 0, : R* = RU {+o0}, heiit asymptotisches Konfidenzintervall zum Niveau
1 — «, falls
liminf Pyld,, (X1, .., X,) <0 < 0,(Xy,...,X,)] > 1—a fiiralle § € ©.
n—oo
Nun kehren wir zu unserem Problem mit den Bernoulli-Experimenten zuriick. Nach dem
Zentralen Grenzwertsatz gilt
X1++Xn—n6) d

— N(0, 1),
nf(1—0) n—00

denn EX; = 0 und Var X; = 6(1 — 6). Durch Umformung ergibt sich

X, —0 4
n——r L N(0,1).
vn (1 — ) n— 0.1)

Sei z, das a—Quantil der Standardnormalverteilung. Somit gilt

X, —0

lim Py [ze <Vn—F—=—=<2; 2| =1—a fiiralled € (0,1).

n—>o<>9 2_\/_ 9(1—(9)_12 ( )
Aufgrund der Symmetrieeigenschaft der Standardnormalverteilung ist z;_a = —za. Definiere
deshalb z := z;_a = —za. Somit miissen wir 6 bestimmen, so dass folgende Ungleichung

erfiillt ist:
V| X, — 0| < zy/0(1 - 0).
Quadrierung fiihrt zu
n(X2+60° —2X,0) < 2°0(1 —0).

Dies léasst sich umschreiben zu
22 _ 22 _
g(0) := 6? (1+—> —9<2Xn+—) + X2 <0.
n n

Die Funktion g(0) ist quadratisch und hat (wie wir gleich sehen werden) zwei verschiedene
reelle Nullstellen. Somit ist g(f) < 0 genau dann, wenn 6 zwischen diesen beiden Nullstellen
liegt. Indem wir nun die Nullstellen mit der p—¢g—Formel berechnen, erhalten wir folgendes
Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir 0:

v 22 z v v 22 v 22 z v v 22
Xt o= 2/ Xl = X) + 2 Xt it 2/ Ka(l - Xo) + 2
1+ 2 ’ 1+Z

Fiir grofies n erhalten wir die folgende Approximation (indem wir alle Terme mit 1/4/n
stehen lassen und alle Terme mit 1/n ignorieren):

R T R e

Spéater werden wir diese Approximation mit dem Satz von Slutsky begriinden.
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BEISPIEL 9.2.2. Bei einer Wahlumfrage werden n Personen befragt, ob sie eine Partei A
wéhlen. Es soll ein Konfidenzintervall zum Niveau 0.95 fiir den Stimmenanteil 6 konstruiert
werden und die Linge dieses Intervalls soll hochstens 0.02 sein. Wie viele Personen miissen
dafiir befragt werden?

LOsuNG. Wir betrachten die Wahlumfrage als ein n-faches Bernoulli-Experiment. Die Léange
des Konfidenzintervalls fiir 6 soll hochstens 0.02 sein, also erhalten wir die Ungleichung

2y \/f
—/ X, (1 —-X,) <0.02.
TaV K- X

Quadrieren und nach n Umformen ergibt die Ungleichung
422°X,(1 - X))
n
- 0.022
Der Mitelwert X,, ist zwar unbekannt, allerdings gilt 0 < X,, < 1 und somit X, (1 — X,,) <
1/4. Es reicht also auf jeden Fall, wenn

22

0.022°

Nun erinnern wir uns daran, dass z das (1 — §)-Quantil der Standardnormalverteilung ist.
Das Konfidenzniveau soll 1 — a = 0.95 sein, also ist 1 — & = 0.975. Das 0.975-Quantil der
Standardnormalverteilung errechnet sich (z. B. aus einer Tabelle) als Losung von ®(z) =

(1);3—32 = 9604 Personen befragt werden.

n >

0.975 zu z = 1.96. Es miissen also n >

9.3. Satz von Slutsky

Bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen findet der folgende Satz sehr oft Anwendung.

SATZ 9.3.1 (Satz von Slutsky). Seien X, X1, Xo,... und Y, Y1,Ys, ... Zufallsvariablen, die
auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) definiert sind. Gilt
X, 4y x und Y, LN c,
n—oo n—oo

wobei ¢ eine Konstante ist, so folgt, dass

X, Y, -4 X,

n—oo
BEWEIS. SCHRITT 1. Es geniigt, die punktweise Konvergenz der charakteristischen Funk-
tionen zu zeigen. D.h., wir miissen zeigen, dass

lim EeXnYn — EefX fiir alle ¢t € R.
n—oo

Sei ¢p(s) = €. Diese Funktion ist gleichmiBig stetig auf R und betragsméfig durch 1
beschréankt. Wir zeigen, dass

lim Ep(X,Y,) = Ep(cX).

n—o0

SCHRITT 2. Sei € > 0 fest. Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von ¢ gibt es ein 6 > 0 mit
der Eigenschaft, dass
lo(z) — (y)] < e fir alle z,y € R mit |z — y| < 0.
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SCHRITT 3. Sei A > 0 so groB, dass P[|X| > A] < e. Wir kénnen annehmen, dass A und —A
Stetigkeitspunkte der Verteilungsfunktion von X sind, ansonsten kann man A vergréfiern.

Da X, 4y X und A, —A keine Atome von X sind, folgt, dass

n—»00
T}LHSOPHX”| > Al =P[|X| > A] <e.
Also gilt P[| X,,| > A] < 2¢ fiir grofie n.
SCHRITT 4. Es gilt
[Ep(XnYn) — Ep(cY)] <Elp(XnYn) — @(cXn)| + [Ep(cXn) — Ep(cX)
<+ Ey+ Es+ Ey

mit
By = E[lp(Xa¥s) = 0(eXo) Ly, o4
E,=E :|90(Xnyn) - SD(CXn)|]1\Yn—c|g%,|Xn|>A] ;
Es=E _‘90<XnYn) - SD(CXn)’]L\Yn—c|§%,|Xn|§A] )
Bi = [Ep(eXa) ~ Bp(cX)].

SCHRITT 5. Wir werden nun FEi, ..., F; abschétzen.

Ey: Da |o(t)] <1 ist, folgt, dass Fy < 2P[|Y,, — ¢| > §/A]. Dieser Term konvergiert gegen 0
fiir n — oo, da Y, gegen ¢ in Verteilung (und somit auch in Wahrscheinlichkeit) konvergiert.
Es: Fir E, gilt die Abschitzung Fy < 2P[|X,,| > A] < 4e nach Schritt 3, wenn n gro8 genug
ist.

Es: Es gilt B3 < ¢, da |X,Y, —cX,| <0 falls |Y,, —¢| < /A und |X,| < A. Aus Schritt 2
folgt dann, dass |p(X,Y,) — p(cX,)| <e.

Ey: Der Term Ey konvergiert fiir n — oo gegen 0, denn lim,, ., Ep(cX,,) = Ep(cX), denn
nach Voraussetzung konvergiert X,, in Verteilung gegen X.

Indem wir nun alles zusammenfassen, erhalten wir, dass

limsup |E¢(X,.Y,) — Ep(cY)| < 5e.

n—oo

Da € > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt, dass lim, . |[Ep(X,Y,) —Ep(cY)| = 0.
Somit ist lim,, . E@(X,Y,) = Ep(cY). O

BEISPIEL 9.3.2. Seien Xj,..., X, unabhingig und Bernoulli-verteilt mit Parameter 6 &
(0,1). Wir konstruieren ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir §. Nach dem Zentralen
Grenzwertsatz gilt

X,—0 4
n——r 2 % N(0,1).
vn 0(1 — 0) n— 0.1)

Leider kommt hier # sowohl im Zihler als auch im Nenner vor. Deshalb hat sich bei unserer
fritheren Konstruktion eine quadratische Gleichung ergeben. Wir werden nun # im Nenner
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eliminieren, indem wir es durch einen Schétzer, ndmlich X,,, ersetzen. Nach dem Satz von
Slutsky gilt ndmlich, dass

X, —0 -0 0(1 — 9)
= — 4N 0,1
VX -X,) \/ 1— X i N
denn nach dem Gesetz der groflen Zahlen konvergiert % fast sicher (und somit auch
in Verteilung) gegen 1. Es gilt also
lim P <n X0 1 fiir alle 6 € (0, 1)
im za — — <z o| =1—q fiir alle 1).
n—00 o Xn<1 _ Xn) 1=3
Sei z 1= —za = z1_2. Daraus ergibt sich folgendes aysmptotisches Konfidenzintervall fiir ¢

zum Konfidenzniveau 1 — «:

[ /Rl =R 5o o= 5]

Dieses Intervall haben wir oben mit einer anderen Methode hergeleitet.

AUFGABE 9.3.3. Zeigen Sie mit dem Satz von Slutsky, dass ¢, —— N(0,1). Dabei ist ¢,, die

n—oo
t—Verteilung mit n Freiheitsgraden.

9.4. Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert der Poissonverteilung

Seien X1, ..., X, unabhéngige Zufallsvariablen mit X; ~ Poi(f), wobei 6 > 0. Gesucht ist ein
Konfidenzintervall fiir 6 zum Konfidenzniveau 1 — «. Ein natiirlicher Schéatzer fiir 8 ist X,,. Da
fiir die Poisson—Verteilung EX; = Var X; = 0 gilt, folgt durch den zentralen Grenzwertsatz,
dass

X, —0 4
n — N(0,1).

Es sei z, das a—Quantil der Standardnormalverteilung. Somit gilt

—0
lim Py za<\/_ <z a| =1—a fiiralle § > 0.
n—oo
Aufgrund der Symmetrieeigenschaft der Standardnormaverteilung gilt z := Z1-g = —zs.

Wir erhalten also folgende Ungleichung fiir 6:
V| X, — 0] < V0.

Dies lasst sich durch Quadrierung umschreiben zu
_ 2;2 _
g(0) ::92—9(2Xn+—> + X7 <0.
n

Die Ungleichung ¢(f) < 0 gilt genau dann, wenn 6 zwischen den beiden Nullstellen der
quadratischen Gleichung ¢(f) = 0 liegt. Diese lassen durch Verwendung der p—g—Formel
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berechnen. Es ergibt sich folgendes asymptotisches Konfidenzintervall fiir # zum Konfidenz-

niveau 1 — «:
_ 22 z _ 22 _ 22 z _ 22
X+ ———F4=\/Xo+—, Xp+—+—4=\/Xo + —|.
+2n Vn +2n +2n+\/ﬁ +2n

Indem man nun alle Terme mit 1/4/n stehen ldsst und alle Terme mit 1/n ignoriert, erhélt
man die Approximation

Das Argument mit der quadratischen Gleichung lasst sich mit dem Satz von Slutsky vermei-
den. Nach dem Zentralen Grenzwertsatz gilt nach wie vor

Xo—6 4, N0, 1),

\/5 n—o00
Leider kommt hier der Parameter # sowohl im Zahler als auch im Nenner vor, was im obigen
Argument zu einer quadratischen Gleichung fiithrte. Wir kénnen allerdings 6 durch einen
Schétzer fiir §, namlich durch X,,, ersetzen. Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen
konvergiert /6/X,, fast sicher (und somit auch in Verteilung) gegen 1. Nach dem Satz von
Slutsky gilt dann

X,—0 X,—0 [0 4
ner 2 = e 4 N(O, 1).

Somit folgt
X,—0

limﬂj’g[—zgx/ﬁ Sz]zl—a fur alle 6 > 0.
n—oo
Es ergibt sich also wieder einmal das asymptotische Konfidenzintervall

_ z = — V4 =

-7 ald

9.5. Zweistichprobenprobleme

Bislang haben wir nur sogenannte Einstichprobenprobleme betrachtet. Es gibt aber auch
mehrere Probleme, bei denen man zwei Stichproben miteinander vergleichen muss.

BEISPIEL 9.5.1. Es sollen zwei Futterarten fiir Masttiere verglichen werden. Dazu betrachtet
man zwei Gruppen von Tieren. Die erste, aus n Tieren bestehende Gruppe bekommt Futter
1. Die zweite, aus m Tieren bestehende Gruppe, bekommt Futter 2. Mit Xy,..., X,, wird
die Gewichtszunahme der Tiere der ersten Gruppe notiert. Entsprechend bezeichnen wir die
Gewichtszunahmen der Tiere aus der zweiten Gruppe mit Yi,...,Y,,. Die Aufgabe besteht
nun darin, die beiden Futterarten zu vergleichen, also ein Konfidenzintervall fiir p1; — po zu
finden, wobei p; bzw. s der Erwartungswert der ersten bzw. der zweiten Stichprobe ist.

BEISPIEL 9.5.2. Es wurden zwei Messverfahren zur Bestimmung einer physikalischen Grofie
entwickelt. Es soll nun ermittelt werden, welches Verfahren eine grofere Genauigkeit (also
eine kleinere Streuung der Messergebnisse) hat. Dazu wird die physikalische Grofle zuerst
n Mal mit dem ersten Verfahren gemessen, und dann m Mal mit dem zweiten Verfahren.
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Es ergeben sich zwei Stichproben Xi,..., X, und Y, ..., Y,,. Diesmal sollen die Streuungen
der beiden Stichproben verglichen werden, also ein Konfidenzintervall fiir 07/ konstruiert
werden, wobei 0% bzw. o3 die Varianz der ersten bzw. der zweiten Stichprobe ist.

Fiir die obigen Beispiele erscheint folgendes Modell plausibel. Wir betrachten zwei Stichpro-
ben Xi,..., X, und Y;,...,Y,,. Wir nehmen an, dass

(1) Xq,...,X,,Y1,...., Y, unabhéngige Zufallsvariablen sind.
(2) X1,..., X, ~ N(uy, 02).
(3) i, Y ~ N(:“’Qa Ug)

Wir werden Konfidenzintervalle fiir y; — po und 0% /o3 konstruieren.

Fall 1: Konfidenzintervall fiir ; — po bei bekannten o7 und 3. Es seien also o?

und 02 bekannt. Da Xi,..., X, ~ N(uy,0?) und Yi,...,Y,, ~ N(us,03), folgt aus der
Faltungseigenschaft der Normalverteilung, dass

- Xi+...+ X, 2 - Xi+...+Y, 2
Xy = 1+ + NN(Mlaﬁ)a Yo = s i NN(M%%)
n n m

Ein natiirlicher Schétzer fiir 1 — po ist gegeben durch

Indem der Erwartungswert subtrahiert und durch die Standardabweichung geteilt wird,
erhélt man eine standardnormalverteilte Zufallsvariable:

Xn _Ym_ (Ml _/~L2)

2 2
U_1+U_2
n m

Xn _Ym_ (Ml _/112)

~N(0,1).

Es gilt also, dass

Puips |28 < — <z-a| =1-a firalle u, u € R.
T4 2
n m
Aufgrund der Symmetrieeigenschaft der Normalverteilung konnen wir z = z1_e = —za

definieren. Umgeformt nach p; — po erhélt man das Konfidenzintervall
2 2
[Xn—_ —?m—i—z\/ﬂ—l—ﬂ].
n o m

Fall 2: Konfidenzintervall fiir ;; — u» bei unbekannten aber gleichen o7 und o3.

Seien nun o7 und o2 unbekannt. Um das Problem zu vereinfachen, werden wir annehmen,

dass 0? und o3 gleich sind, d. h. 02 := 07 = 03.

s |2
Ik

SCHRITT 1. Genauso wie in Fall 1 gilt

Xn _Ym - (”1 _,UQ)
+

~ N(0,1).

g

3=

1
m
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Leider kénnen wir das nicht zur Konstruktion eines Konfidenzintervalls fiir pu; — po direkt
verwenden, denn o ist unbekannt. Wir werden deshalb ¢ schétzen.

SCHRITT 2. Ein Schitzer fiir 02, der nur auf der ersten Stichprobe basiert, ist gegeben durch

1 _
52 = D (X - X))

n—14
=1

Analog gibt es einen Schiitzer fiir o2, der nur auf der zweiten Stichprobe basiert:

Fiir diese Schétzer gilt

(n — 1)5’?( 2 (m — 1)332/ 2

2 ~ Xn-1s 2 ~ Xm—1-

o o

Bemerke, dass diese zwei y2-verteilten Zufallsvariablen unabhiingig sind. Somit folgt

(n—1)5%  (m—1)S}
2 + o2 ~ X721+m—2'

o
Betrachte nun folgenden Schiitzer fiir 02, der auf beiden Stichproben basiert:

n

5 S (Z(XZ - X,)%+ Zm:(y; _ Ym)2> _ (n—1)S% + (m - 1)5}2/.

T ntm—2\“ n+m —2
=1 7j=1

Somit gilt
(n+m —2)5?
o2

2
~ Xn+m—2 .

Der Erwartungswert einer x2_, _,—verteilten Zufallsvariable ist n + m — 2. Daraus folgt
insbesondere, dass S? ein erwartungstreuer Schétzer fiir o2 ist, was die Wahl der Normierung
1/(n 4+ m — 2) erklért.

SCHRITT 3. Aus Schritt 1 und Schritt 2 folgt, dass

_ _ Xn—Ym—(p1—p2)
Xn_Ym_(Ml_M2>: o/ 5t ~t
S /L4 L \/ L (mogs

n+m—2 02

Dabei haben wir benutzt, dass der Zahler und der Nenner des obigen Bruchs unabhéngig
voneinander sind. Das folgt aus der Tatsache, dass S% und X,, sowie S und Y, unabhingig
voneinander sind, sowie aus der Tatsache, dass die Vektoren (X, S%) und (Y, S) unabhéngig
voneinander sind. Somit gilt

Xn _Ym_ (H’l _“2)

.. 2
P pio,02 tntm—2,8 < <tntm-21-2| = 1 — « fiir alle pq, po, 0°.
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Wegen der Symmetrie der ¢—Verteilung gilt ¢ := t;1m-21-2 = —tptm-2,¢. Umgeformt nach
1 — o ergibt sich folgendes Konfidenzintervall fiir p1; — o zum Konfidenzniveau 1 — «:

o 11, o 11
[Xn—ym—s,/—+—t, Xy — Yo+ Sy )=+ = t
n m n m

Fall 3: Konfidenzintervall fiir 07/03 bei unbekannten p; und p,. Seien also y; und
o unbekannt. Wir konstruieren ein Konfidenzintervall fiir o7 /03. Die natiirlichen Schétzer
fiir 0 und o2 sind gegeben durch

Sk =~ - : ;(Xz _X)? S = ﬁ ]Zl(yj e
Es gilt 2 |
% ~ Xi—b % ~ X3n—1
und diese beiden Zufallsvariablen sind unabhéngig. Es folgt, dass
T
S2 /o2 (m;ﬁ L ~ Fy e

Wir bezeichnen mit F,,_1 ,,,—1,, das a—Quantil der F,_; ,,_1—Verteilung. Deshalb gilt, dass

52 /02
Xx/91 -- 2 2
L0202 | Fnmim—1,2 < < Foim-11-2| =1 —a fir alle py, po, 07,05 > 0.
H1,42,07,05 2 S2/7§ 2

P

Somit ergibt sich folgendes Konfidenzintervall fiir 07 /03 zum Konfidenzniveau 1 — «:

1 s2 1 %2

e T " oy
Fn—Lm—l,l—% SY Fn—l,m—l,% Sy

Fall 4: Konfidenzintervall fiir 07/03 bei bekannten 1, und p,. Ahnlich wie in Fall 3
(Ubungsaufgabe).

Zum Schluss betrachten wir ein Beispiel, bei dem es sich nur scheinbar um ein Zweistichpro-
benproblem handelt.

BEISPIEL 9.5.3 (Verbundene Stichproben). Bei einem Psychologietest fiillen n Personen je-
weils einen Fragebogen aus. Die Fragebogen werden ausgewertet und die Ergebnisse der
Personen mit X, ..., X, notiert. Nach der Therapiezeit werden von den gleichen Personen
die Ergebnisse mit Yi,...,Y,, festgehalten. In diesem Modell gibt es zwei Stichproben, al-
lerdings sind die Annahmen des Zweistichprobenmodells hier nicht plausibel. Es ist ndmlich
klar, dass X; und Y; abhéingig sind, denn beide Ergebnisse gehoren zu derselben Person.
Allgemeiner sind X; und Y; abhéngig. Eine bessere Vorgehensweise bei diesem Problem ist
diese. Wir betrachten die Zuwichse Z; = Y; — X;. Diese konnen wir als unabhéngige Zufalls-
variablen 7y, ..., Z, ~ N(u,0?) modellieren. Dabei spiegelt u den mittleren Therapieerfolg
wider. Das Konfidenzintervall fiir 4 wird wie bei einem Einstichprobenproblem gebildet.
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