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KAPITEL 1

Stichproben und Stichprobenfunktion

In diesem Kapitel werden wir auf Stichproben und Stichprobenfunktionen eingehen. Als
Einstieg beginnen wir mit zwei kleinen Beispielen.

1.1. Stichproben

BEeISPIEL 1.1.1. Wir betrachten ein Experiment, bei dem eine physikalische Konstante (z.B.
die Lichtgeschwindigkeit) bestimmt werden soll. Da das Ergebnis des Experiments fehler-
behaftet ist, wird das Experiment mehrmals durchgefithrt. Wir bezeichnen die Anzahl der
Messungen mit n. Das Resultat der i-ten Messung sei mit z; € R bezeichnet. Fassen wir nun
die Resultate aller Messungen zusammen, so erhalten wir eine sogenannte Stichprobe

(x1,...,2,) € R

Die Anzahl der Messungen (also n) nennen wir den Stichprobenumfang. Die Menge aller
vorstellbaren Stichproben wird der Stichprobenraum genannt und ist in diesem Beispiel R™.

BEISPIEL 1.1.2. Wir betrachten eine biometrische Studie, in der ein gewisses biometrisches
Merkmal, z.B. die Korpergrofle, in einer bestimmten Population untersucht werden soll.
Da die Population sehr grof§ ist, ist es nicht moglich, alle Personen in der Population zu
untersuchen. Deshalb werden fiir die Studie n Personen, die wir mit 1,...,n bezeichnen,
aus der Population ausgewéhlt und gewogen. Mit x; € R wird das Gewicht von Person 17
bezeichnet. Das Ergebnis der Studie kann man dann in einer Stichprobe

(x1,...,2,) €R"

zusammenfassen. Die Auswahl der n Personen aus der Population erfolgt zuféllig und kann
somit als ein Zufallsexperiment betrachten werden. Die Grundmenge dieses Experiments
sei mit €2 bezeichnet. Die genaue Gestalt von {2 wird im Weiteren keine Rolle spielen. Das
Gewicht von Person ¢ kann als eine Zufallsvariable X; : € — R aufgefasst werden. Den
Zusammenhang zwischen (X1, ..., X,,) und (x4, ..., z,) kann man folgendermafien beschrei-
ben. Jede konkrete Auswahl von n Personen aus der Population entspricht einem Element
(Ausgang) w in der Grundmenge 2. Das Gewicht der i-ten Person ist dann der Wert der
Funktion X; an der Stelle w, also X;(w). Es gilt somit

r1=X1(w), ...,z = Xp(w).

Man sagt auch, dass (x1,...,x,) eine Realisierung des Zufallsvektors (X7, ..., X,,) ist. Oft
nennt man (xy, ..., x,) die konkrete Stichprobe und (X1, ..., X,,) die Zufallsstichprobe. Es sei
noch einmal bemerkt, dass z; reelle Zahlen, wohingegen X; : @ — R Zufallsvariablen (also
Funktionen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum) sind.
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Im Folgenden werden wir sehr oft annehmen, dass X;,..., X, : © — R unabhéngige und
identisch verteilte Zufallsvariablen sind. Die Verteilungsfunktion von X; bezeichnen wir mit

F(t)=PX, <t], teR.
1.2. Stichprobenfunktionen, empirischer Mittelwert und empirische Varianz
DEFINITION 1.2.1. Eine beliebige Borel-Funktion ¢ : R® — R™ heifit Stichprobenfunktion.

DEFINITION 1.2.2. Bezeichne mit X = (X,...,X,) : @ — R eine Zufallsstichprobe. Dann
heifit die zusammengesetzte Funktion ¢ o X : 2 — R™ eine Statistik:

poX:Q—=>R"=>R", w— (Xij(w),...,Xn(w)) = o(Xi(w),..., X,(w)).

Im Folgenden werden wir zwei wichtige Beispiele von Stichprobenfunktionen, den empirischen
Mittelwert und die empirische Varianz, betrachten. Es sei (x1, ..., z,) € R" eine Stichprobe.

DEFINITION 1.2.3. Der empirische Mittelwert (auch das Stichprobenmittel oder das arith-
metische Mittel genannt) ist definiert durch

Ty = — Z;.

Analog benutzen wir auch die Notation

1
Xn:EZXi.

Dabei ist Z,, eine Stichprobenfunktion und X,, eine Statistik. Im Weiteren werden wir meis-
tens keinen Unterschied zwischen diesen Begriffen machen.

SATZ 1.2.4. Seien X1,..., X, unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit p =
EX, und 0 = Var X,. Dann gilt
2

EX, =y und Var X,, = J—.
n

BEWEIS. Indem wir die Linearitdt des Erwartungswertes benutzen, erhalten wir

Xi+...+X,] 1 1
! }:E-E[X1+...+Xn]:E-nE[Xl]:E[Xl]:,u.

EX, —E [
n
Indem wir die Additivitdt der Varianz (bei unabhéngigen Zufallsvariablen) benutzen, erhal-

ten wir
2

. Xi+...+ X, 1 1
Vaan:Var< 1. ) :—2Var(X1+...+Xn):—2-nVar(X1):U—.
n n n n
O
BEMERKUNG 1.2.5. In der Statistik nimmt man an, dass die Stichprobe (x1, ..., x,) bekannt

ist und fragt dann, wie anhand dieser Stichprobe verschiedene Kenngroflen der Zufallsvaria-
blen X; (etwa der Erwartungswert, die Varianz, die Verteilungsfunktion) “geschétzt” werden
konnen. Zum Beispiel bietet sich der empirische Mittelwert Z,, (oder X,,) als ein natiirlicher
Schétzer fiir den theoretischen Erwartungswert u = EX;. Der obige Satz zeigt, dass durch
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eine solche Schiitzung kein systematischer Fehler entsteht, in dem Sinne, dass der Erwar-
tungswert des Schétzers X,, mit dem zu schétzenden Parameter p iibereinstimmt: EX,, = p.
Man sagt, dass X, ein erwartungstreuer Schétzer fir u ist.

DEFINITION 1.2.6. Die empirische Varianz oder die Stichprobenvarianz ist definiert durch

n—14%
=1

Analog benutzen wir auch die Notation

1 _
52 = — D (X X))

i=1

Die Rolle des Faktors —= (anstelle von +) wird im folgenden Satz klar.

SATZ 1.2.7. Seien Xy, ..., X,, unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit EX; =
p und Var X; = o2. Dann gilt
E[S?] = o2

BEWEIS. Zuerst beweisen wir die Formel

1 - _
2 2 2
S”_n—l (§ X —an).

=1

Das geht folgendermaflen:

n

Siznilg(Xf—ﬂ(annLXfl)
= nil éxﬁ —é?Xan—I—nXg)
:nil gX?—Q)_(nan—i-n)_(Z)
_ L g;xf—n)@%).
Nun ergibt sich
E[S}]=E nil (éx}-m‘cﬁ)]




Dabei haben wir verwendet, dass
E[X?] = Var X; + (EX;)? = 0% + p?
und (mit Satz |1.2.4])

2
E[X2] = Var X, + (EX,)? = % + ol

O

BEMERKUNG 1.2.8. Die empirische Varianz s2 (bzw. S2) ist ein natiirlicher Schétzer fiir
die theoretische Varianz 02 = Var X;. Der obige Satz besagt, dass S? ein erwartungstreuer

Schitzer fiir o2 ist im Sinne, dass der Erwartungswert des Schitzers mit dem zu schitzenden

Parameter o2 iibereinstimmt: ES? = o2

BEMERKUNG 1.2.9. An Stelle von S? kann auch folgende Stichprobenfunktion betrachtet

werden
- 1 & _
SEi=—) (Xi—X,)%
n= ;( )
Der Unterschied zwischen S2 und S? ist also nur der Vorfaktor —L= bzw. 1. Allerdings ist S2

kein erwartungstreuer Schiitzer fiir 02, denn

n—1 n—1
-02<c72.

- n—1
B[S =B | "] = " s
n n
Somit wird die Varianz o® “unterschitzt”. Schitzt man o2 durch S2, so entsteht ein syste-
1 2

matischer Fehler von —0

BEMERKUNG 1.2.10. Die empirische Standardabweichung ist definiert durch

n

Snm VR = | —— S (i — Ea)2

n—1
i=1

BEMERKUNG 1.2.11. Das Stichprobenmittel z,, ist ein Lageparameter (beschreibt die Lage
der Stichprobe). Die Stichprobenvarianz s? (bzw. die empirische Standardabweichung s,,) ist
ein Streuungsparameter (beschreibt die Ausdehnung der Stichprobe).

BEMERKUNG 1.2.12. Das Stichprobenmittel ist kein robuster Parameter, d.h. es wird stark
von Ausreiflern beeinflusst. Dies zeigt folgendes Beispiel: Betrachte zuerst die Stichprobe
(1,2,2,2,1,1,1,2). Somit ist Z, = 1.5. Andert man nur den letzten Wert der Stichprobe
in 20 um, also (1,2,2,2,1,1,1,20), dann gilt z,, = 3.75. Wir konnten also den Wert des
Stichprobenmittels stark verdndern, indem wir nur ein einziges Element aus der Stichprobe
verdndert haben. Die Stichprobenvarianz ist ebenfalls nicht robust. Im weiteren werden wir
robuste Lage- und Streuungsparameter einfiithren, d.h. solche Parameter, die sich bei einer
Anderung (und zwar sogar bei einer sehr starken Anderung) von nur wenigen Elementen aus
der Stichprobe nicht sehr stark verandern.



KAPITEL 2

Ordnungsstatistiken und Quantile

Um robuste Lage- und Streuungsparameter einfiithren zu kénnen, bendtigen wir Ordnungs-
statistiken und Quantile.

2.1. Ordnungsstatistiken und Quantile

DEFINITION 2.1.1. Sei (x1,...,2,) € R™ eine Stichprobe. Wir konnen die Elemente der
Stichprobe aufsteigend anordnen:

I(l) S l‘(g) S S l‘(n).
Wir nennen z(; die i-te Ordnungsstatistik der Stichprobe.

Zum Beispiel ist z(;) = min ; das Minimum und z(,) = max z; das Maximum der Stich-

i=1,...,n i=1,...,n

probe.
DEFINITION 2.1.2. Der Stichprobenmedian ist gegeben durch

T(ng1), falls n ungerade,

med,, = med,(z1,...,2,) = 2

% (a:(%) + x(%ﬂ)) , falls n gerade.

Somit befindet sich die Hélfte der Stichprobe iiber dem Stichprobenmedian und die andere
Hélfte der Stichprobe darunter.

BEISPIEL 2.1.3. Der Median ist ein robuster Lageparameter. Als Beispiel dafiir betrachten
wir zwei Stichproben mit Stichprobenumfang n = 8.
Die erste Stichprobe sei
(x1,...,28) =(1,2,2,2,1,1,1,2).
Somit sind die Ordnungsstatistiken gegeben durch
(l’(l), e 7-17(8)) = (1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2).
Daraus lésst sich der Median berechnen und dieser ist medg = % = 1.5.
Als zweite Stichprobe betrachten wir
<y17 s 7?/8) = (17 27 27 27 17 ]-7 ]-7 20)
Die Ordnungsstatistiken sind gegeben durch
(y(l)a tet 7y(n)) = <1a ]-7 17 17 2a 27 27 2O)a

und der Median ist nach wie vor medg = 1.5. Dies zeigt, dass der Median robust ist.
BEMERKUNG 2.1.4. Im Allgemeinen gilt med,, # z,.

Ein weiterer robuster Lageparameter ist das getrimmte Mittel.
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DEFINITION 2.1.5. Das getrimmte Mittel einer Stichprobe (x1,...,x,) ist definiert durch

Die Wahl von k entscheidet, wie viele Daten nicht beriicksichtigt werden. Man kann zum
Beispiel k£ = [0.05 - n] wihlen, dann werden 10% aller Daten nicht berticksichtigt. In diesem
Fall spricht man auch vom 5%-getrimmten Mittel.

Anstatt des getrimmten Mittels betrachtet man oft das winsorisierte Mittel:

n—k
1
E ( Z Ty + k T(k+1) T k :E(nk)> .

i=k+1
Nachdem wir nun einige robuste Lageparameter konstruiert haben, wenden wir uns den
robusten Streuungsparametern zu. Dazu benotigen wir die empirischen Quantile.

DEFINITION 2.1.6. Sei (x1,...,2,) € R" eine Stichprobe und « € (0,1). Das empirische
a-Quantil ist definiert durch

) T(fnaj+1),s falls nac ¢ N,
Ga = {%(x([na}) + Z(fnaj+1)), falls na € N.
Hierbei steht [-] fir die GauBklammer.
Der Median ist somit das %—Quantil.
DEFINITION 2.1.7. Die empirischen Quartile sind die Zahlen

qo,25, o5, qo,75-

Die Differenz g 75 — qo,25 nennt man den empirischen Interquartilsabstand.
Der empirische Interquartilsabstand ist ein robuster Streuungsparameter.

Die empirischen Quantile kénnen als Schétzer fiir die theoretischen Quantile betrachtet wer-
den, die wir nun einfithren werden.

DEFINITION 2.1.8. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'(¢) und sei a € (0, 1).
Das “theoretische” a-Quantil Q(a) von X ist definiert als die Losung der Gleichung

F(Q(a)) = a.
Leider kann es passieren, dass diese Gleichung keine Losungen hat (wenn die Funktion F' den
Wert « iiberspringt) oder dass es mehrere Losungen gibt (wenn die Funktion F' auf einem
Intervall konstant und gleich « ist). Deshalb benutzt man die folgende Definition, die auch
in diesen Ausnahmefillen Sinn ergibt:

Qo) =inf{t e R: F(t) > a}.
BEISPIEL 2.1.9. Weitere Lageparameter, die in der Statistik vorkommen:
(1) Das Bereichsmittel ‘T(")TH“’ (nicht robust).
(2) Das Quartilsmittel 22297 (robust).
BEISPIEL 2.1.10. Weitere Streuungsparameter:
7



(1) Die Spannweite () — x(1).

(2) Die mittlere absolute Abweichung vom Mittelwert + 3 |2; — Z,|.
i=1

(3) Die mittlere absolute Abweichung vom Median 1 Y |z; — med,,|.
i=1

Alle drei Parameter sind nicht robust.

2.2. Verteilung der Ordnungsstatistiken

SATZ 2.2.1. Seien X1, Xs, ..., X, unabhdingige und identisch verteilte Zufallsvariablen, die
absolut stetig sind mit Dichte f und Verteilungsfunktion F'. Es seien

die Ordnungsstatistiken. Dann ist die Dichte der Zufallsvariable Xy gegeben durch

n! 1y o
(i—1)l(n— Z)|f(t)F(t) (1—=F(t)" .

ERSTER BEWEIS. Damit X ;) =t ist, muss Folgendes passieren:

fX(i) (t) =

1. Eine der Zufallsvariablen, z.B. X}, muss den Wert ¢ annehmen. Es gibt n Moglichkeiten,
das k auszuwihlen. Die “Dichte” des Ereignisses X =t ist f(¢).

2. Unter den restlichen n — 1 Zufallsvariablen miissen genau ¢ — 1 Zufallsvariablen Werte
unter ¢t annehmen. Wir haben (’Z:ll) Moglichkeiten, die ¢+ — 1 Zufallsvariablen auszuwéhlen.
Die Wahrscheinlichkeit, dass die ausgewéhlten Zufallsvariablen allesamt kleiner als ¢ sind,
ist ()1

3. Die verbliebenen n — ¢ Zufallsvariablen miissen allesamt gréfer als ¢ sein. Die Wahrschein-
lichkeit davon ist (1 — F(t))"".

Indem wir nun alles ausmultiplizieren, erhalten wir das Ergebnis:

n—1 i n—i
e =nf0)- ()P0 Py
Das ist genau die erwiinschte Formel, denn n(’;__ll) = (Zf:([?'zﬂill'l)' = (i—l)?(!n—i)!' O

ZWEITER BEWEIS.
SCHRITT 1. Die Anzahl der Elemente der Stichprobe, die unterhalb von ¢ liegen, bezeichnen
wir mit

N=#{ie{l,. .. n}:X;<t}=) Iy«
=1

Dabei steht # fiir die Anzahl der Elemente in einer Menge. Die Zufallsvariablen Xy, ..., X,
sind unabhéngig und identisch verteilt mit P[X; < ¢] = F'(¢). Somit ist die Zufallsvariable N
binomialverteilt:

N ~ Bin(n, F(t)).
8



SCHRITT 2. Es gilt {X(;) <t} = {N > i}. Daraus folgt fiir die Verteilungsfunktion von X(;),
dass

Fr, (0= PlXo < =PIV 21 = 3 () PO - Py

SCHRITT 3. Die Dichte ist die Ableitung der Verteilungsfunktion. Somit erhalten wir

fX(i) (t) = F},((i) (t)

(3) 4P 00 = FOP (0= WP - PP 0)

Il
-
3 M:
L3

(3o - For= = 3 (1) - DA - FE) )

k=i k=i

Wir schreiben nun den Term mit £ = ¢ in der ersten Summe getrennt, und fiir alle anderen
Terme in der ersten Summe fithren wir den neuen Summationsindex [ = k— 1 ein. Die zweite
Summe lassen wir unverandert, ersetzen aber den Summationsindex k& durch [:

n

Fxo(t) = (Z)iF(t)i‘lf(t)(l — F(t)™
- i (l " )(l + 1)F(t)lf(t)(1 _ F(t))nflfl

-3 ()= 0F@' e - o,

Der Term mit [ = n in der zweiten Summe ist wegen des Faktors n — [ gleich 0, somit kénnen
wir in der zweiten Summe bis n — 1 summieren. Nun sehen wir, dass die beiden Summen

gleich sind, denn
n n! n
(z+1)(l+1) In—1—1) (z)(” )

Die Summen kiirzen sich und somit folgt

n

Fx(t) = ( Z.)iF(t)i‘lf(z»(l — F(t)". 0

AUFGABE 2.2.2. Seien X, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Dichte f und Verteilungsfunktion F'. Man zeige, dass fiir alle 1 <7 < 7 < n die gemeinsame
Dichte der Ordnungsstatistiken X(;y und X;) durch die folgende Formel gegeben ist:

_ n n i—1 i—1—i n—j
Pt =108 () (T PO - FOp - F e
Im néchsten Satz bestimmen wir die gemeinsame Dichte aller Ordnungsstatistiken.
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SATZ 2.2.3. Seien Xy, ..., X, unabhdingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte
f. Seien X1y < ... < X die Ordnungsstatistiken. Dann ist die gemeinsame Dichte des
Zufallsvektors (X, ..., Xu)) gegeben durch

t):{n!-f(tl)-...-f(tn), fallst, < ... <t,,

0, s0nst.

BEWEIS. Da die Ordnungsstatistiken per Definition aufsteigend sind, ist die Dichte gleich
0, wenn die Bedingung ¢; < ... < t,, nicht erfiillt ist. Sei nun die Bedingung ¢t; < ... <'t,
erfiillt. Damit X3y = t1,..., X(») = ¢, ist, muss eine der Zufallsvariablen (fiir deren Wahl es
n Moglichkeiten gibt) gleich ¢; sein, eine andere (fiir deren Wahl es n — 1 Moglichkeiten gibt)
gleich to, usw. Wir haben also n! Moglichkeiten fiir die Wahl der Reihenfolge der Variablen.
Zum Beispiel tritt fiir n = 2 das Ereignis {X(1) = t1, X(9) = t2} genau dann ein, wenn
entweder {X; = t;, Xo = to} oder {X; = ty, Xo = t1} eintritt, was 2 Moglichkeiten ergibt.
Da alle Moglichkeiten sich nur durch Permutationen unterscheiden und somit die gleiche
“Dichte” besitzen, betrachten wir nur eine Moglichkeit und multiplizieren dann das Ergebnis
mit n!. Die einfachste Moglichkeit ist, dass {X; = t1,...,X,, = t,,} eintritt. Diesem Ereignis
entspricht die “Dichte” f(t1)-...- f(t,), da die Zufallsvariablen X3, ..., X, unabhéngig sind.
Multiplizieren wir nun diese Dichte mit n!, so erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. 0

BEISPIEL 2.2.4. Seien Xj, ..., X,, unabhingig und gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1]. Die
Dichte von X; ist f(t) = Ljo,1)(t). Somit gilt fiir die Dichte der i-ten Ordnungsstatistik

M-t 1 =) falls t € [0, 1],
fX(n(t) = {((]Z) 0.1
, sonst.
Diese Verteilung ist ein Spezialfall der Betaverteilung, die wir nun einfiihren.
DEFINITION 2.2.5. Eine Zufallsvariable Z heifit betaverteilt mit Parametern o, > 0, falls

fy() = LB 1A= 0P fallst € (0,1,
0, sonst.

Bezeichnung: Z ~ Beta(cq, (). Hierbei ist B(a, 8) die Eulersche Betafunktion, gegeben durch

B(a, ) = /01 t7H(1 — )Pt

Indem wir nun die Dichte von X ;) im gleichverteilten Fall mit der Dichte der Betaverteilung
vergleichen, erhalten wir, dass

Xy ~ Beta(i,n —i +1).
Dabei muss man gar nicht nachrechnen, dass m = (’Z)z ist, denn in beiden Féllen
handelt es sich um eine Dichte. Waren die beiden Konstanten unterschiedlich, so wére das
Integral einer der Dichten ungleich 1, was nicht moglich ist.

AUFGABE 2.2.6. Seien Xi,...,X, unabhingig und gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1].
Man zeige, dass




KAPITEL 3

Empirische Verteilungsfunktion

3.1. Empirische Verteilungsfunktion

Seien X, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit theoretischer Ver-
teilungsfunktion

F(t) =P[X; <t].
Es sei (x1,...,x,) eine Realisierung dieser Zufallsvariablen. Wie kénnen wir die theoretische

Verteilungsfunktion ' anhand der Stichprobe (z1, ..., x,) schitzen? Dafiir benétigen wir die
empirische Verteilungsfunktion.

DEFINITION 3.1.1. Die empirische Verteilungsfunktion einer Stichprobe (z1,...,x,) € R"
ist definiert durch
~ 1 <&

1
E,(t) ::EZILMQ:E#{ie{l,...,n}:xigt}, teR.

i=1

BEMERKUNG 3.1.2. Die oben definierte empirische Verteilungsfunktion kann wie folgt durch

die Ordnungsstatistiken x(y), ..., z(,) ausgedriickt werden
(O, falls t < x(y),
%, falls (1) <t< T(2),
ﬁn(t) _ %, falls 7o) <t < X(3),
nT_l, falls Tin-1) S < Ty,
\1, falls L (n) <t.

BEMERKUNG 3.1.3. Die empirische Verteilungsfunktion ]3” hat alle Figenschaften einer Ver-
teilungsfunktion, denn es gilt

(1) limy—,_oo Fyo(t) = 0 und limy_, o0 F,,(£) = 1.
(2) F, ist monoton nichtfallend.
(3) F, ist rechtsstetig.

Parallel werden wir auch die folgende Definition benutzen.

DEFINITION 3.1.4. Seien Xj,..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen.
Dann ist die empirische Verteilungsfunktion gegeben durch

~ ] —
i=1

11



Es sei bemerkt, dass F,(t) fiir jedes ¢ € R eine Zufallsvariable ist. Somit ist F), cine zufillige
Funktion. Auf die Eigenschaften von F,,(¢) gehen wir im folgenden Satz ein.

SATZ 3.1.5. Seien Xy, ..., X, unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Ver-
teilungsfunktion F'. Dann gilt
(1) Die Zufallsvariable nF,(t) ist binomialverteilt:
nFE,(t) ~ Bin(n, F(t)).

Das heifst:

~ k

P [Fn(t) = —] = (Z)F(t)k(l —F)" % k=0,1,...,n
n

(2) Fiir den Erwartungswert und die Varianz von F,(t) gilt:

(1 - F(t)

n

E[F,(1)] = F(t), Var[F,(1)] =

Somit ist F,(t) ein erwartungstreuer Schitzer fiir F(t).
(3) Fiir allet € R gilt

= f.s.

F,.(t) . F(t).

In diesem Zusammenhang sagt man, dass F\n(t) ein “stark konsistenter” Schitzer fir F(t)
1St.

(4) Fiir allet € R mit F(t) # 0,1 gilt:

E,()—F(t) 4
VEOA=F@) o O

In diesem Zusammenhang sagt man, dass ﬁn(t) ein “asymptotisch normalverteilter Schdtzer”
fir F(t) ist.

Vn

BEMERKUNG 3.1.6. Die Aussage von Teil 4 kann man folgendermaflen verstehen: Die Ver-
teilung des Schétzfehlers F,,(t) — F(t) ist fiir groBe Werte von n approximativ

N (o, F(t)(l—F(t))).

n

BEWEIS VON (1). Wir betrachten n Experimente. Beim i-ten Experiment {iberpriifen wir,
ob X; <t. Falls X; <t, sagen wir, dass das i-te Experiment ein Erfolg ist. Die Experimente
sind unabhéngig voneinander, denn die Zufallsvariablen X, ..., X, sind unabhéangig. Die
Erfolgswahrscheinlichkeit in jedem Experiment ist P[X; < t] = F(¢). Die Anzahl der Erfolge
in den n Experimenten, also die Zufallsvariable

nl/:’\n(t) = Z ﬂxigt
=1

12



muss somit binomialverteilt mit Parametern n (Anzahl der Experimente) und F'(t) (Erfolgs-
wahrscheinlichkeit) sein.

BEWEIS VON (2). Wir haben in (1) gezeigt, dass nF,(t) ~ Bin(n, F(t)). Der Erwartungswert
einer binomialverteilten Zufallsvariable ist die Anzahl der Experimente multipliziert mit der
Erfolgswahrscheinlichkeit. Also gilt

E[nE,(t)] = nF(t).

Teilen wir beide Seiten durch n, so erhalten wir E[F,,(t)] = F(t).
Die Varianz einer Bin(n, p)-verteilten Zufallsvariable ist np(1 — p), also

Var[nF,(t)] = nF(t)(1 — F(t)).
Wir konnen nun das n aus der Varianz herausziehen, allerdings wird daraus (nach den
Eigenschaften der Varianz) n?. Indem wir nun beide Seiten durch n? teilen, erhalten wir
F(t)(1 = F(t)

n

Var[F,(t)] =

BEWEIS VON (3). Wir fithren die Zufallsvariablen Y; = 1x,<, ein. Diese sind unabhéngig
und identisch verteilt (da X, Xs, ..., unabhéngig und identisch verteilt sind) mit

PlY, =1 =P[X; <{] = F(t), P[Y;=0=1-P[X, <t]=1-F(t).

Es gilt also EY; = F(t). Wir kénnen nun das starke Gesetz der grofien Zahlen auf die Folge
Y1, Ys, ... anwenden:

~ 1 <& 1 & s,
()=~ Yl = - Sy n’;—; EY; = F(t).
i=1 i=1

BEWEIS VON (4). Mit der Notation von Teil (3) gilt
EY; = F(t) VarY; = F(t)(1 — F(t)).

Wir wenden den zentralen Grenzwertsatz auf die Folge Y7, Ys, ... an:
1y Y; — EY] S Y; — nEY;
W-r _ &P & 1

—%5 N(0, 1).

v N vnVaryY, n—o

JEoa—ray V" e

3.2. Empirische Verteilung

Mit Hilfe der empirischen Verteilungsfunktion kénnen wir also die theoretische Verteilungs-
funktion schétzen. Nun fithren wir auch die empirische Verteilung ein, mit der wir die theo-
retische Verteilung schétzen konnen. Zuerst definieren wir, was die theoretische Verteilung
ist.

DEFINITION 3.2.1. Sei X eine Zufallsvariable. Die theoretische Verteilung von X ist ein
Wahrscheinlichkeitsma$ p auf (R, B) mit

pu(A) = P[X € A] fiir jede Borel-Menge A C R.

13



Der Zusammenhang zwischen der theoretischen Verteilung p und der theoretischen Vertei-
lungsfunktion F' einer Zufallsvariable ist dieses:

F(t) = p((—o0,t]), teR.

Wie konnen wir die theoretische Verteilung anhand einer Stichprobe (x1, ..., z,) schitzen?
DEFINITION 3.2.2. Die empirische Verteilung einer Stichprobe (xy,...,z,) € R™ ist ein
Wabhrscheinlichkeitsma$ fi,, auf (R, B) mit
1 < 1
1, (A) = — lpeca=—#{ie{l,...,n} x; € A}.
)= 3 Tuea = #10 € (o) s € 4)

Die theoretische Verteilung ji,, ordnet jeder Menge A die Wahrscheinlichkeit, dass X einen
Wert in A annimmt, zu. Die empirische Verteilung ordnet jeder Menge A den Anteil der
Stichprobe, der in A liegt, zu.

Die empirische Verteilung i, kann man sich folgendermafien vorstellen: Sie ordnet jedem
der Punkte z; aus der Stichprobe das gleiche Gewicht 1/n zu. Falls ein Wert mehrmals in
der Stichprobe vorkommt, wird sein Gewicht entsprechend erhcht. Dem Rest der reellen
Geraden, also der Menge R\{z1,...,z,}, ordnet j1,, Gewicht 0 zu. Am Besten kann man das
mit dem Begriff des Dirac-6-Mafles beschreiben.

DEFINITION 3.2.3. Sei x € R eine Zahl. Das Dirac-6-Maf §, ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl
auf (R, B) mit

1, fall A
9. (A) = {0: lelz z Z A’ fiir alle Borel-Mengen A C R.

Das Dirac-0-MaB 0, ordnet dem Punkt x das Gewicht 1 zu. Der Menge R\{z} ordnet es das
Gewicht 0 zu. Die empirische Verteilung ji,, 1dsst sich nun wie folgt darstellen:

SO I

Zwischen der empirischen Verteilung fi,, und der empirischen Verteilungsfunktion ]3” besteht
der folgende Zusammenhang:

~

Fy(t) = Hp((—00,1]).
3.3. Satz von Gliwenko—Cantelli
Wir haben in Teil 3 von Satz gezeigt, dass fiir jedes t € R die Zufallsvariable F\n(t)

gegen die Konstante F(t) fast sicher konvergiert. Man kann auch sagen, dass die empirische

Verteilungsfunktion F;, punktweise fast sicher gegen die theoretische Verteilungsfunktion F'(t)
konvergiert. Im néchsten Satz beweisen wir eine viel stéirkere Aussage. Wir zeigen némlich,
dass die Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit 1 sogar gleichmdfig ist.

DEFINITION 3.3.1. Der Kolmogorov-Abstand zwischen der empirischen Verteilungsfunktion
F, und der theoretischen Verteilungsfunktion F' wird folgendermaflen definiert:

D, = sup|Fu(t) - F(8)].
teR

14



ABBILDUNG 1. Die schwarz dargestellte Funktion ist die empirische Verteilungs-
funktion einer Stichprobe vom Umfang n = 50 aus der Standardnormalverteilung.
Die blaue Kurve ist die Verteilungsfunktion der Normalverteilung. Der Satz von
Gliwenko—Cantelli besagt, dass bei steigendem Stichprobenumfang n die schwarze
Kurve mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen die blaue Kurve gleichméflig konvergiert.

SATZ 3.3.2 (von Gliwenko—Cantelli). Fir den Kolmogorov-Abstand D, gilt

D, L% 0.

n—oo
Mit anderen Worten, es gilt
P|lim D, =0] =1

n—00

BEISPIEL 3.3.3. Da aus der fast sicheren Konvergenz die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
folgt, gilt auch

D, 25 0.

n—oo

Somit gilt fiir alle € > 0:

lim P |sup |F,(t) — F(t)| > ¢| = 0.

Also geht die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Schétzung von F' durch ﬁn ein Fehler von
mehr als ¢ entsteht, fiir n — oo gegen 0.

BEMERKUNG 3.3.4. Fiir jedes t € R gilt offenbar
0 < [Fy(t) = F(t)] < D,.
Aus dem Satz von Gliwenko—Cantelli und dem Sandwich-Lemma folgt nun, dass fiir alle

teR
B(t) — F(1)] L2 0,

n—o0

was exakt der Aussage von Satz [3.1.5] Teil 3 entspricht. Somit ist der Satz von Gliwenko—
Cantelli starker als Satz|3.1.5] Teil 3.
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BEWEIS VON SATZ[3.3.2l Wir werden den Beweis nur unter der vereinfachenden Annahme
fithren, dass die Verteilungsfunktion F' stetig ist. Sei also F' stetig. Sei m € N beliebig.

SCHRITT 1. Da F stetig ist und von 0 bis 1 monoton ansteigt, kénnen wir Zahlen
21 < 2o < ...<Zm-1

mit der Eigenschaft

1 k m—1
F =—,...,F =—,.. ., Flzp1) = —
(Zl) ma ’ (Zk) mv ) (Z 1) m
finden. Um die Notation zu vereinheitlichen, definiern wir noch z; = —oo und z,, = +0o0, so

dass F'(zp) = 0 und F(z,,) = 1.

SCHRITT 2. Wir werden nun die Differenz zwischen F, (z) und F(z) an einer beliebigen Stelle
z durch die Differenzen an den Stellen z; abschétzen. Fiir jedes z € R kénnen wir ein & mit
z € |2k, 2k+1) finden. Dann gilt wegen der Monotonie von F,, und F:

Fu(z) = F(2) < Falen) = F(a) = Faln) = Flan) + -

Auf der anderen Seite gilt auch

Fu(z) = F(2) > Fu(zh) = Flzrer) = Fa(za) = Flzx) — %

SCHRITT 3. Definiere fiir m € Nund £ =0,1,...,m das Ereignis

Apg = {w € Q: lim ﬁn(zk;w) = F(zk)}

n—oo

Dabei sei bemerkt, dass ﬁn(zk) eine Zufallsvariable ist, weshalb sie auch als Funktion des
Ausgangs w €  betrachtet werden kann. Aus Satz [3.1.5] Teil 3 folgt, dass

P[A,x] =1 firallem e Nk =0,...,m.
SCHRITT 4. Definiere das Ereignis A, := N yA,, 5. Da ein Schnitt von endlich vielen fast
sicheren Ereignis wiederum fast sicher ist, folgt, dass

P[A,,] = 1 fiir alle m € N.

Da nun auch ein Schnitt von abzéhlbar vielen fast sicheren Ereignissen wiederum fast sicher
ist, gilt auch fiir das Ereignis A :=N%°_; A,,, dass P[A] = 1.

SCHRITT 5. Betrachte nun einen beliebigen Ausgang w € A,,. Dann gibt es wegen der
Definition von A, ein n(w, m) € N mit der Eigenschaft

~ 1
|Fo(zi;w) — F(2x)] < — fiir alle n > n(w,m) und k =0,...,m.
m
Aus Schritt 2 folgt, dass

~ 2
D, (w) =sup|F,(z;w) — F(2)| < — fiir alle w € A,, und n > n(w,m).
z€R m

Betrachte nun einen beliebigen Ausgang w € A. Somit liegt w im Ereignis A,,, und das fiir
alle m € N. Wir konnen nun das, was oben gezeigt wurde, auch so schreiben: Fiir alle m € N
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existiert ein n(w, m) € N so dass fiir alle n > n(w, m) die Ungleichung 0 < D, (w) < 2 gilt.
Das bedeutet aber, dass

lim D, (w) =0 fur alle w € A.

n—oo

Da nun die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A laut Schritt 4 gleich 1 ist, erhalten wir
P Hw €Q: lim D,(w) = o}] > P[A] = 1.
n—oo

Somit gilt D, L% 0. O

n—oo

17



KAPITEL 4

Dichteschéitzer
Es seien X, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte f und
Verteilungsfunktion F'. Es sei (z4,...,,) eine Realisierung von (X1, ..., X,). In diesem Ka-

pitel beschiftigen wir uns mit dem folgenden Problem: Man schétze die Dichte f anhand
der Stichprobe (z1,...,x,).

Zunéchst einmal kann man die folgende Idee ausprobieren. Wir kénnen die Verteilungsfunk-
tion F' durch die empirische Verteilungsfunktion ﬁn schétzen. Die Dichte f ist die Ableitung
der Verteilungsfunktion F'. Somit konnen wir versuchen, die Dichte f durch die Ableitung
von ﬁn zu schétzen. Diese Idee funktioniert allerdings nicht, da die Funktion ﬁn nicht diffe-
renzierbar (und sogar nicht stetig) ist. Man muss also andere Methoden benutzen.

4.1. Histogramm

Wir wollen nun das Histogramm einfiihren, das als ein sehr primitiver Schétzer fiir die Dichte
aufgefasst werden kann. Sei (z1, ..., x,) € R™ eine Stichprobe. Sei cy, . . ., ¢; eine aufsteigende
Folge reeller Zahlen mit der Eigenschaft, dass die komplette Stichprobe x4, ..., x, im Inter-
vall (co, ;) liegt. Typischerweise wihlt man die Zahlen ¢; so, dass die Absténde zwischen
den aufeinanderfolgenden Zahlen gleich sind. In diesem Fall nennt man h := ¢; — ¢;_; die
Bandbreite.

o1l

T il
-3 -1 -1 [1] 1

ABBILDUNG 1. Das Histogramm einer standardnormalverteilten Stichprobe vom
Umfang n = 10000. Die glatte blaue Kurve ist die Dichte der Standardnormalver-
teilung.

18



LN

-2 o 2 4 -3 -1 -1 ] 1 b 3

ABBILDUNG 2. Das Histogramm einer standardnormalverteilten Stichprobe vom
Umfang 10000 mit einer schlecht gewéhlten Bandbreite h = ¢; — ¢;—1. Links: Die
Bandbreite ist zu gro. Rechts: Die Bandbreite ist zu klein. In beiden Féllen zeigt
die glatte blaue Kurve die Dichte der Standardnormalverteilung.

Die Anzahl der Stichprobenvariablen z; im Intervall (¢;_1, ¢;] wird mit n; bezeichnet, somit
gilt

n
ni :Zlmje(ci—l,ci]v 1=1,...,k.
J=1

Teilt man n; durch den Stichprobenumfang n, so fithrt dies zur relativen Hdiufigkeit
1
fi=2
n
Als Histogramm wird die graphische Darstellung dieser relativen Héufigkeiten bezeichnet,
siehe Abbildung . Man konstruiert ndmlich iiber jedem Intervall (¢;_1, ¢;] ein Rechteck mit
dem Flédcheninhalt f;. Das Histogramm ist dann die Vereinigung dieser Rechtecke. Es ist

offensichtlich, dass die Summe der relativen Haufigkeiten 1 ergibt, d.h.

k
> fi=1

Das bedeutet, dass der Flacheninhalt unter dem Histogramm gleich 1 ist. Auflerdem gilt
Ji 2 0.

Das Histogramm hat den Nachteil, dass die Wahl der ¢;’s bzw. die Wahl der Bandbreite
h willkiirlich ist. Ist die Bandbreite zu klein oder zu grofl gewahlt, so kommt es zu Histo-
grammen, die die Dichte nur schlecht approximieren, siche Abbildung [2l Auflerdem ist das
Histogramm eine lokal konstante, nicht stetige Funktion, obwohl die Dichte f meistens weder
lokal konstant noch stetig ist. Im néchsten Abschnitt betrachten wir einen Dichteschétzer,
der zumindest von diesem zweiten Nachteil frei ist.

4.2. Kerndichteschitzer

Wir werden nun eine bessere Methode zur Schétzung der Dichte betrachten, den Kerndich-
teschétzer.

DEFINITION 4.2.1. Ein Kern ist eine messbare Funktion K : R — [0, 00), so dass
19
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ABBILDUNG 3. Kerndichteschitzer.

(1) K(x) > 0 fiir alle z € R und
(2) [x K(2)dz =1.

Die Bedingungen in der Definition eines Kerns sind somit die gleichen, wie in der Definition
einer Dichte.

DEFINITION 4.2.2. Sei (z1,...,2,) € R™ eine Stichprobe. Sei K ein Kern und A > 0 ein
Parameter, der die Bandbreite heifit. Der Kerndichteschdtzer ist definiert durch

A 1 & r—x;
fn(x)—Mile< - ) z €R.

BEMERKUNG 4.2.3. Jedem Punkt z; in der Stichprobe wird in dieser Formel ein “Beitrag”

der Form
1 T — x;
—K
nh ( h )

zugeordnet. Der Kerndichteschétzer fn ist die Summe der einzelnen Beitrige. Das Integral
jedes einzelnen Beitrags ist gleich 1/n, denn

1 T — T 1 1
—K “lde == | K(y)dy = =.
/Rhn ( h ) v n/R (v)dy n

T—x;

h

Um das Integral zu berechnen, haben wir dabei die Variable y :=

mit dy = df eingefiihrt.
Somit ist das Integral von fn gleich 1:

/an(a:)da: .

Es ist auBerdem klar, dass f,(z) > 0 fiir alle 2 € R. Somit ist f, tatsichlich eine Dichte.

BEMERKUNG 4.2.4. Die Idee hinter dem Kerndichteschitzer zeigt Abbildung [3] Auf dieser
Abbildung ist der Kerndichteschétzer der Stichprobe

(—4,-3,-2.5,4.5,5.0,5.5,5.75, 6.5)

zu sehen. Die Zahlen aus der Stichprobe werden durch rote Kreise auf der x-Achse dargestellt.
Die gestrichelten Kurven zeigen die Beitrige der einzelnen Punkte. In diesem Fall benutzen
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wir den Gauf—Kern, der unten eingefithrt wird. Die Summe der einzelnen Beitréige ist der
Kerndichteschétzer f,,, der durch die blaue Kurve dargestellt wird.

In der Definition des Kerndichteschitzers kommen zwei noch zu wahlende Parameter vor:
Der Kern K und die Bandbreite h. Fiir die Wahl des Kerns gibt es z.B. die folgenden
Moglichkeiten.

BEISPIEL 4.2.5. Der Rechteckskern ist definiert durch
1
K(z) = §ﬂxe[—1,1]-
Der mit dem Rechteckskern assoziierte Kerndichteschétzer ist somit gegeben durch

27’Lh Z :H-xle[a: h,z+h]

und wird auch als gleitendes Histogramm beze1chnet. Ein Nachteil des Rechteckskerns ist,
dass er nicht stetig ist.

BEISPIEL 4.2.6. Der Gauf-Kern ist nichts Anderes, als die Dichte der Standardnormalver-
teilung:

Es gilt dann

1 T — 1 (x — x;)?
K — i
h ( 7 ) mf”( 2h? )
was der Dichte der Normalverteilung N(z;, h?) entspricht. Der Kerndichteschétzer fn ist dass
das arithmetische Mittel solcher Dichten.
BEISPIEL 4.2.7. Der Epanechnikov-Kern ist definiert durch
3
K(x) {Z<1 —2?), fallsz € (-1,1),
0, sonst.
Dieser Kern verschwindet auflerhalb des Intervalls (—1, 1), hat also einen kompakten Tréiger.
BEISPIEL 4.2.8. Der Bisquare-Kern ist gegeben durch
K(x) {%(1 — %)% fallsz e (—1,1),
0, sonst.
Dieser Kern besitzt ebenfalls einen kompakten Trager und ist glatter als der Epanechnikov-

Kern.

Die optimale Wahl der Bandbreite h ist ein nichttriviales Problem, mit dem wir uns in dieser
Vorlesung nicht beschéftigen werden.
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KAPITEL 5

Methoden zur Konstruktion von Schitzern

5.1. Parametrisches Modell

Sei (x1,...,x,) eine Stichprobe. In der parametrischen Statistik nimmt man an, dass die
Stichprobe (z1,. .., ,) eine Realisierung von unabhéngigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen (X7, ..., X)) mit Verteilungsfunktion Fy(x) ist. Dabei hingt die Verteilungsfunk-
tion Fy von einem unbekannten Wert (Parameter) 6 ab. In den meisten Fillen nimmt man
auBlerdem an, dass entweder die Zufallsvariablen X; fiir alle Werte des Parameters 6 absolut
stetig sind und eine Dichte hy besitzen, oder dass sie fiir alle Werte von 6 diskret sind und eine
Ziahldichte besitzen, die ebenfalls mit hg bezeichnet wird. Die Aufgabe der parametrischen
Statistik besteht darin, den unbekannten Parameter # anhand der bekannten Stichprobe
(x1,...,x,) zu schitzen.

Die Menge aller moglichen Werte des Parameters € wird der Parameterraum genannt und

mit © bezeichnet. In den meisten Féllen ist 6 = (6;,...,6,) ein Vektor mit Komponenten
01,...,0,. In diesem Fall muss der Parameterraum © eine Teilmenge von R? sein.

Um den Parameter 6 anhand der Stichprobe (z1,...,x,) zu schitzen, konstruiert man einen
Schétzer.

DEFINITION 5.1.1. Ein Schdtzer ist eine Abbildung

~

6:R" — 0O, (X1, ..y xn) = 02, .. 2).

Man muss versuchen, den Schétzer so zu konstruieren, dass é(xl, ..., x,) den wahren Wert
des Parameters # moglichst gut approximiert. Wie das geht, werden wir im Weiteren sehen.

BEISPIEL 5.1.2. Wir betrachten ein physikalisches Experiment, bei dem eine physikalische
Konstante (z.B. die Lichtgeschwindigkeit) bestimmt werden soll. Bei n unabhéngigen Mes-

sungen der Konstanten ergaben sich die Werte (x1, ..., z,). Normalerweise nimmt man an,
dass diese Stichprobe eine Realisierung von n unabhéngigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen (X7, ..., X,,) mit einer Normalverteilung ist:

X1, .0, X ~ N(p, 02).

Dabei ist p der wahre Wert der zu bestimmenden Konstanten und o? die quadratische
Streuung des Experiments. Beide Parameter sind unbekannt. Somit besteht das Problem,
den Parameter § = (u,0?) aus den gegebenen Daten (xy,...,z,) zu schiitzen. In diesem
Beispiel ist der Parameterraum gegeben durch

O ={(n,0*):peR,0*>0} =R x (0,00).
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Die Dichte von X; ist gegeben durch (siehe auch Abbildung

ABBILDUNG 1. Das Bild zeigt die Dichten der Normalverteilungen, die zu verschie-
denen Werten der Parameter p und o2 gehéren. Die Aufgabe der parametrischen
Statistik ist es, zu entscheiden, zu welchen Parameterwerten eine gegebene Stich-
probe gehort.

Als Schitzer fiir 4 und o2 kénnen wir z.B. den empirischen Mittelwert und die empirische
Varianz verwenden:

A Lt 5 1 N2 L2
p(xl,...,xn)_T—xn, a(xl,...,xn)—n_llz:;(xi—xn) =S;.

In den néchsten drei Abschnitten werden wir die drei wichtigsten Methoden zur Konstruktion
von Schétzern betrachten: die Momentenmethode, die Mazimum—Likelihood—Methode und die
Bayes—Methode.

An dieser Stelle miissen wir noch eine Notation einfithren. Um im parametrischen Modell die
Verteilung der Zufallsvariablen X, ..., X,, eindeutig festzugelegen, muss man den Wert des
Parameters 6 angeben. Bevor man von der Wahrscheinlichkeit eines mit X1, ..., X,, verbun-
denen Ereignisses spricht, muss man also sagen, welchen Wert der Parameter 6 annehmen
soll. Wir werden deshalb sehr oft die folgende Notation verwenden. Mit Py[A] bezeichnen wir
die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A unter der Annahme, dass die Zufallsvariablen X;
unabhéngig und identisch verteilt mit Verteilungsfunktion Fy (bzw. mit Dichte/ Z&hldichte
hg) sind. Dabei kénnen sich Py, [A] und Py,[A] durchaus unterscheiden. Analog bezeichnen
wir mit EgZ und Vary Z den Erwartungswert bzw. die Varianz einer Zufallsvariable Z unter
der Annahme, dass die Zufallsvariablen X; unabhéngig und identisch verteilt mit Vertei-
lungsfunktion Fy (bzw. mit Dichte/ Zéhldichte hy) sind.

Die Zufallsvariablen Xj, ..., X,, kann man sich als messbare Funktionen auf einem Messraum
(2, A) denken. In der Wahrscheinlichkeitstheorie musste man aufierdem ein Wahrscheinlich-
keitsmafl P auf diesem Raum angeben. Im parametrischen Modell brauchen wir nicht ein
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Wahrscheinlichkeitsmaf}, sondern eine durch 6 parametrisierte Familie von Wahrscheinlich-
keitsmaflen {Py : 6 € O} auf (2,.4). Je nachdem welchen Wert der Parameter ¢ annimmt,
konnen wir eines dieser Wahrscheinlichkeitsmafle verwenden.

5.2. Momentenmethode

Wie in der parametrischen Statistik iiblich, nehmen wir an, dass die Stichprobe (z1, ..., x,)
eine Realisierung der unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (X7i,...,X,,)
mit Verteilungsfunktion Fj ist. Dabei ist § = (04, ...,6,) € RP der unbekannte Parameter.
Fiir die Momentenmethode brauchen wir die folgenden Begriffe.

DEFINITION 5.2.1. Das k-te theoretische Moment (mit k € N) der Zufallsvariable X; ist
definiert durch

Zum Beispiel ist m;(6) der Erwartungswert von X;. Die theoretischen Momente sind Funk-
tionen des Parameters 6.

DEFINITION 5.2.2. Das k-te empirische Moment (mit k € N) der Stichprobe (z1, ..., z,) ist
definiert durch

Zum Beispiel ist m; der empirische Mittelwert z,, der Stichprobe.

Die Idee der Momentenmethode besteht darin, die empirischen Momente den theoretischen
gleichzusetzen. Dabei sind die empirischen Momente bekannt, denn sie héngen nur von der
Stichprobe (z1,...,x,) ab. Die theoretischen Momente sind hingegen Funktionen des unbe-
kannten Parameters 6, bzw. Funktionen seiner Komponenten 6, ...,6,. Um p unbekannte
Parameter zu finden, brauchen wir normalerweise p Gleichungen. Wir betrachten also ein
System aus p Gleichungen mit p Unbekannten:

m1(01,...,9p):fn1, ey mp(Ql,...,Qp):mp.

Die Losung dieses Gleichungssystems (falls sie existiert und eindeutig ist) nennt man den
Momentenschdtzer und bezeichnet ihn mit . Dabei steht “ME” fiir “Moment Estimator”.

BEISPIEL 5.2.3. Momentenmethode fiir den Parameter der Bernoulli-Verteilung Bern(9).
In diesem Beispiel betrachten wir eine unfaire Miinze. Die Wahrscheinlichkeit 6, dass die
Miinze bei einem Wurf “Kopf” zeigt, sei unbekannt. Um diesen Parameter zu schétzen,
werfen wir die Miinze n = 100 Mal. Nehmen wir an, dass die Miinze dabei s = 60 Mal
“Kopt” gezeigt hat. Das Problem besteht nun darin, # zu schétzen.

Wir betrachten fiir dieses Problem das folgende mathematische Modell. Zeigt die Miinze
bei Wurf i Kopf, so setzen wir x; = 1, ansonsten sei x; = 0. Auf diese Weise erhalten wir
eine Stichprobe (z1,...,2,) € {0,1}" mit z; + ... + z, = s = 60. Wir nehmen an, dass
(x1,...,2,) eine Realisierung von n unabhéngigen Zufallsvariablen Xi,..., X, mit einer
Bernoulli-Verteilung mit Parameter 6 € [0, 1] ist, d.h.
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Da wir nur einen unbekannten Parameter haben, brauchen wir nur das erste Moment zu
betrachten. Das erste theoretische Moment von X ist gegeben durch

mi(0) =EgX; =1-Pp[X; = 1] +0-Py[X; =0] = 6.
Das erste empirische Moment ist gegeben durch

m1:x1+...+xn :fzﬂzo.(s,
n n 100
Setzen wir beide Momente gleich, so erhalten wir den Momentenschétzer
fe = — = 0.6,
n
Das Ergebnis ist natiirlich nicht {iberraschend.

BEISPIEL 5.2.4. Momentenmethode fiir die Parameter der Normalverteilung N(u, o%).

Sei (x1, ..., x,) eine Realisierung von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
X1,...,X,, die eine Normalverteilung mit unbekannten Parametern (j, c?) haben. Als Mo-
tivation kann etwa Beispiel dienen. Wir schéitzen p und o mit der Momentenmethode.
Da wir zwei Parameter haben, brauchen wir zwei Gleichungen (also Momente der Ordnun-
gen 1 und 2), um diese zu finden. Zuerst berechnen wir die theoretischen Momente. Der
Erwartungswert und die Varianz einer N(u, 0%)-Verteilung sind gegeben durch

E,-2X;=p, Var,,X;= a2,
Daraus ergeben sich die ersten zwei theoretischen Momente:

ma (,uu 0-2) = E,u,oQ [Xz] = [,
ma(p,0%) = E, 52[X7] = Var, .2 X; + (B, ,2[X;])* = 0® + p°.

Setzt man die theoretischen und die empirischen Momente gleich, so erhdlt man das Glei-
chungssystem

xry+...+x,
—:N’

n
2 2
ri+...+x,
1 p 202+M2-

Dieses Gleichungssystem lisst sich wie folgt nach p und o2 auflésen:

H = Tn,

n

2
12” 12" 1 Z” _ 12 _ n—1
o= n i=1 i = (ﬁ i=1 $z> T <i:1 i _n$i> T (i = 2n)” = n &2

i=1

Dabei haben wir die Identitit Y | 22 —nz2 = 3" (z; — Z,)? benutzt (Ubung). Somit sind
die Momentenschétzer gegeben durch

N _ /\2 n_l
UME = Zn, Oygg —

3N
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BEISPIEL 5.2.5. Momentenmethode fiir den Parameter der Poisson—Verteilung Poi(#).

In diesem Beispiel betrachten wir ein Portfolio aus n Versicherungsvertrigen. Es sei x; €
{0,1,...} die Anzahl der Schiden, die der Vertrag 7 in einem bestimmten Zeitraum erzeugt
hat:

Vertrag | 1 | 2| 3 |...| n

Schiaden | xq | 29 | 23| ... |
In der Versicherungsmathematik nimmt man oft an, dass die konkrete Stichprobe (z1, ..., z,)
eine Realisierung von n unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (X7, ..., X,,)

ist, die eine Poissonverteilung mit einem unbekannten Parameter # > 0 haben.
0.12 -
0.10 —
0.8
0.06 -

pozf

10 0 30 40 50 &0

ABBILDUNG 2. Z#hldichten der Poissonverteilungen, die zu verschiedenen Werten
des Parameters 6 gehoren.

Wir schétzen 6 mit der Momentenmethode. Da der Erwartungswert einer Poi(6)—Verteilung
gleich @ ist, gilt
Das erste empirische Moment ist gegeben durch
i (0) = Tt T T,

n

Nun setzen wir die beiden Momente gleich und erhalten den Momentenschétzer
Oume = Tn.
5.3. Maximum-Likelihood—Methode

Die Maximum-Likelihood-Methode wurde von Carl Friedrich Gaufl entdeckt und von Ronald
Fisher weiterentwickelt. Die Maximum-Likelihood-Methode ist (wie auch die Momentenme-
thode) ein Verfahren, um Schétzer fiir die unbekannten Komponenten des Parametervektors
0 = (64,...,6,) zu gewinnen. Sei (xy,...,x,) eine Stichprobe. Wir werden annehmen, dass
entweder alle Verteilungen aus der parametrischen Familie {Fp : 0 € ©} diskret oder alle
Verteilungen absolut stetig sind.

DER DISKRETE FALL. Seien zuerst die Zufallsvariablen X, fiir alle Werte des Parameters
0 diskret. Wir bezeichnen die Z&hldichte von X; mit hy. Dann ist die Likelihood—Funktion

26



gegeben durch

L(0) = L(x1,...,2,;0) = Py[ Xy = 21,..., X, = x,].
Die Likelihood—Funktion héngt sowohl von der Stichprobe, als auch vom Parameterwert 6 ab,
wir werden sie aber hauptséchlich als Funktion von 6 auffassen. Wegen der Unabhéngigkeit
von Xq,..., X, gilt

L(zy,...,x;0) =Pp[ X5 = 1] - ... - Py X, = 2] = ho(x1) - ... - hy(xy).

Die Likelihood—Funktion ist somit die Wahrscheinlichkeit, die gegebene Stichprobe (x4, ..., z,)
zu beobachten, wobei diese Wahrscheinlichkeit als Funktion des Parameters 6 aufgefasst wird.

DER ABSOLUT STETIGE FALL. Seien nun die Zufallsvariablen X; fiir alle Werte des Para-
meters 6 absolut stetig. Wir bezeichnen die Dichte von X; mit hy. In diesem Fall definieren
wir die Likelihood—Funktion wie folgt:

L(0) = L(xy,...,2,;0) = ho(z1) - ... - hg(xy,).

In beiden Fillen besteht die Idee der Maximum-Likelihood—Methode darin, einen Wert von
0 zu finden, der die Likelihood—Funktion maximiert:

L(#) — max.
Der Mazimum~—Likelihood—Schditzer (oder der ML-Schdtzer) ist definiert durch
Orr = argmax g L(0).

Es kann passieren, dass dieses Maximierungsproblem mehrere Losungen hat. In diesem Fall
muss man eine dieser Losungen als Schitzer auswéhlen.

BEISPIEL 5.3.1. Maximum-Likelihood—Schétzer fiir den Parameter der Bernoulli-Verteilung
Bern(#).

Wir betrachten wieder eine unfaire Miinze, wobei die mit 6 bezeichnete Wahrscheinlichkeit
von “Kopt” wiederum unbekannt sei. Nach n = 100 Wiirfen habe die Miinze s = 60 Mal
“Kopf” gezeigt. Wir werden nun 6 mit der Maximum-Likelihood-Methode schétzen. Das
kann man mit zwei verschiedenen Ansétzen machen, die aber (wie wir sehen werden) zum
gleichen Ergebnis fiihren.

ERSTES MODELL. Das Ergebnis des Experiments, bei dem die Miinze n Mal geworfen wird,
konnen wir in einer Stichprobe (xy,...,z,) € {0,1}" darstellen, wobei x; = 1 ist, wenn
die Miinze bei Wurf ¢ “Kopf” gezeigt hat, und x; = 0 ist, wenn die Miinze bei Wurf i
“Zahl” gezeigt hat. Wir modellieren die Stichprobe (z1,...,x,) als eine Realisierung von
unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen Xi,...,X,,, die Bernoulli-verteilt
sind mit Parameter 6. Es handelt sich um diskrete Zufallsvariablen und die Z#hldichte ist
gegeben durch

0, falls z = 1,
ho(x) =Py[X; =2]=q1—0, fallsx=0,
0, sonst.

Somit gilt fiir die Likelihood—Funktion, dass:
L(zy,...,x0;0) =Po[ Xy =21,..., X =2, = ho(z1) - ... - hy(x,) =0°(1 —0)" 7,
wobei s = x1 + ... 4+ z,, = 60 ist. Wir maximieren nun L(6); siche Abbildung
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ABBILDUNG 3. Die Likelihood-Funktion L(f) = #%°(1 — 6)4°, € [0,1], aus Bei-
spiel [5.3.1} erstes Modell. Das Maximum wird an der Stelle § = 0.6 erreicht.

Wir benoétigen eine Fallunterscheidung.

FALL 1. Sei s = 0. Dann ist L(f) = (1 — )™ und somit gilt argmax L(6) = 0.
FALL 2. Sei s = n. Dann ist L(#) = 6™ und somit gilt argmax L(#) = 1.
FALL 3. Sei nun s ¢ {0,n}. Wir leiten die Likelihood-Funktion nach 6 ab:

d s—1 n—s s n—s—1 S N—=S5\ s n—s
@L(H):sﬁ (1—=0)""°—=(n—1:s)0°(1-10) :<§—1_0>0(1—0) )

Die Ableitung ist gleich 0 an der Stelle § = 2. (Das wiirde fiir s = 0 und s = n nicht
stimmen). Auflerdem ist L nichtnegativ und es gilt

191&)1 L(0) = lelgl L(#) = 0.

Daraus folgt, dass die Stelle § = 2 das globale Maximum der Funktion L(f) ist.

Die Ergebnisse der drei Félle kénnen wir nun wie folgt zusammenfassen: Der Maximum—
Likelihood—Schétzer ist gegeben durch

fir s =0,1,...,n.

S|w

'9ML =

Somit ist in unserem Beispiel 6,7, = % = 0.6.

ZWEITES MODELL. In diesem Modell betrachten wir s = 60 als eine Realisierung einer
binomialverteilten Zufallsvariable S mit Parametern n = 100 (bekannt) und 6 € [0, 1] (un-
bekannt). Somit ist die Likelihood-Funktion

n

L(s;0) =P[S = 5] = ( )98(1 — gy,

Maximierung dieser Funktion fithrt genauso wie im ersten Modell zu dem Maximum-Likelihood—
Schétzer

S

A S
QML = -
n
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BEISPIEL 5.3.2. Maximum-Likelihood—Schétzer fiir den Parameter der Poisson—Verteilung
Poi(0).

Sei (z1,...,x,) € Nj eine Realisierung der unabhéngigen und mit Parameter 6 Poisson—
verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X,,. Wir schéitzen 6 mit der Maximum—Likelihood—Methode.

Die Zéhldichte der Poissonverteilung Poi(6) ist gegeben durch

HI
hy(x) = e’e—', x=0,1,....
x!

Dies fiihrt zu folgender Likelihood—Funktion
p*1 H%n Hrit..t+zn
L(xy, ..., 00;0)=e— .. . .’ S —
1! ! o R IR

An Stelle der Likelihood—Funktion ist es in diesem Falle einfacher, die sogenannte log—
Likelithood—Funktion zu betrachten:

log L(0) = —On+ (x1 + ... + x,)logd — log(xy! ... x,!).

Nun wollen wir einen Wert von 6 finden, der diese Funktion maximiert. Fiirxy =... =z, =0
ist dieser Wert offenbar § = 0. Seien nun nicht alle x; gleich 0. Die Ableitung von log L(0)
ist gegeben durch

@logL(G) = —n—l—T.

Die Ableitung ist gleich 0 an der Stelle § = Z,,. (Das ist im Falle, wenn alle z; gleich 0 sind,
falsch, denn dann wére die Ableitung an der Stelle 0 gleich —n). Um zu sehen, dass 6 = ,,
tatsichlich das globale Maximum der Funktion log L(#) ist, kann man wie folgt vorgehen.
Es gilt offenbar £ log L(f) > 0 fiir 0 < 6 < 7, und £ log L(¢) < O fiir 6 > Z,. Somit ist die
Funktion log L(#) strikt steigend auf [0, Z,,) und strikt fallend auf (z,, cc0). Die Stelle z,, ist
also tatséchlich das globale Maximum. Der Maximum-—Likelihood—Schétzer ist somit

1+ ... +x,
—

éML =T, =
Nun betrachten wir einige Beispiele zur Maximum-Likelihood-Methode im Falle der absolut
stetigen Verteilungen.

BEISPIEL 5.3.3. Maximum-Likelihood—Schétzer fiir den Endpunkt der Gleichverteilung UJ0, 6].
Stellen wir uns vor, dass jemand in einem Intervall [0, 0] zufillig, gleichverteilt und un-
abhéngig voneinander n Punkte x4, ..., z, ausgewdhlt und markiert hat. Uns werden nun
die Positionen der n Punkte gezeigt, nicht aber die Position des Endpunktes 6; sieche Abbil-
dung [ Wir sollen # anhand der Stichprobe (1, ...,z,) rekonstruieren.

ABBILDUNG 4. Rote Kreise zeigen eine Stichprobe vom Umfang n = 7, die gleich-
verteilt auf einem Intervall [0, 6] ist. Schwarze Kreise zeigen die Endpunkte des In-
tervalls. Die Position des rechten Endpunktes soll anhand der Stichprobe geschétzt
werden.
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Der Parameterraum ist hier © = {# > 0} = (0, 00). Wir modellieren (xy,...,x,) als Reali-
sierungen von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen X, ..., X,,, die gleich-
verteilt auf einem Intervall [0, ] sind. Die Zufallsvariablen X; sind somit absolut stetig und

ihre Dichte ist gegeben durch
1 fall 0
ho(z) = 4 7 alls = € [0, 6],
0, fallsx ¢[0,0].
Das fiithrt zu folgender Likelihood—Funktion

1 1
L(:L’l, vy Ty 9) = h@(l’l) oLt hg(In) = Q_RILME[O,@] o ]la:ne[oﬂ] = Q_nﬂff(n)ﬁe'
Dabei ist #(,y = max{z1,...,x,} die maximale Beobachtung dieser Stichprobe. Der Graph

der Likelihood—Funktion ist auf Abbildung [5] zu sehen.

0.0 Tt - — - 1

ABBILDUNG 5. Maximum-Likelihood-Schétzung des Endpunktes der Gleichver-
teilung. Die roten Punkte zeigen die Stichprobe. Die blaue Kurve ist die Likelihood—
Funktion L(6).

Die Funktion L(6) ist 0 solange 6 < x(,), und monoton fallend fiir § > x(,). Somit erhalten
wir den Maximum-Likelihood—Schétzer
Orrr = argmax L(0) = x(,).
6>0
Der Maximum-Likelihood—Schétzer in diesem Beispiel ist also das Maximum der Stichpro-
be. Es sei bemerkt, dass dieser Schiatzer den wahren Wert # immer unterschétzt, denn die
maximale Beobachtung x(,) ist immer kleiner als der wahre Wert des Parameters 0.

AUFGABE 5.3.4. Bestimmen Sie den Momentenschétzer im obigen Beispiel und zeigen Sie,
dass er nicht mit dem Maximum-Likelihood—Schétzer iibereinstimmt.

BEISPIEL 5.3.5. Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die Parameter der Normalverteilung
N(u,o?).

Es sei (z1,...,2,) eine Realisierung von unabhiingigen und mit Parametern y, 0 normalver-
teilten Zufallsvariablen X1, ..., X,. Wir schiitzen p und o? mit der Maximum-Likelihood—
Methode. Die Dichte von X; ist gegeben durch

hy o2(t) exp (— G “)2) . teR

202

1
N \V2mo
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Dies fiihrt zu folgender Likelihood—Funktion:

L(,0%) = Llxy, a1, 0%) = (\/;_Wa)nexp (-i%) |

=1

Die log-Likelihood-Funktion sieht folgendermafien aus:
log L(p,0%) = —Elog(27r02) L i(xl — )%
’ 2 202 —
Wir bestimmen das Maximum dieser Funktion. Sei zuniichst o2 fest. Wir betrachten die
Funktion log L(u,0?) als Funktion von g und bestimmen das Maximum dieser Funktion.
Wir leiten nach p ab:

log L(p,0?) 1 ¢
dlog L(p,0%) _ (z; — ).
i=1
Die Ableitung ist gleich 0 an der Stelle u = z,. Fiir p < Z,, ist die Ableitung positiv (und
somit die Funktion steigend), fiir u > z,, ist die Ableitung negativ (und somit die Funktion
fallend). Also wird bei festem o2 an der Stelle 4 = 7, das globale Maximum erreicht. Nun

machen wir auch s := ¢? variabel. Wir betrachten die Funktion

log L(Z,, s) = —g log(27ms) — % Z(ml — )%

=1

ol o?

Falls alle z; gleich sind, wird das Maximum an der Stelle s = 0 erreicht. Es seien nun nicht
alle x; gleich. Wir leiten nach s ab:
dlog L(Z,,s)  n 1

R — — ¢ — 2
0s 2s + 252 — (i = Tn)"

n

Die Ableitung ist gleich 0 an der Stelle

n
1 n—1
— \2 2 _. 22
s:—g (x; — Tp)” = so =5,
n
1=

n

(Wiirden alle x; gleich sein, so wiirde das nicht stimmen, denn an der Stelle 0 existiert die
Ableitung nicht). Fiir s < §2 ist die Ableitung positiv (und die Funktion somit steigend),
fir s > §2 ist die Ableitung negativ (und die Funktion somit fallend). Somit wird an der
Stelle s = 52 das globale Maximum der Funktion erreicht. Wir erhalten somit die folgenden
Maximum-—Likelihood—Schétzer:

1 n
N - ) = \2
HUML = Tn, Oy, = ﬁ E (931 —ﬂfn) .
i=1

Im néchsten Beispiel betrachten wir die sogenannte Riickfangmethode (Englisch: capture-
recapture method) zur Bestimmung der Grofie einer Population.

BEISPIEL 5.3.6. In einem Teich befinden sich n Fische, wobei n (die Populationsgrofie) un-
bekannt sei. Um die Populationsgrofie n zu schétzen, kann man wie folgt vorgehen. Im ersten
Schritt (“capture”) werden aus dem Teich n; (eine bekannte Zahl) Fische gefangen und mar-
kiert. Danach werden die n; Fische wieder in den Teich zuriickgeworfen. Im zweiten Schritt
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(“recapture”) werden k Fische ohne Zuriicklegen gefangen. Unter diesen k Fischen seien k;
markiert und & — k; nicht markiert.

Anhand dieser Daten kann man n wie folgt schiatzen. Man setzt den Anteil der markierten
Fische unter den gefangenen Fischen dem Anteil der markierten Fische unter allen Fischen
gleich:

k’l o ny
k on

Aus dieser Gleichung ergibt sich der folgende Schétzer fiir die Populationsgrofie:
A nik

Nun werden wir die Maximum-Likelihood-Methode anwenden und schauen, ob sie den glei-
chen Schétzer liefert. Die Anzahl k; der markierten Fische unter den k gefangenen Fischen
betrachten wir als eine Realisierung der Zufallsvariable X mit einer hypergeometrischen
Verteilung. Die Likelihood—Funktion ist somit gegeben durch

(})
Die Frage ist nun, fiir welches n diese Funktion maximal ist. Dabei darf n nur Werte
{0,1,2,...} annehmen. Um dies herauszufinden, betrachten wir die folgende Funktion:

Likyn) GG (%) (n—k)-(n—ny)

L(ky;n—1) BE (Zi) . (";;fl) T n-(n—n—k+k)

L(ki;n) = P[X = k] =

R(n) =

Eine elementare Rechnung zeigt:

(1) fir n < nist R(n) < 1;

(2) fiir n > nist R(n) > 1;

(3) fir n =n ist R(n) = 1.
Dabei benutzen wir die Notation n = %f Daraus folgt, dass die Likelihood—Funktion L(n)
fiir n < n steigt und fiir n > n féllt. Ist nun n keine ganze Zahl, so wird das Maximum von
L(n) an der Stelle n = [n] erreicht. Ist aber n eine ganze Zahl, so gibt es zwei Maxima an
den Stellen n = 7 und n = n — 1. Dabei sind die Werte von L(n) an diesen Stellen gleich,
denn R(n) = 1. Dies fithrt zum folgenden Maximum-Likelihood—-Schétzer:

I falls "k ¢ 7,
ML = nik nik nik
BLE oder -1 falls T € 7.

Im zweiten Fall ist der Maximum-—Likelihood—-Schétzer nicht eindeutig definiert. Der Maximum-—
Likelihood—Schétzer ny, unterscheidet sich also nur unwesentlich vom Schétzer n.

5.4. Bayes—Methode

Fiir die Einfithrung des Bayes—Schétzers muss das parametrische Modell etwas modifiziert
werden. Um die Bayes—Methode anwenden zu kénnen, werden wir zusétzlich annehmen, dass
der Parameter 6 selber eine Zufallsvariable mit einer gewissen (und bekannten) Verteilung
ist. Wir betrachten zuerst ein Beispiel.
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BEISPIEL 5.4.1. Eine Versicherung teile die bei ihr versicherten Autofahrer in zwei Katego-
rien: Typ 1 und Typ 2 (z.B. nach dem Typ des versicherten Fahrzeugs) ein. Die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Autofahrer vom Typ 1 (bzw. Typ 2) pro Jahr einen Schaden meldet, sei
0, = 0.4 (bzw. 2 = 0.1). Nun betrachten wir einen Autofahrer von einem unbekannten Typ,
der in n = 10 Jahren s = 2 Schéden hatte. Kénnen wir den Typ dieses Autofahrers raten
(schitzen)?

Der Parameterraum ist in diesem Fall © = {6;,0,}. Es sei S die Zufallsvariable, die die
Anzahl der Schiden modelliert, die ein Autofahrer in n = 10 Jahren meldet. Unter 6 = 6,
(also fiir Autofahrer vom Typ 1) gilt S ~ Bin(n,#;). Unter § = 6, (also fiir Autofahrer vom
Typ 2) ist S ~ Bin(n, #s). Dies fiihrt zur folgenden Likelihood-Funktion:

1
L(s;0,) =Py, [S = 5] = (Z) 03 (1 —0,)"° = ( 20) -0.4% - 0.6% = 0.1209,
n s n—s 10 2 8
L(s;0:) = Py,[S = 5] = ) 05(1 — 6)"* = 5 ) 0-17:0.9° = 0.1937.

Wir kénnen nun die Maximum-Likelihood-Methode anwenden, indem wir L(6;) mit L(6)
vergleichen. Es gilt L(62) > L(#;) und somit handelt es sich vermutlich um einen Autofahrer
vom Typ 2.

Sei nun zusétzlich bekannt, dass 90% aller Autofahrer vom Typ 1 und somit nur 10% vom
Typ 2 seien. Mit dieser zusétzlichen Vorinformation ist es natiirlich, den Parameter 6 als eine
Zufallsvariable zu modellieren. Die Zufallsvariable § nimmt zwei Werte 6; und 6, an und die
Wahrscheinlichkeiten dieser Werte sind

q(61) :==P[0 = 0;] = 0.9 und ¢(63) := P[d = 03] = 0.1.

Die Verteilung von 6 nennt man auch die a—priori—Verteilung. Wie ist nun die Anzahl der
Schéden S verteilt, die ein Autofahrer von einem unbekannten Typ in n Jahren meldet? Die
Antwort erhélt man mit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit:

P[S = 5] = P[§ = 0,] - P[S = 5|0 = 6] + P[0 = 65] - PIS = 5|0 = 0]
= a0 (" )oica - o ate) () o1 - u,

Es sei bemerkt, dass die Zufallsvariable S nicht binomialverteilt ist. Vielmehr ist die Vertei-
lung von S eine Mischung aus zwei verschiedenen Binomialverteilungen. Man sagt auch das
S bedingt binomialverteilt ist:

S|{# = 0:} ~ Bin(n, 6;) und S|{0 = 62} ~ Bin(n, 02).

Nun betrachten wir einen Autofahrer von einem unbekannten Typ, der s = 2 Schéiden
gemeldet hat. Die Wahrscheinlichkeit, dass 2 Schiden gemeldet werden, konnen wir mit der
obigen Formel bestimmen:

P[S =2]=0.9-0.1209 + 0.1 - 0.1937 = 0.1282.

Die a—posteriori—Verteilung von 6 ist die Verteilung von 6 gegeben die Information, dass S =
2. Zum Beispiel ist die a—posteriori-Wahrscheinlichkeit von # = 6, definiert als die bedingte
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Wahrscheinlichkeit, dass 8 = 67, gegeben, dass S = 2. Um die a—posteriori—Verteilung zu
berechnen, benutzen wir die Bayes—Formel:

d(6u]s) = Plo=0,|5 = 5] = L =01NS=5] _Pl#=6] P[S = 5|6 = 6]

P[S = 5] P[S = 5]
Mit den oben berechneten Werten erhalten wir, dass
0.9-0.1209
01]2) = —————— = 0.8486.
10112) = —jogy - = 08486

Die a—posteriori-Wahrscheinlichkeit von # = 6, kann analog berechnet werden. Es geht aber
auch einfacher:

¢(02]2) = 1 — q(61]s) = 0.1513,

Nun koénnen wir die a—posteriori-Wahrscheinlichkeiten vergleichen. Da ¢(61|2) > ¢(62]2),
handelt es sich vermutlich um einen Autofahrer vom Typ 1.

BEMERKUNG 5.4.2. Das Wort “a priori” steht fiir “vor dem Experiment”, das Wort “a
posteriori” steht fiir “nach dem Experiment”.

Nun beschreiben wir die allgemeine Form der Bayes—Methode.

BAYES—-METHODE IM DISKRETEN FALL. Zuerst betrachten wir den Fall, dass 6 eine diskrete
Zufallsvariable ist. Die moglichen Werte fiir 6 seien 61, 0,, . . .. Die Verteilung von 6 (die auch
die a—priori-Verteilung genannt wird) sei bekannt:

Seien (X7i,...,X,) Zufallsvariablen mit der folgenden Eigenschaft: Gegeben, dass 6 = 6,
sind die Zufallsvariablen X7, ..., X,, unabhéngig und identisch verteilt mit Zahldichte/Dichte
hy,(x). Es sei bemerkt, dass die Zufallsvariablen Xj, ..., X, nicht unabhéngig, sondern ledig-
lich bedingt unabhéngig sind. Es werde nun eine Realisierung (z1,...,z,) von (X1,...,X,)
beobachtet.

Die a—posteriori—Verteilung von 6 ist die bedingte Verteilung von 6 gegeben die Information,
dass X1 = z4,..., X, = z,, d.h.

q(O;|x1, ..., x) =P =0;|X1=21,.... Xy =x,], i=1,2,....
Hier nehmen wir der Einfachheit halber, dass die Zufallsvariablen X, ..., X, diskret sind.
Diese Wahrscheinlichkeit berechnet man mit der Bayes—Formel:
q(Oi|x1, ..., xn) =P[O =0,| X1 = 21,..., X, = 2]
PX: =x1,..., X, =x,,0 =6,
T PXy =1, Xy = )
PO =6; -PX) =a1,..., X, =x,]0 = 6]
B P[X, = 21, ..., Xn = 2]
~ q(0:)h,(z1) ... hg,(20)
N Z q(0;)ho, (1) ... ho,(zn)
j

Wir haben dabei angenommen, dass X; diskret sind, die Endformel macht aber auch fiir
absolut stetige Variablen X; Sinn.
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In der Bayes—Statistik schreibt man oft A(¢) oc B(t), wenn es eine Konstante C' (die von ¢
nicht abhéngt) mit A(t) oc C' - B(t) gibt. Das Zeichen  steht also fiir die Proportionalitét
von Funktionen. Die Formel fiir die a—posteriori—Zahldichte von 6 kann man dann auch wie
folgt schreiben:

q(0i|z1, ... 2y) < q(0;)hg, (1) - . . ho, (xh).

Die a—posteriori—Zéhldichte ¢(6;|z1,...,x,) ist somit proportional zur a—priori—Z&hldichte
q(6;) und zur Likelihood—Funktion L(x1,...,2z,;6;) = he,(x1) ... he,(2,).

Nach der Anwendung der Bayes—Methode erhalten wir als Endergebnis die a—posteriori—
Verteilung des Parameters 6. Oft mochte man allerdings das Endergebnis in Form einer Zahl
haben. In diesem Fall kann man z. B. folgendermafien vorgehen: Der Bayes—Schdtzer wird
definiert als der Erwartungswert der a—posteriori—Verteilung:

éBayes = Z QiQ(Qi’xl’ s 75571)'

Alternativ kann man den Bayes—Schéitzer auch als den Median der a—posteriori—Verteilung
definieren.

BAYES-METHODE IM ABSOLUT STETIGEN FALL. Sei nun 6 eine absolut stetige Zufallsvaria-
ble (bzw. Zufallsvektor) mit Werten in R? und einer Dichte ¢(7). Dabei bezeichnen wir mit
7 € RP mogliche Werte von 6. Die Dichte ¢(7) wird auch die a—priori-Dichte genannt. Seien
(X1,...,X,) Zufallsvariablen mit der folgenden Eigenschaft: Gegeben, dass 6 = 7, sind die
Zufallsvariablen X7, ..., X, unabhéingig und identisch verteilt mit Zahldichte/Dichte h.(z).
Sei (z1,...,x,) eine Realisierung von (Xj, ..., X,). Die a-posteriori-Verteilung von 6 ist die
bedingte Verteilung von 6 gegeben die Information, dass X; = x1,..., X,, = z,. Indem wir
in der Formel aus dem diskreten Fall die Zahldichte von 6 durch die Dichte von 6 ersetzen,
erhalten wir die folgende Formel fiir die a—posteriori-Dichte von 6:

_ Q(T)hT(xl)...hT(In>
Jow AOhe(1) - By (0, )dt

Das kénnen wir auch wie folgt schreiben:

q(t|xy, ... )

q(t|x1, .. ) < q(T)hy (1) .. he(xy,).

Die a—posteriori-Dichte ¢(7|z1,...,x,) ist somit proportional zur a—priori-Dichte ¢(7) und
zur Likelihood—Funktion L(xy,...,z,;7) = h(x1) ... h(x,).

Genauso wie im diskreten Fall ist der Bayes—Schétzer definiert als der Erwartungswert der
a—posteriori—Verteilung, also

éBayes = / Tq(T|T1, . .o 2)dT.
RP

AUFGABE 5.4.3. Zeigen Sie, dass im diskreten Fall (bzw. im stetigen Fall) ¢(7|z1, ..., z,)
als Funktion von 7 tatséchlich eine Z&hldichte (bzw. eine Dichte) ist.

BEISPIEL 5.4.4. Ein Unternehmen mochte ein neues Produkt auf den Markt bringen. Die a—
priori-Information sei, dass der Marktanteil 6 bei dhnlichen Produkten in der Vergangenheit
immer zwischen 0.1 und 0.3 lag. Da keine weiteren Informationen iiber die Verteilung von 6
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vorliegen, kann man z.B. die Gleichverteilung auf [0.1,0.3] als die a—priori—Verteilung von 6
ansetzen. Die a—priori—Dichte fiir den Marktanteil 6 ist somit

5, falls 7 € 0.1,0.3],
q(t) = { | ]

B 0, somnst.

Man kann nun den a—priori-Schétzer fiir den Marktanteil z.B. als den Erwartungswert dieser
Verteilung berechnen:

fapr = EO = / Tq(T)dT = 0.2.
R

Auflerdem seien n Kunden befragt worden, ob sie das neue Produkt kaufen wiirden. Sei
x; = 1, falls der i-te Kunde die Frage bejaht und 0, sonst. Es sei s = x1 +. ..+, die Anzahl
der Kunden in dieser Umfrage, die das neue Produkt kaufen wiirden. Wir kénnten nun den
Marktanteil des neuen Produkts z.B. mit der Momentenmethode (Beispiel oder mit
der Maximum-Likelihood-Methode (Beispiel schétzen:

s = Oir, =
n
Dieser Schétzer ignoriert allerdings die a—priori-Information. Mit der Bayes—-Methode kénnen
wir einen Schétzer konstruieren, der sowohl die a—priori Information, als auch die Befra-
gung beriicksichtigt. Wir betrachten (z1,...,x,) als eine Realisierung der Zufallsvariablen
(X1,...,X,). Wir nehmen an, dass bei einem gegebenen 6 die Zufallsvariablen X, ..., X,
unabhéngig und mit Parameter 8 Bernoulli-verteilt sind:

(]9(0) = IP)Q[XZ = 0] =1- 0, QQ<1) = ]P)g[_)(Z = 1] =0.
Die Likelihood—Funktion ist
L(zy,...,x0;7) = he(x1) . he() = 7°(1— 1) 7%,

wobei s = x1+. . .4x,,. Die a—posteriori-Dichte von 6 ist proportional zu ¢(7) und L(z1, ..., x,; T)
und ist somit gegeben durch

C](T‘l’l, . ,[L’n) — 00_‘13 5ts(1—t)n—sdt’ fir T € [01, 03]7
0, sonst.

Es sei bemerkt, dass die a—posteriori-Dichte (genauso wie die a—priori-Dichte) auflerhalb des
Intervalls [0.1, 0.3] verschwindet. Wir konnen nun den Bayes—Schétzer fiir den Marktanteil ¢

bestimmen: 0
0.3 9 s+1 n—s
5 T (1l —7 dr
OBayes = / Tq(T|T1, .. xy)dT = L ( ) .
0.1 o (L —t)n=sdt
Der Bayes—Schétzer liegt im Intervall [0.1,0.3] (denn auflerhalb dieses Intervalls verschwindet
die a—posteriori-Dichte) und widerspricht somit der a—priori Information nicht.

Nehmen wir nun an, wir mochten ein Bayes—Modell konstruieren, in dem wir z.B. Bernoulli—
verteilte Zufallsvariablen mit einem Parameter 6 betrachten, der selber eine Zufallsvariable
ist. Wie sollen wir die a—priori—Verteilung von ¢ wéhlen? Es wére schon, wenn die a—posteriori
Verteilung eine dhnliche Form haben wiirde, wie die a—priori—Verteilung. Wie man das er-
reicht, sehen wir im néchsten Beispiel.
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BEISPIEL 5.4.5. (Bernoulli-Beta—Modell.)
Bei einem gegebenen 6§ € [0, 1] seien X7, ..., X,, unabhingige Zufallsvariablen, die Bernoulli—
verteilt mit Parameter 6 sind. Somit gilt

ho(0) =1—10, he(l)=20.

Die a—priori—Verteilung von 6 sei die Betaverteilung Beta(c, (3). Somit ist die a—priori-Dichte
von # gegeben durch

1 -1 B-1 -1 -1
gqr)=——7" (1 -1 x 7 (1l —7 , T€l0,1].
0= g 07 (1-7) 0.1]
Es werde nun eine Realisierung (z1,...,x,) von (Xj,...,X,) beobachtet. Die Likelihood-

Funktion ist
L(zy,...,x0;7) = he(x1) .. he(z) =7°(1—7)"%, 7 €10,1],
wobei s = x1 + ... + z,. Fiir die a—posteriori-Dichte von 6 gilt somit
q(t|21, .. xn) o< q(T)L(2y, . .., 2p; 7) o TOTTH (L — 1) 20, 1].

In dieser Formel haben wir die multiplikative Konstante nicht berechnet. Diese muss aber
so sein, dass die a—posteriori-Dichte tatséchlich eine Dichte ist, also

1
e Ty) = atsml(] — p)ftnmstl e 0, 1)
Q<T’x1> 7x) B(OJ—FS,B—FH—S)T ( T) T [ ) ]
Somit ist die a—posteriori—Verteilung von 6 eine Betaverteilung:

Beta(a + s, 5 +n —s).

Die a—posteriori-Verteilung stammt also aus derselben Betafamilie, wie die a—priori—Verteilung,
blo die Parameter sind anders. Der Bayes—Schétzer fiir 0 ist der Erwartungswert der a—

posteriori-Betaverteilung:
a—+ s

a+B+n
Weitere Beispiele von Bayes—Modellen, in denen die a—posteriori—Verteilung zur selben Ver-
teilungsfamilie gehort, wie die a—priori—Verteilung, finden sich in folgenden Aufgaben.

eBayes =

AUFGABE 5.4.6 (Poisson—-Gamma-Modell). Bei einem gegebenen Wert des Parameters A > 0
seien die Zufallsvariablen Xi,..., X, unabhéngig und Poisson—verteilt mit Parameter .
Dabei wird fiir A eine a—priori-Gammaverteilung mit (deterministischen und bekannten)
Parametern b > 0, a > 0 angenommen, d.h.

bOé
\) = A le™ fiir A > 0.
q(N) o) e fir A >
Man beobachtet nun eine Realisierung (zy,...,z,) von (Xi,...,X,). Bestimmen Sie die

a—posteriori-Verteilung von A und den Bayes—Schitzer Agayes-

AUFGABE 5.4.7 (Geo—Beta—Modell). Bei einem gegebenen Wert des Parameters p € (0, 1)
seien die Zufallsvariablen X7,..., X, unabhingig und geometrisch verteilt mit Parameter
p. Dabei wird fiir p eine a—priori-Betaverteilung mit (deterministischen und bekannten)
Parametern v > 0, § > 0 angenommen. Man beobachtet eine Realisierung (z1,...,z,)
von (X7i,...,X,). Bestimmen Sie die a—posteriori-Verteilung von p und den Bayes—Schétzer
ﬁBayes-
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AUFGABE 5.4.8 (A-priori—Verteilung fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung bei
bekannter Varianz). Bei einem gegebenen Wert des Parameters o € R seien die Zufallsvaria-
blen X1,..., X,, unabhingig und normalverteilt mit Parametern (i, c?), wobei o2 bekannt
sei. Dabei wird fiir p eine a—priori-Normalverteilung mit (deterministischen und bekannten)
Parametern py € R, 07 > 0 angenommen. Man beobachtet eine Realisierung (zi,...,z,)
von (X1,...,X,). Bestimmen Sie die a—posteriori-Verteilung von p und den Bayes—Schétzer

HBayes-

AUFGABE 5.4.9 (A-priori—Verteilung fiir die Varianz einer Normalverteilung bei bekanntem
Erwartungswert). Bei einem gegebenen Wert des Parameters 7 € R seien die Zufallsvaria-
blen Xi,..., X, unabhingig und normalverteilt mit Parametern (u,c?), wobei pu bekannt
sei. Dabei wird fiir 6% eine a-priori inverse Gammaverteilung mit (deterministischen und
bekannten) Parametern b > 0, @ > 0 angenommen. Das heifit, es wird angenommen, dass
7 := 1/0? Gammaverteilt mit Parametern b und « ist. Man beobachtet eine Realisierung
(z1,...,2,) von (Xi,...,X,). Bestimmen Sie die a-posteriori-Verteilung von 7 = 1/02.
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KAPITEL 6

Giiteeigenschaften von Schéitzern

Wir erinnern an die Definition des parametrischen Modells. Sei {hy : 6 € ©}, wobei © C R™,
eine Familie von Dichten oder Zahldichten. Seien Xi,..., X, unabhéngige und identisch
verteilte Zufallsvariablen mit Dichte oder Zéahldichte hy. Dabei ist 6 der zu schéitzende Pa-
rameter. Um die Notation zu vereinfachen, werden wir in diesem Kapitel nicht zwischen
den Zufallsvariablen (X7,...,X,) und deren Realisierung (z1,...,x,) unterscheiden. Ein
Schétzer ist eine beliebige (Borel-messbare) Funktion

0:R" >0, (Xi,...,Xn) > 0(X1,..., X

Die Aufgabe eines Schétzers ist es, den richtigen Wert von 6 moglichst gut zu erraten.
Im Folgenden definieren wir einige Eigenschaften von Schétzern, die uns erlauben, “gute”
Schétzer von “schlechten” Schétzern zu unterscheiden.

6.1. Erwartungstreue, Konsistenz, asymptotische Normalverteiltheit

In diesem Kapitel sei der Parameterraum €2 eine Teilmenge von R™.

DEFINITION 6.1.1. Ein Schiitzer 0 heift erwartungstreu (oder unverzerrt), falls

~

Ep[0( X, ..., X,)] = 0 fiir alle 6 € ©.

BEMERKUNG 6.1.2. Damit diese Definition Sinn macht, muss man voraussetzen, dass die

~

Zufallsvariable (bzw. Zufallsvektor) 6(X7, ..., X,,) integrierbar ist.

DEFINITION 6.1.3. Der Bias (die Verzerrung) eines Schiitzers 0 ist

~ ~

Biasy(0) = Eg[0( X, ..., X,)] — 0.
Wir betrachten Biasy(f) als eine Funktion von 6 € ©.

BEMERKUNG 6.1.4. Ein Schitzer  ist genau dann erwartungstreu, wenn Biasy(6) = 0 fiir
alle 0 € ©.

BEISPIEL 6.1.5. In diesem Beispiel werden wir verschiedene Schétzer fiir den Endpunkt
der Gleichverteilung konstruieren. Es seien X, ..., X,, unabhéngige und auf dem Intervall
0, 0] gleichverteilte Zufallsvariablen, wobei 6 > 0 der zu schitzende Parameter sei. Es seien
Xy < ... < Xy die Ordnungsstatistiken von X7, ..., X,,. Folgende Schétzer fiir § erscheinen
natiirlich.

1. Der Maximum—Likelihood—Schétzer
0,(X1,. .., X,) = Xy = max{X,,..., X, }.
Es ist offensichtlich, dass 6; < 6. Somit wird 6 von diesem Schitzer immer unterschétzt.
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2. Wir versuchen nun den Schitzer 6; zu verbessern, indem wir ihn vergréflern. Wir wiirden
ihn gerne um 6 — X,y vergéfiern, allerdings ist 6 unbekannt. Deshalb machen wir den folgen-
den Ansatz. Wir gehen davon aus, dass die beiden Intervalle (0, X (1)) und (X(y), #) ungeféhr
gleich lang sind, d.h.

!
Losen wir diese Gleichung bzgl. 6, so erhalten wir den Schétzer

ég(Xl, e ,Xn) = X(n) + X(l).

3. Es gibt aber auch einen anderen natiirlichen Ansatz. Wir kénnen davon ausgehen, dass
die Intervalle
(0, X(1)), (X1), X(2))5 - -+ (Xw), 0)
ungefiahr gleich lang sind. Dann kann man die Lange des letzten Intervalls durch das arith-
metische Mittel der Léngen aller vorherigen Intervalle schitzen, was zu folgender Gleichung
fiihrt:
!
0 =X = — (X + (X = X)) + (X = Xey) + -+ (Xw) = Xn-n))-

Da auf der rechten Seite eine Teleskop-Summe steht, erhalten wir die Gleichung
1

0— Xy =—Xmn).

m =X

Auf diese Weise ergibt sich der Schétzer

N n—+1
05(X1,...,X,) = Xn)-

n

4. Wir kénnen auch den Momentenschétzer betrachten. Setzen wir den Erwartungswert von
X; dem empirischen Mittelwert gleich, so erhalten wir

Eo[Xi] = = = X,.

N D

Dies fithrt zum Schéatzer X )
04(Xq,...,X,) =2X,.

AUFGABE 6.1.6. Zeigen Sie, dass éQ, ég, 0, erwartungstreu sind, 0, jedoch nicht.

Man sieht an diesem Beispiel, dass es fiir ein parametrisches Problem mehrere natiirliche
erwartungstreue Schétzer geben kann. Die Frage ist nun, welcher Schétzer der beste ist.

DEFINITION 6.1.7. Sei © = (a,b) C R ein Intervall. Der mittlere quadratische Fehler (mean
square error, MSE) eines Schétzers 6 : R" — R ist definiert durch

~ A~

MSEy(0) = Eo[(A( X1, ..., X,) — 0)?].

Wir fassen MSEy(6) als eine Funktion von 6 € (a, b) auf. Damit die obige Definition Sinn hat,
muss man voraussetzen, dass (X1, ..., X,) eine quadratisch integrierbare Zufallsvariable ist.

LEMMA 6.1.8. Es gilt folgender Zusammenhang zwischen dem mittleren quadratischen Fehler
und dem Bias: X X R
MSEy(#) = Vary 6 + (Biasy(6))>.
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BEWEIS. Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir in diesem Beweis 6 fiir 0 (X1,...,Xn).
Wir benutzen die Definition des mittleren quadratischen Fehlers, erweitern mit Ey[f] und
quadrieren:

MSEy(0) = E[(6 — 6)]
= Ey[(0 — Eg[0] + Eo[0] — 6)?]
= Eq[(0 — Eg[0])] + 2E4[(0 — Eq[0)]) - (Eg[0] — 6)] + Eo[(Eg[0] — 0)?]

A

— Varg(0) 4 2(Eg[0] — 0) - Eg[0 — Ey[6]] + (Biasy(6))?.
0

Dabei haben wir benutzt, dass Eg[f] — 6 nicht zufillig ist. Der mittlere Term auf der rechten
Seite verschwindet, denn Eg[0 —Ey[0]] = Ey[0] —Ey[f] = 0. Daraus ergibt sich die gewiinschte

Identitat. [

BEMERKUNG 6.1.9. Ist § erwartungstreu, so gilt Biasy(f) = 0 fiir alle @ € © und somit
vereinfacht sich Lemma [6.1.8 zu

~ ~

MSE@(@) = Varg(ﬁ).
DEFINITION 6.1.10. Seien 6; und 6y zwei Schitzer. Wir sagen, dass 0, besser als 0y ist, falls

MSEy(6;) < MSEy(6,) fiir alle 6 € ©.

BEMERKUNG 6.1.11. Falls él und ég erwartungstreu sind, dann ist él besser als ég, wenn

Varg(0,) < Varg(0s) fiir alle 6 € ©.

BEMERKUNG 6.1.12. In Beispiel ist 93 = ”THX (n) der beste Schitzer unter allen erwar-
tungstreuen Schétzern. Der Beweis hierfiir folgt spéter.

In der Statistik ist der Stichprobenumfang n typischerweise grof. Wir schauen uns deshalb
die asymptotischen Giiteeigenschaften von Schétzern an. Wir betrachten eine Folge von
Schétzern

6)1(X1), QQ(Xl, XQ), R 78n(X1, . ,Xn), ce

Sei im Folgenden © eine Teilmenge von R™.

DEFINITION 6.1.13. Eine Folge von Schétzern 0, : R" — O heifit asymptotisch erwartungs-
treu, falls

~

lim Egf, (X1, ..., X,) = 6 fiir alle 6 € ©.
n—oo

BEISPIEL 6.1.14. In Beispiel ist X(,,) eine asymptotisch erwartungstreue (aber nicht
erwartungstreue) Folge von Schiitzern, denn (Ubungsaufgabe)
n

0=20.

lim Eg X,y = lim

n—00 n—oom +
DEFINITION 6.1.15. Eine Folge von Schétzern 0, : R" — O heiBt schwach konsistent, falls

én(Xl, o Xn) Py 9 unter Py fiir alle 6§ € ©.

n—o0
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Mit anderen Worten, fiir jedes € > 0 und jedes 6 € © soll gelten:
lim Py[|0,(X1,...,X,) — 0] >¢] = 0.
n—oo

DEFINITION 6.1.16. Eine Folge von Schétzern 0, : R® — O heiBt stark konsistent, falls

én(Xl, o Xn) 5 0 unter Py fiir alle 6 € ©.

n—oo

Mit anderen Worten, es soll fiir alle § € © gelten:
P, [limén(Xl,...,Xn) _g| =
n—o0

BEMERKUNG 6.1.17. Eine fast sicher konvergente Folge von Zufallsvariablen konvergiert
auch in Wahrscheinlichkeit. Aus der starken Konsistenz folgt somit die schwache Konsistenz.

DEFINITION 6.1.18. Eine Folge von Schétzern 0, : R® — O heiBt L2-konsistent, falls

0,(X1,. ... X)) 2 0 fiir alle 0 € ©.
Mit anderen Worten, es soll fiir alle § € © gelten:
lim Eg|6,,(X1, ..., X,) — 6] = 0.
n—oo

BEMERKUNG 6.1.19. Aus der L2-Konsistenz folgt die schwache Konsistenz.

BEISPIEL 6.1.20. Bei vielen Familien von Verteilungen, z.B. Bern(6), Poi(#) oder N(, o?)
stimmt der Parameter § mit dem Erwartungswert der entsprechenden Verteilung tiberein. In
diesem Fall ist die Folge von Schéitzern 6, = X, stark konsistent, denn fiir jedes 6 gilt

X, f—s> EyX; = 6 unter Py

n—oo

nach dem starken Gesetz der groflien Zahlen.

DEFINITION 6.1.21. Eine Folge von Schétzern 6, : R" = © C R heift asymptotisch normal-
verteilt, wenn es zwei Folgen a,(0) € R und b,(0) > 0 gibt, sodass fiir alle § € ©
0(X1,...,X,) —an(0) 4

b (0) —_ N(0, 1) unter Py.

Normalerweise wiihlt man a,(0) = Eg0(X1, ..., X,) und b2(0) = Vary (X4, ..., X,), sodass
die Bedingung folgendermafien lautet: Fiir alle € ©

9<X17 s 7X7L>A_ E99<X17 N 7Xn) i> N(O, 1) unter ]P)O-
\/V&I'g 0(Xy,...,X,)

n—oo
BEISPIEL 6.1.22. Es seien X7, ..., X,, unabhingig und Bern(f)—verteilt, mit 6 € (0,1). Dann

ist der Schiitzer 6 = X, asymptotisch normalverteilt, denn nach dem Satz von de Moivre—
Laplace gilt

Xon—0 Xi+...+X,—nb 4

i@  /nB(—0) o
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6.2. Giiteeigenschaften des ML—Schétzers

In diesem Abschnitt sei © = (a,b) ein Intervall. Sei {hy : 0 € ©} eine Familie von Dich-
ten oder Zahldichten und sei 6, € © fest. Seien X, X, Xs,... unabhéngige und identisch
verteilte Zufallsvariablen mit Dichte hgy,, wobei 0, als der “wahre Wert des Parameters”
aufgefasst wird. Uns ist der wahre Wert allerdings unbekannt und wir schétzen ihn mit
dem Maximum-Likelihood—Schétzer éML = éML(Xl, ..., X,). In diesem Abschnitt wol-
len wir die Giiteeigenschaften des Maximum-Likelihood-Schétzers untersuchen. Um die
Giiteeigenschaften von Ori1 zu beweisen, muss man gewisse Regularitdtsbedingungen an die
Familie {hy : 0 € O} stellen. Leider sind diese Bedingungen nicht besonders schon. Deshalb
werden wir nur die Ideen der jeweiligen Beweise zeigen. Wir werden hier nur eine der vielen
Regularitiatsbedingungen formulieren: Alle Dichten (oder Zahldichten) hy sollen den gleichen
Tréger haben, d.h. die Menge

J :={z €R: hy(z) # 0}
soll nicht von € abhéngen.

Konsistenz des ML-Schétzers. Zuerst fragen wir, ob der Maximum-Likelihood—Schétzer
stark konsistent ist, d.h. ob

Orin (X, X)) ﬁo 0.

Wir werden zeigen, dass das stimmt. Hierfiir betrachten wir die durch n geteilte log-Likelihood-
Funktion

1 1 <
Lo(Xy, ..., Xn: 0) = ~log L(Xy,..., Xn0) = - ; log ho(X;).
Nach dem Gesetz der groflien Zahlen gilt

Ln(X1, o X 0) 125 By log hy(X) = Loo(6) = / log hg()ha, (t)dt.
n—oo J

LEMMA 6.2.1. Fir alle 8 € © gilt:
Loo(0) < Lo (Bo).
BEWEIS. Mit der Definition von L. (6) ergibt sich

wa>—164ﬂ0=ﬂ%Jbgth>—k%h%cXﬂ::E%[ngfgg]‘

Nun wenden wir auf die rechte Seite die Ungleichung logt < ¢ — 1 (wobei ¢ > 0) an:

Loo(0) — Loo(bh) < Eg, [::(())?) - 1}

= [ G 1) roter
:/]hg(t)dt—/]h90<t)dt

0,
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denn [ he(t)dt = [ he,(t)dt = 1. O

SATZ 6.2.2. Seien X1, Xo, ... unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte
oder Zihldichte hy,. Unter Regularititsbedingungen an die Familie {hg : 0 € O} gilt, dass

Orin (X, ... X)) ni—go 0.
BEWEISIDEE. Per Definition des Maximum-Likelihood—-Schétzers ist
Onn (X1, ..., X,) = argmax L,(X1,..., X 0).
Indem wir zum Grenzwert fiir n — oo iibergehen, erhalten wir

lim éML(Xl, .o, X)) = lim argmax L, (Xy,..., X,;0)

n— oo n—oo
= argmax lim L,(X;,...,X,;0)
n—oo
= argmax Lo (X1,...,Xp;0)
= 00)
wobei der letzte Schritt aus Lemma folgt. O

Der obige Beweis ist nicht streng. Insbesondere bedarf der Schritt lim,,_,., argmax = argmax lim,,
einer Begriindung.

Asymptotische Normalverteiltheit des ML-Schitzers. Wir werden zeigen, dass
unter gewissen Regularitdtsbedingungen der Maximum-Likelihood-Schétzer asymptotisch
normalverteilt ist:

V(O (Xy, ..., X)) — 6o) N N(0, 03y, unter Py,
n—oo

wobei die Varianz o3 spéter identifiziert werden soll. Wir bezeichnen mit
lo(x) = log hg(x)

die log-Likelihood einer einzelnen Beobachtung x. Die Ableitung nach 6 wird mit

d
D= —
db
bezeichnet. Insbesondere schreiben wir
d 9 d?

DEFINITION 6.2.3. Sei {hy: 60 € ©}, wobei ©® = (a,b) ein Intervall ist, eine Familie von
Dichten oder Z#hldichten. Die Fisher—Information ist eine Funktion [ : © — R mit

1(0) = Eo(Dly(X))*.
LEMMA 6.2.4. Unter Regularititsbedingungen an die Familie {hy : 0 € O} gilt fir jedes
6 € (a,b), dass

(1) EgDIy(X) = 0.
(2) EgD?1y(X) = —1(6).
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BEWEISIDEE. Fiir den Beweis formen wir zuerst Dlp(z) und D?ly(z) wie folgt um:

Diy(x) = Dlog ho(x) = %

AuBerdem gilt fiir alle 0, dass [, hg(t)dt = 1, denn hy ist eine Dichte. Wir kénnen nun diese
Identitéat nach 6 ableiten:

D / he(t)dt = 0 und somit /Dh@(t)dt =0,
J J

D? / he(t)dt = 0 und somit / D?hg(t)dt = 0.
J J

Dabei haben wir die Ableitung und das Integral vertauscht, was unter gewissen Regula-
ritdtsbedingungen moglich ist. Mit diesen Resultaten erhalten wir, dass

Dhe(X)
s he(X)

Somit ist die erste Behauptung des Lemmas bewiesen. Die zweite Behauptung des Lemmas
kann man wie folgt zeigen:

B D1a(X) = [ (DP1(t) i

EoDlg(X) =

ho(t)dt = /Dhg(X)dt = 0.

J
DQhé(t) 2)
= — (Dly(t he(t)dt
[ (Zottd — o2 nato
- / D2hy(1)dt — Eo(Dip(X))?
J
= —Ey(Dly(X))*
wobei der letzte Schritt aus der Definition der Fisher—Information folgt. OJ

Indem wir die Notation L. (0) = Eg, log hy(X) verwenden, kénnen wir das obige Lemma wie
folgt formulieren.

LEMMA 6.2.5. Unter Regularititsbedingungen an die Familie {hy : 0 € O} gilt, dass
(1) Eg,Dly,(X) = DLs(6p) = 0.
(2) Eg,D?ly,(X) = D?*Loo(0) = —1(6y).

BEWEIS. Unter Regularitdtsbedingungen kann man den Erwartungswert E und die Ab-
leitung D vertauschen. Somit gilt EyDIp(X) = DEylg(X) = DLo(X) und EgD?[p(X) =
D*Eyly(X) = D*Loo(X). O

SATZ 6.2.6. Sei {hy: 0 € O} mit © = (a,b) eine Familie von Dichten oder Zihldichten. Sei
0o € (a,b) und seien X1, X, ... unabhingige Zufallsvariablen mit Dichte oder Zihldichte hyg,.
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Unter Regularititsbedingungen gilt fiir den Mazimum-—Likelihood—Schdtzer éML(Xl, o X)),
dass

A 1
\/ﬁ(HML(Xl,...,Xn) —90) i> N 0,— unter ]P@O.

BEWEISIDEE. SCHRITT 1. Fiir den Maximum-Likelihood—Schétzer gilt
. ] —
O = argmax ycq — E log ho(X;) = argmax ycq L (0).
n
i=1

Somit gilt
Der Mittelwertsatz aus der Analysis besagt, dass wenn f eine differenzierbare Funktion auf
einem Intervall [x,y] ist, dann ldsst sich ein ¢ in diesem Intervall finden mit

fly) = f@) + )y — ).
Wir wenden nun diesen Satz auf die Funktion f(#) = DL, (#) und auf das Intervall mit den
Endpunkten 6y und 6, an. Es lisst sich also ein &, in diesem Intervall finden mit

0= DL,(0r) = DLn(00) + DLy (€,)(0ar1, — o).

Daraus ergibt sich, dass

V(O — 00) = TUDLLE)

SCHRITT 2. Anwendung von Lemma fithrt zu Eg, Dlp,(X) = 0. Somit gilt
Z Dlgo (Xz) - TLEQODZQO (Xz)
i=1

vn

Indem wir nun den zentralen Grenzwertsatz anwenden, erhalten wir, dass

ViDL, (0;) —% N ~ N(0, Varg, Dlg, (X)) = N(0, 1(6,)),
n—oo

DL (0) = % > (Dlay(X:) = 0) =

denn Varg, Dly,(X) = I(6y) nach Lemma[6.2.5

SCHRITT 3. Da sich &, zwischen éML und 6y befindet und lim,, éML = p wegen Satz m
(Konsistenz) gilt, erhalten wir, dass lim, ,., &, = 6p. Nach dem Gesetz der grofien Zahlen
gilt somit

1 n
D*La(6) = - D0 D6 (0) 3 B DVl (X) = ~1(6),

wobei wir im letzten Schritt Lemma [6.2.5] benutzt haben.

SCHRITT 4. Kombiniert man nun diese Eigenschaften, so fithrt dies zu

: __VaLu(Bo) o N !
Vn(Our — o) = _m e I(6o) ~ N (07 m) ’
wobei N ~ N(0, 1(6y)). .
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BEISPIEL 6.2.7. In diesem Beispiel betrachten wir die Familie der Bernoulli-Verteilungen
mit Parameter 6 € (0,1). Die Zahldichte ist gegeben durch

he(1) =0, he(0)=1-6.
Eine andere Schreibweise dafiir ist diese:
he(z) = 6°(1 — )", x€{0,1}.
Die log-Likelihood einer einzelnen Beobachtung = € {0, 1} ist
lo(z) = log ho(x) = xlog + (1 — x)log(1l — 0).
Ableiten nach 6 fithrt zu

r 1l—=z T 1—=x
Dlg(m)ZE— 1_9, D2l9($):— (e—z—l—m)

Sei X eine mit Parameter € Bernoulli—verteilte Zufallsvariable. Somit ist die Fisher-Information
gegeben durch

X 1-X 0 1—-6 1
10) = —EgD*p(X)=Fy | = + ——= | = = = )
(6) = ~EoD"lp(X) 9{92+(1—9)2] 2 1—=0° 01-0)
Seien nun X7, X, ..., X, unabhéngige, mit Parameter # Bernoulli—verteilte Zufallsvariablen.
Dann ist der Maximum-—Likelihood—Schétzer fiir den Parameter 6 gegeben durch
A Xi+...+X, &
brrn(Xe, .. Xy = LT A g

n

Mit Satz erhalten wir die asymptotische Normalverteiltheit von Orir = X,
Vin(X, — 0) -5 N(0,0(1 — 6)) unter Py,
n—oo

Diese Aussage konnen wir auch aus dem Zentralen Grenzwertsatz herleiten, denn
- Xi+...+X,—nb

— N(0,60(1 — 0)) unter Py,
da EX; =6 und Var X; = 6(1 — 0).

\/ﬁ n—00

BEISPIEL 6.2.8. Nun betrachten wir ein Beipsiel, in dem der Maximum-Likelihood—Schétzer
nicht asymptotisch normalverteilt ist. Der Grund hierfiir ist, dass eine Regularitdtsbedingung
verletzt ist. Im folgenden Beispiel sind ndmlich die Trager der Verteilungen, die zu verschie-
denen Werten des Parameters gehoren, nicht gleich.

Wir betrachten die Familie der Gleichverteilungen auf den Intervallen der Form [0, 6] mit
6 > 0. Die Dichte ist gegeben durch

1
he(z) = gﬂxe[o,e}-
Seien Xj, Xs,... unabhéngige und auf dem Intervall [0,6] gleichverteilte Zufallsvariablen.

Der Maximum-Likelihood—Schétzer fiir 6 ist gegeben durch
Onn(X1, ..., X,) =max {Xy,..., X, } = M,.

Wir zeigen nun, dass dieser Schétzer nicht asymptotisch normalverteilt, sondern asympto-
tisch exponentialverteilt ist.
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SATZ 6.2.9. Es seien X1, Xo, ... unabhdngige und auf dem Intervall [0, 0] gleichverteilte Zu-
fallsvariablen. Dann gilt fir M, = max{X1,..., X, }, dass

n (1 - %> —Ls Exp(1).

9 n— o0

BEWEIS. Sei x > 0. Es gilt

plo(1-2) > o] —p [ <1 2] —p[xico(1-D) <o (1-2)).

n n n
Fiir geniigend groles n ist 0 < 6(1 — %) < ¢ und somit

rlxco(1-5)]-1-%

denn X; ~ U[0, 0]. Wegen der Unabhingigkeit von Xj, ..., X, erhalten wir, dass
lim P {n (1 — %) > x} = lim (1 — £>n =e *.
n— 00 0 n—oo n
Somit erhalten wir, dass
. >
im Pln (1= o) <o = ©20
n—00 0 O, x < 0.

Fiir x < 0 ist der Grenzwert gleich 0, denn das Ereignis M,, > 6 ist unmoglich. Daraus ergibt
sich die zu beweisende Aussage. 0

BEISPIEL 6.2.10. In diesem Beispiel betrachten wir die Familie der Exponentialverteilungen.
Die Dichte der Exponentialverteilung mit Parameter 6 > 0 ist gegeben durch

hg(x) = Oexp(—0x), x> 0.
Die log-Likelihood einer einzelnen Beobachtung x > 0 ist
lo(x) = log hg(z) = log O — Ox.
Zweimaliges Ableiten nach @ fiihrt zu
1
— g
Das Ergebnis ist iibrigens unabhéngig von x. Sei X ~ Exp(#). Die Fisher-Information ist
gegeben durch

DQZQ([B) =

1

I1(0) = —E¢D?[p(X) = 02 0> 0.
Seien X7, X,,... unabhéngige, mit Parameter 6 exponentialverteilte Zufallsvariablen. Der
Maximum-Likelihood—Schétzer (und auch der Momentenschétzer) ist in diesem Beispiel
A 1
Onr = X,
Mit Satz erhalten wir die asymptotische Normalverteiltheit von O
1
(6.2.1) Vvn (X_ - 9) —Ly N(0,6%) unter Py.
n n—oo
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Auf der anderen Seite, ergibt sich aus dem zentralen Grenzwertsatz, dass

_ 1 1
(6.2.2) N (Xn — —) 4N (0, ﬁ) unter Py,

(9 n— oo

denn EX; = = und Var X, = 0%.

Sind nun (6.2.1)) und aquivalent? Etwas allgemeiner kann man auch fragen: Wenn
ein Schétzer asymptotisch normalverteilt ist, muss dann auch eine Funktion von diesem
Schétzer asymptotisch normalverteilt sein? Wir werden nun zeigen, dass unter gewissen
Voraussetzungen an die Funktion die Antwort positiv ist.

LEMMA 6.2.11. Seien Zy, Z,, ... Zufallsvariablen und u € R und 0® > 0 Zahlen mit
VAlZy = ) =3 NO,0%)
Auferdem sei ¢ eine differenzierbare Funktion mit ¢'(u) # 0. Dann gilt:
Vile(Za) = o) =5 N, (¢ (1)0)).
BEWEISIDEE. Durch die Taylorentwicklung von ¢ um den Punkt p gilt

©(Zn) = o(p) + ¢ (1) (Zn — p) + Rest.

Multipliziert man nun beide Seiten mit y/n, so fiithrt dies zu
Vi(e(Za) — (1) = &' (1)Vn(Zn — 1) + Rest.
Nach Voraussetzung gilt fiir den ersten Term auf der rechten Seite, dass
d
& (WVn(Zn = 1) == N(O, (&' ()0)?).

Der Restterm hat eine kleinere Ordnung als dieser Term, geht also gegen 0. Daraus folgt die
Behauptung. OJ

BEISPIEL 6.2.12. Als Spezialfall von Lemma [6.2.11] mit ¢(z) = < und ¢/(z) = —Z5 ergibt
sich die folgende Implikation:

V(Z, — p) - N(o,a2):>\/ﬁ(zin—l> N N(O,Z—i).

n—oo ILL n—oo

Daraus ergibt sich die Aquivalenz von (6.2.1)) und (6.2.2).

6.3. Cramér—Rao—Ungleichung

Sei {hy(z) : 0 € O}, wobei © = (a,b), eine Familie von Dichten oder Zahldichten. Wir haben
bereits gesehen, dass es mehrere erwartungstreue Schétzer fiir den Parameter 6 geben kann.
Unter diesen Schétzern versucht man einen Schétzer mit einer moglichst kleinen Varianz
zu finden. Kann man vielleicht sogar fiir jedes vorgegebene ¢ > 0 einen erwartungstreuen
Schéatzer konstruieren, dessen Varianz kleiner als e ist? Der néchste Satz zeigt, dass die
Antwort negativ ist. Er gibt eine untere Schranke an die Varianz eines erwartungstreuen
Schétzers.
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SATZ 6.3.1 (Cramér-Rao). Sei {hyg(x) : 6 € ©}, wobei © = (a,b), eine Familie von Dichten
oder Zdihldichten. Seien weiterhin X, X1, Xo, ... unabhdngige und identisch verteilte Zufalls-

variablen mit Dichte hy(x). Sei (X1, ..., X,) ein erwartungstrever Schitzer fir 0. Unter
Regularititsbedingungen gilt die folgende Ungleichung:
- 1

e Xp) 2> :
Var(;@(Xl, ,X ) n]<0)

BEWEISIDEE. Da 6 ein erwartungstreuer Schiitzer ist, gilt fiir alle 6 € (a,b), dass
0 =FEof(Xy,..., X)) :/ O(x1, ..., x0)ho(x1) .. ho(zy)da: ... dz,.
Nun leiten wir nach 6 ab:
1= D/ O(z1, ..., 20)ho(x1) .. ho(zy)day ... dx,

= [ O(x1,...,2,)Dlhg(x1) - ... ho(zn)|dxy ... da,.

Rn

Indem wir nun die Formel Dlog f(6) = l}{g) mit f(0) = he(z1) - ... hg(x,) benutzen,

erhalten wir, dass

1= [ O(x1,...,20)he(x1) .. ho(z) (Z Dlog hg(a:i)> dzy ... dz,
=1

Rn

= Eo[0(X1, ..., X)Ug(X1,..., X,)],

wobei
Ug(x1,...,xp,) = Z Dlog hg(z;).
i=1

Es sei bemerkt, dass Uy die Ableitung der log-Likelihood-Funktion ist. Fiir den Erwartungs-
wert von Uy gilt nach Lemma dass

EoUp(X1,..., X,) = Y _EyDloghy(X;) = 0.

i=1

Fiir die Varianz von Uy erhalten wir wegen der Unabhéngigkeit von Xy, ..., X,,, dass

Eo[U7 (X1,..., Xn)] = Varg Up(X1,..., X,) = Y Varg[Dlog hg(X;)] = nl(6),

=1
denn
Varg[D log hg(X;)] = Eg(Dlog he(X;))? = I(6),

da EgDlog he(X;) = 0 nach Lemma [6.2.4]
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Nun erweitern wir mit dem Erwartungswert und wenden die Cauchy—Schwarz—Ungleichung
an:

1=Eo[(6(X1,...,Xn) —0) - Up(X1,..., X))

< \/Varg[é(Xl, oo, X)) - Varg[Up( X, ..., X))

— Varg (X, .., X)) - n(9).

Umgestellt fithrt dies zu Varg 0(X7, ..., X,,) > #W)' O

DEFINITION 6.3.2. Ein erwartungstreuer Schitzer 6 : R" — © heift Cramér—Rao—effizient,
falls fiir jedes # € ©

~ 1
Varg 0(Xy,...,X,) = ——.
arg ( 1, ) ) n[(9>
BEISPIEL 6.3.3. Es seien Xj,..., X, unabhéingig und Bernoulli-verteilt mit Parameter 6.

Der Maximum-Likelihood-Schétzer und gleichzeitig der Momentenschétzer fiir 6 ist der
empirische Mittelwert:

. . Xi+...+ X,
B(X1,. . X) = Xy = AT A
n
Die Varianz von 6 lisst sich wie folgt berechnen
- Xi+...+ X, n 6(1—0) 1
Varg 0(Xq,...,X,) = V: = — Varp X = = :
arg (X1, ..., Xn) ary [ 0 } 02 arg A1l o N0
denn wir haben in Beispiel [6.2.7| gezeigt, dass 1(0) = ﬁ. Somit ist der Schitzer X,

Cramér—Rao—effizient. Es ist also unmdglich, einen erwartungstreuen Schétzer mit einer
kleineren Varianz als die von X, zu konstruieren. Somit ist X, der beste erwartungstreue
Schétzer fiir den Parameter der Bernoulli-Verteilung.

AUFGABE 6.3.4. Zeigen Sie, dass der Schétzer 0 = X, fiir die folgenden Familien von Ver-
teilungen Cramér—Rao—effizient ist:

(1) {Poi(f) : 6 > 0}.

(2) {N(0,0?) : 6 € R}, wobei 02 bekannt ist.
Somit ist X,, in beiden Féllen der beste erwartungstreue Schitzer.

BEMERKUNG 6.3.5. Der Maximum-Likelihood—Schétzer muss nicht immer Cramér—Rao—
effizient (und sogar nicht einmal erwartungstreu) sein. Wir wollen allerdings zeigen, dass bei

einem groflen Stichprobenumfang n der Maximum-Likelihood—Schétzer Oy die Cramér—
Rao—Schranke asymptotisch erreicht. Nach Satz gilt unter Py, dass

Vil —0) <5 N (0, %) |

Die Verteilung von Or1 ist also approximativ N(6, #w)) und die Varianz ist approximativ
#@, bei grolem n. Somit ndhert sich der Maximum-Likelihood—Schétzer der Cramér—Rao—

Schranke asymptotisch an.
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6.4. Asymptotische Normalverteiltheit der empirischen Quantile

Seien X7, ..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte h(z) und
Verteilungsfunktion F(z). Sei a € (0,1). Das theoretische a-Quantil @), der Verteilungs-
funktion F ist definiert als die Losung der Gleichung F(Q,) = o . Wir nehmen an, dass es
eine eindeutige Losung gibt. Das empirische a-Quantil der Stichprobe X7, ..., X, ist X(an)),
wobei Xq) < ... < X(,) die Ordnungsstatistiken von Xj,..., X, seien. Wir haben hier die
Definition des empirischen Quantils etwas vereinfacht, alle nachfolgenden Ergebnisse stim-
men aber auch fiir die alte Definition. Das empirische Quantil X\, ist ein Schétzer fiir das
theoretische Quantil @Q),. Wir zeigen nun, dass dieser Schéitzer asymptotisch normalverteilt
ist.

SATZ 6.4.1. Sei o € (0,1) und seien X, ..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufalls-
variablen mit Dichte h, wobei h stetig in einer Umgebung von Q, sei und h(Q.) > 0 gelte.
Dann gilt

V(X (an) = Qa) = N (O’ %) '

BEWEISIDEE. Seit € R. Wir betrachten die Verteilungsfunktion

t
Fn<t) = ]P)[\/E(X([an}) - Qa) < t] =P |:X([an]) < Qa + %:| = ]P)[Kn > O{Tl],

wobei die Zufallsvariable K, wie folgt definiert wird:
- t
Kn:E 1y = e{l,....n}: X; < Qo+ —¢.
G " {Z { "} Qo \/ﬁ}

Somit ist K, ~ Bin(n, F(Qa + \/Lﬁ)) Fiir den Erwartungswert und die Varianz von K, gilt

somit
EK, =nkF (Qa+%) , VarK, =nF (Qa%—%) (I—F (Qa—‘—%)) .

Indem wir nun die Taylor—Entwicklung der Funktion F' benutzen, erhalten wir, dass
t

_ o (L)) — an+ VIR(Q) + o),

Eann(F(Qa)+F’(Qa) o=

Var K, = na(l — a) 4+ o(n).
Nun kann die Verteilungsfunktion F,,(t) wie folgt berechnet werden

K, — E[K,] L an— E[K,)]
VVar(K,) = +/Var(K,)
Benutzen wir nun die Entwicklungen von EK,, und Var K,,, so erhalten wir
K, — E[K,] L an—an— Vnh(Qa)t — o(y/n)

Var(K,) Vna(l —a) +o(n) '
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Und nun benutzen wir den zentralen Grenzwertsatz fiir K,,. Mit N standardnormalverteilt,
erhalten wir, dass

lim F,(t) = P [NZ —Mt] —P [w gt] ,

Jim, Val—-a) h(Q.)

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie der Standardnormalverteilung, also die Formel
P[N > —x] = P[N < z] benutzt haben.

Die Behauptung des Satzes folgt nun aus der Tatsache, dass Nh(aT(i)_a) ~ N (0, ;‘%:‘3 ) O

Wir werden nun den obigen Satz benutzen, um den Median und den Mittelwert als Schétzer
fiir den Lageparameter einer Dichte auf Effizienz hin zu untersuchen und zu vergleichen. Sei
h(z) eine Dichte. Wir machen folgende Annahmen:

(1) h ist symmetrisch, d.h. h(z) = h(—z).

(2) h ist stetig in einer Umgebung von 0.

(3) h(0) > 0.

Seien X7,..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte
ho(x) = h(z —6), 6e€R.

Die Aufgabe besteht nun darin, 6 zu schétzen. Dabei sei die Dichte h bekannt. Da sowohl der
theoretische Median ()y/, als auch der Erwartungswert der Dichte hy wegen der Symmetrie
gleich € sind, konnen wir folgende natiirliche Schétzer fiir § betrachten:

en empirischen Median X, /2.
1) d irischen Median X ({2
(2) den empirischen Mittelwert X,.

Welcher Schétzer ist nun besser und um wieviel? Um diese Frage zu beantworten, benutzen
wir den Begriff der relativen Effizienz.

DEFINITION 6.4.2. Seien 6% und % zwei Folgen von Schétzern fiir einen Parameter 6, wobei
n den Stichprobenumfang bezeichnet. Beide Schétzer seien asymptotisch normalverteilt mit

V(0 — ) =% N(0, 02(6)) und vn(6® — ) —% N(0, 62(6)) unter P,.

n—oo n—oo

Die relative Effizienz der beiden Schétzer ist definiert durch

a5(0)
€o1) 6@ (0) = 3(9) :

01

BEMERKUNG 6.4.3. Ist z.B. e ) g2 > 1 so heif}t es, dass é,(}) besser als é,(f) ist.

S
Kommen wir nun wieder zuriick zu unserer Frage, welcher Schétzer, @(11) = X([n/2)) oder

02 = X,,, besser ist. Nach Satz und nach dem zentralen Grenzwertsatz, sind beide
Schéatzer asymptotisch normalverteilt mit

1 _
V(X (e — 0) 4N (0, m) und /n(X,, —0) N N(0, Vary X;) unter Py.

n—oo n—oo
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Die asymptotischen Varianzen sind also unabhéngig von # und gegeben durch

1
O'% = F(O)’ O'g = Va,rg X1 = /Rx2h2(1:)da:
Nun betrachten wir zwei Beispiele.

BEISPIEL 6.4.4. Die GauB Dichte h(z) = —t=e~**/2. Es gilt h(0) = 0, Vary X; = 1 und somit

V2r
2
‘7% = ga U% =1, emecimw = p ~ 0.6366 < 1.

Somit ist der empirische Mittelwert besser als der empirische Median. Das Ergebnis kann
man so interpretieren: Der Median erreicht bei einer Stichprobe vom Umfang 100 in etwa
die gleiche Prézision, wie der Mittelwert bei einer Stichprobe vom Umfamg 64.

BEISPIEL 6.4.5. Die Laplace-Dichte h(z) = 1e71*!. Es gilt h(0) = 1, Varg X; = 2 und somit

2 2
o] = 1, 0y = 2, EMed MW = 2> 1.

In diesem Beispiel ist also der Median besser: Bei einer Stichprobe vom Umfang 100 erreicht
der Median in etwa die gleiche Prézision, wie der Mittelwert bei einer Stichprobe vom Umfang
200.
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KAPITEL 7

Suffizienz und Vollstindigkeit

7.1. Definition der Suffizienz im diskreten Fall

BEISPIEL 7.1.1. Betrachten wir eine unfaire Miinze, wobei die Wahrscheinlichkeit 6, dass
die Miinze Kopf zeigt, geschitzt werden soll. Dafiir werde die Miinze n mal geworfen. Falls
die Miinze beim i-ten Wurf Kopf zeigt, definieren wir z; = 1, sonst sei x; = 0. Die kom-
plette Information iiber unser Zufallsexperiment ist somit in der Stichprobe (z1,...,x,)
enthalten. Es erscheint aber intuitiv klar, dass fiir die Beantwortung der statistischen Fra-
gen iiber # nur die Information dariiber, wie oft die Miinze Kopf gezeigt hat (also die Zahl
1+ ...+ x,) relevant ist. Hingegen ist die Information, bei welchen Wiirfen die Miinze Kopf
gezeigt hat, nicht niitzlich. Deshalb nennt man in diesem Beispiel die Stichprobenfunktion
T(xy,...,2,) = x1+...+x, eine suffiziente (d.h. ausreichende) Statistik. Anstatt das Expe-
riment durch die ganze Stichprobe (z1, ..., z,) zu beschreiben, konnen wir es lediglich durch
den Wert von x; + ...+ z,, beschreiben, ohne dass dabei niitzliche statistische Information
verloren geht.

Es sei im Weiteren {hy : 0 € O} eine Familie von Zahldichten. Den Fall der Dichten werden
wir spiter betrachten. Ist S ein Zufallsvektor mit Werten in R? so bezeichnen wir mit
ImS = {z € R : P[S = 2] # 0} die Menge aller Werte z, die der Zufallsvektor S mit einer
strikt positiven Wahrscheinlichkeit annehmen kann. Wirr nennen Im .S den Trdger von S.

Im folgenden Abschnitt werden wir annehmen, dass der Tréger von X, ..., X, nicht von 0
abhéngt.
DEFINITION 7.1.2. Seien X7, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte diskrete Zufallsva-

riablen mit Zahldichte hg. Eine Funktion T : R™ — R™ heifit eine suffiziente Statistik, wenn
fir alle z1,...,z, € R und fir alle t € ImT(X7, ..., X,) der Ausdruck

]P)Q[Xl = T1,... 7Xn = ZEn|T(X1, P ,Xn) = t]
eine von # unabhéngige Funktion ist. D.h., fiir alle #,, 6, € © soll gelten:
]P)gl[Xl =T1y... ,Xn = ZEn|T<X1, ce 7Xn) = t] = ]P)92[X1 =T1y... ,Xn = I’n|T(X1, ce 7Xn) =
BEISPIEL 7.1.3 (Fortsetzung von Beispiel [7.1.1)). Seien X1, ..., X, unabhéngige und identisch

verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ Bern(#), wobei 6 € (0,1) zu schétzen sei. Die Zé&hldichte
von X; ist somit gegeben durch

ho(x) = 0°(1 —0)'* € {0,1}.
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Wir zeigen nun, dass T(X3,...,X,,) = Xi + ... + X,, eine suffiziente Statistik ist. Sei ¢t €
{0,...,n}. Betrachte den Ausdruck

P(Q) :Pg[Xlle,,Xn:$n’X1+—|—Xn:t]

Pg[Xl:$1,...,Xn:l’n,Xl—f—...—l-Xn:t]
Pyl X1+ ...+ X, =1 '

FaLL 1. Ist oy + ...+ x, # t oder z; ¢ {0,1} fiir mindestens ein ¢, dann gilt P(6) = 0. In
diesem Fall hdangt P(#) von € nicht ab.

FALL 2. Sei nun z1 + ...+ 2, =t mit xy,...,x, € {0,1}. Dann gilt

_Pg[Xl:l‘l,...,Xn:l'n,X1+...+Xn:t] _PG[Xlley---aXn:In]
B Pol X1+ ...+ X, =1 P X4 X, =

P(0)

Indem wir nun benutzen, dass X7, ..., X, unabhéngig sind und X; + ... + X,, ~ Bin(n,0)
ist, erhalten wir, dass
T _ 1—21 |, . ATn _ 1—xp
P(9>:9 (1 H)n c 0 (1 —0) :%‘
(t)'gt(l — o)t (t)
Dieser Ausdruck ist ebenfalls von 6 unabhéngig.
Somit ist T(X1,...,X,) = Xy + ... + X, eine suffiziente Statistik. Ein guter Schétzer fiir 6
muss eine Funktion von X; 4+ ...+ X, sein. Das garantiert ndmlich, dass der Schétzer nur
niitzliche statistische Information verwendet und nicht durch die Verwendung von unniitzlichem
Zufallsrauschen die Varianz des Schétzers gesteigert wird. In der Tat, wir haben bereits
gezeigt, dass X,, die Cramér-Rao-Schranke erreicht und somit der beste erwartungstreue
Schétzer ist.

BEMERKUNG 7.1.4. Im obigen Beispiel haben wir gezeigt, dass fiir jedes t € {0,1...,n} die
bedingte Verteilung von (X7, ..., X,) gegeben, dass X; +...+ X,, = t, eine Gleichverteilung
auf der Menge

{(z1,...,2,) € {0,1}" sy + ... + 2, =t}

n

ist. Diese Menge besteht aus ( )

) Elementen.

AUFGABE 7.1.5. Seien Xj,..., X, unabhéingige und mit Parameter 6 > 0 Poisson—verteilte
Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass T'(Xy,...,X,) = X1 + ...+ X,, eine suffiziente Statistik
ist. Bestimmen Sie fiir ¢t € Ny die bedingte Verteilung von (X7, ..., X,) gegeben, dass X; +
X, =t

Im obigen Beispiel haben wir gezeigt, dass X; + ... + X, eine suffiziente Statistik ist. Ist
dann z.B. auch X,, = % eine suffiziente Statistik? Im folgenden Lemma zeigen wir,
dass die Antwort positiv ist.

LEMMA 7.1.6. Sei T eine suffiziente Statistik und sei g : ImT(X1,..., X,) — RF cine
injektive Funktion. Dann ist auch

goT R = RF (Xy,...,X,) = g(T(X4,..., X))

eine suffiziente Statistik.
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BEWEIS. Seit € Img(T(Xq,...,X,)). Da T eine suffiziente Statistik ist, hingt
PO) =Py X1 =x1,..., Xy =2,|9(T( Xy, ..., X)) =1
=Py[X1 =21,..., X = 2,|T(X1,..., X,) = g (t)]
nicht von @ ab. Dabei ist g~'(¢) wohldefiniert, da g injektiv ist. 0

7.2. Faktorisierungssatz von Neyman—Fisher

In diesem Abschnitt beweisen wir den Faktorisierungssatz von Neyman—Fisher. Dieser Satz
bietet eine einfache Methode zur Uberpriifung der Suffizienz. Sei {hy : § € ©} eine Familie
von Zahldichten und Xj,...,X,, unabhéngige Zufallsvariablen mit Z&ahldichte hg. Sei T :
R™ — R™ eine Funktion. Im néchsten Lemma benutzen wir folgende Notation:
(1) L(xy,...,2n;0) = Py[ X1 = 21, ..., X,, = 2] ist die Likelihood-Funktion.
(2) q(t;0) = Py[T(Xy,...,X,) =t], wobei t € R™, ist die Zahldichte von T'(X;, ..., X,)
unter Py.

LEMMA 7.2.1. Eine Funktion T : R™ — R™ ist genau dann eine suffiziente Statistik, wenn
fiir alle x4, ..., z, € Im X die Funktion
L(zy,...,x,;0)

(7.2.1) q(T(x1,...,2,);0)

nicht von 6 abhdngt.

BEWEIS. Betrachte den Ausdruck
PO) :=Py[X) =x1,..., X, =2,|T(Xy,..., X,) =1t].
Im Falle t # T(z4,...,x,) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit gleich 0, was unabhéngig von
0 ist. Sei deshalb t = T'(z1, ..., x,). Dann gilt
Py X1 =x1,..., Xy =2, T (X4, ..., X,) =1
PyT(X1,...,Xn) =T (x1,...,2,)]

. Pg[Xlle,...,Xn:l’n]

]P)Q[T(Xl, Ce 7Xn) = T(llj'l, c. ,LEn)]

_ L(wy,... 2,3 0)

(T 2a):0)°

Somit ist T eine suffiziente Statistik genau dann, wenn ([7.2.1)) nicht von 6 abhéngt.

P(0) =

SATZ 7.2.2 (Faktorisierungssatz von Neyman—Fisher). Eine Funktion T : R™ — R™ ist eine
suffiziente Statistik genau dann, wenn es Funktionen g : R™ x © — R und h : R® — R gibt,
so dass fiir alle x1,...,x, € R und alle @ € © die folgende Faktorisierung gilt:

(7.2.2) L(zy,...,20:0) = g(T (21, ..., 2,);0) - h(z1,...,20).
BEWEIS VON “==". Sei T eine suffiziente Statistik. Nach Lemma [7.2.1] ist die Funktion
L(z1,...,2n;0)
h(l’h = ) — m, falls xl,...,anIle,
0, sonst
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unabhéngig von 0. Mit diesem h und g(t;0) = q(t; ) gilt die Faktorisierung (|7.2.2)). O

BEWEIS VON “«<=". Es gelte die Faktorisierung ([7.2.2)). Wir bezeichnen mit Y_" die Summe
tiber alle (y1,...,y,) mit T(y1,...,yn) = T(x1,...,2z,). Dann gilt

L(zy,...,2,;0) :g(T(xl,...,xn);Q)h(xl,...,xn)
q(T (21, ..., x);0) > Ly, yni0)
_ g(T(x1,...,x,);0)h(x, ... xy)
22 9(T (s yn); Oh(yr, - - Yn)

. h(xl,...,:(;n)
Z* h<y17 s 7yn)
Dieser Ausdruck héngt nicht von 6 ab. Nach Lemma [7.2.1}ist T" suffizient. U
BEISPIEL 7.2.3. Seien Xj,..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit

X; ~ Bern(f), wobei § € (0,1). Fiir die Likelihood-Funktion gilt

L(zy,...,x,;0) = hg(xy1) ... ho(z))
= 9”‘1(1 — 9)1_“ ]lxle{O,l} e an(l — 9)1_z" ﬂxne{o,l}
_ 6)331—5—4..—&—:5”(1 . e)n—(ml-i-...-;—xn)lzl ..... enei{0.1}
Daraus ist ersichtlich, dass die Neyman—Fisher—Faktorisierung mit
T(xy,...,20) =21+ ... +x,, gt;0)=0"1—=0)"" h(z,...,2,) =1, . onc{0,1}

gilt. Nach dem Faktorisierungssatz von Neyman—Fisher ist T" suffizient.

7.3. Definition der Suffizienz im absolut stetigen Fall

Bisher haben wir nur diskrete Zufallsvariablen betrachtet. Seien nun X, ..., X, absolut ste-
tige Zufallsvariablen mit Dichte hg. Die Funktion 7" : R™ — R™ sei Borel-messbar. Auflerdem
nehmen wir an, dass T'(X7, ..., X,,) ebenfalls eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte
q(t; 0) ist. Zum Beispiel darf T nicht konstant sein. Die vorherige Definition der Suffizienz
macht im absolut stetigen Fall keinen Sinn, denn das Ereignis T'(X7, ..., X,,) =t hat Wahr-
scheinlichkeit 0. Wir bendtigen also eine andere Definition. Ein mdéglicher Zugang besteht
darin, den Satz von Neyman—Fisher im absolut stetigen Fall als Definition zu benutzen. Die
Likelihood—-Funktion sei

L(zy,...,x,;0) = ho(z1) ... hy(xy,).

DEFINITION 7.3.1. Im absolut stetigen Fall heifit eine Statistik 7" suffizient, wenn es eine
Faktorisierung der Form

L(zy,...,2,;0) = g(T(x1,...,2,);0) - h(x1, ..., 2,)
gibt.
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BEISPIEL 7.3.2. Seien Xj,..., X, unabhingige und auf dem Intervall [0, 6] gleichverteilte
Zufallsvariablen, wobei 8 > 0 der unbekannte Parameter sei. Somit ist die Dichte von X;

gegeben durch

1

ho(z) = a]l:ve[o,ﬂ}-

Wir werden nun zeigen, dass T(Xy,...,X,) = max{X;,..., X, } eine suffiziente Statistik
ist. Fiir die Likelihood—Funktion gilt

L('rla R 9) = ha(.’L’l) . h,g(ajn)
1
- e_n]lzle[o,e} SRR PO

1

wobei
1
9(t;0) = e—nﬂtge, h(z1, ... 2n) = Loy, >0
Somit ist T'(X1,...,X,) = max{X,..., X, } eine suffiziente Statistik. Ein guter Schétzer
fiir # muss also eine Funktion von max{Xj, ..., X} sein. Insbesondere ist der Schitzer 2.X,

in diesem Sinne nicht gut, dennn er benutzt iiberfliissige Information. Diese iiberfliissige
Information steigert die Varianz des Schétzers. Das ist der Grund dafiir, dass der Schétzer
2l max{Xj,..., X,} (der suffizient und erwartungstreu ist) eine kleinere Varianz als der
Schiitzer 2X,, (der nur erwartungstreu ist) hat.

BEISPIEL 7.3.3. Seien X4, ..., X, unabhéngige und mit Parameter § > 0 exponentialverteilte
Zufallsvariablen. Somit ist die Dichte von X; gegeben durch

hg(x) = 0 exp(—0x)L,>o.
Wir zeigen, dass T'(xy, ..., 2,) = x1+. . .+x, eine suffiziente Statistik ist. Fiir die Likelihood—
Funktion gilt
L(xla <o Ty 0) = hﬁ(xl) cee h9(xn)

=0"exp(—0(x1 + ... +x,)) e, 20

=g(T(x1,...,2,);0) - h(xy, ..., x,),
wobei

g(t;0) = 0"exp(—0t), h(z1,...,2,) = 1y 2.0

Ein guter Schétzer fiir # muss also eine Funktion von X; + ...+ X, sein.
BEISPIEL 7.3.4. Seien Xj,..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
X; ~ N(u,0%). Der unbekannte Parameter ist 6§ = (u,0?), wobei 4 € R und o > 0.

Die Aufgabe besteht nun darin, eine suffiziente Statistik zu finden. Da wir normalverteilte
Zufallsvariablen betrachten, gilt fiir die Dichte

1 T —p)?
hyo2(x) = Nz exp (—%) , x€eR.
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Somit ist die Likelihood—Funktion gegeben durch
L(zy, ... <0, 0%) = huo2(21) .. by o2 ()

(o) oo (S

=1

1 " 1 - 2 - 2
= (—) exp <_ﬁ [;xl —2uizlxi+nu

2mo

Nun betrachten wir die Statistik 7" : R® — R? mit

(1’1, .. 7ZEn) — (Z J]?,ZZL’Z> = (Tl,TQ).
1=1 i=1

Diese Statistik T ist suffizient, denn wir haben die Neyman-Fisher—Faktorisierung
L(zy,... 21, 0°) = g(Ty, Tos p, 0% (@, . .. @)
mit h(xy,...,2,) =1 und

1 " T, — 2uT: 2
9(T1,T2;H:U2):< ) €xp (— . alb )

2mo 202

Allerdings ist 77 oder T, allein betrachtet nicht suffizient.

BEMERKUNG 7.3.5. Im obigen Beispiel ist die Statistik (Z,, s?) mit

g,= T s

n

un ! g :vz—nj2

n n n—l — 7 n
Z:

Ty = nz, und Ty = (n — 1)s2 + nz2.

ebenfalls suffizient, denn

Wir kénnen also g(7%, T»; i1, o) auch als eine Funktion von Z,, s und p, o2 schreiben.

BEISPIEL 7.3.6. Sei {hy : 6 € O} cine beliebige Familie von Dichten bzw. Ziahldichten, dann
ist die identische Abbildung 7' : R* — R"™ mit (z1,...,2,) — (z1,...,x,) suffizient. Die
Suffizienz folgt aus dem Faktorisierungssatz von Neyman—Fisher, denn fiir die Likelihood—
Funktion gilt

L(zy,...,20;0) = hg(xy) ... - hy(xy,) =: g(x1, ..., x,;0).
BEISPIEL 7.3.7. Sei {hy : 6 € O} eine beliebige Familie von Dichten oder Zahldichten, dann
ist die Statistik
T:(x1,...,20) = (Zay,- -, Tw))
suffizient. Das heif}t, die Angabe der Werte der Stichprobe ohne die Angabe der Reihenfolge,
in der diese Werte beobachtet wurden, ist suffizient. In der Tat, fiir Likelihood—Funktion gilt
L(zy,...,2n;0) = hg(xy) - ... - hy(xy).

Diese Funktion &ndert sich bei Permutationen von zq,...,z, nicht und kann somit als
eine Funktion von 7" und 6 dargestellt werden. Somit haben wir eine Neyman—Fisher—
Faktorisierung angegeben.
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7.4. Vollstandigkeit

Sei {hg(z) : 0 € ©} eine Familie von Dichten bzw. Zahldichten und seien Xj,..., X, un-
abhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte bzw. Zahldichte hyg.

DEFINITION 7.4.1. Eine Statistik 7" : R™ — R™ heifit vollstindig, falls fiir alle Borel—
Funktionen ¢ : R™ — R aus der Giiltigkeit von

Eog(T(X1,...,X,)) =0 fir alle § € ©

folgt, dass g(T(Xy,...,X,)) = 0 fast sicher beziiglich Py fiir alle § € ©. Mit anderen Worten:
Es gibt keinen nichttrivialen erwartungstreuen Schétzer von 0, der nur auf dem Wert der
Statistik 7" basiert.

BEISPIEL 7.4.2. Seien Xj,..., X, unabhingige und mit Parameter § € (0,1) Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen. In diesem Fall ist die Statistik

T:(Xl,...,Xn)—><X1,...,Xn>

nicht vollsténdig fiir n > 2. Um die Unvollstindigkeit zu zeigen, betrachten wir die Funktion
9(X1,...,X,) = Xo — Xj. Dann gilt fiir den Erwartungswert

Egg(T(Xl, c. ,Xn)) = EgQ(Xl, . ,Xn) = E@[XQ - Xﬂ = 07

denn X5 hat die gleiche Verteilung wie X;. Dabei ist Xy — X; # 0 fast sicher, also ist die
Bedingung aus der Definition der Vollstédndigkeit nicht erfiillt.

BEISPIEL 7.4.3. Seien Xji,..., X, unabhingige und mit Parameter § € (0,1) Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen. Dann ist die Statistik

T(Xl,,Xn>:X1—|—+Xn
vollsténdig.
BEWEIS. Sei g : R — R eine Funktion mit Egg(X; + ...+ X,,) = 0 fiir alle § € (0,1). Somit

O—Zg ()011—9) (1—0)" Zg ()(if))i.

Betrachte die Variable z := 2. Nimmt 6 alle moglichen Werte im Intervall (0,1) an, so

nimmt z alle moéglichen Werte im Intervall (0, 00) an. Es folgt, dass

Zg <)z = 0 fiir alle z > 0.

Also gilt fiir alle i = 0,...,n, dass g(¢)() = 0 und somit auch g(i) = 0. Hieraus folgt, dass
g = 0 und die Vollstandigkeit ist bewiesen. 0

BEISPIEL 7.4.4. Seien Xq,..., X, unabhéngige und auf [0, 6] gleichverteilte Zufallsvariablen,
wobei € > 0. Dann ist die Statistik T'(Xy,..., X,) = max {X7,..., X} vollstandig.
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BEWEIS. Die Verteilungsfunktion von 7" unter Py ist gegeben durch

0, rz <0,
Py[T < z] = (7)) 0<x <0,
1, x>0.

Die Dichte von T unter Py erhélt man indem man die Verteilungsfunktion ableitet:
q(z;0) = nz" 0 " Locp<o.
Sei nun ¢ : R — R eine Borel-Funktion mit Egg(T(X3,...,X,)) = 0 fir alle # > 0. Das
heifit, es gilt
0" /6 nx" 'g(z)dr = 0 fiir alle § > 0.
0

Wir konnen durch 6~ teilen:

0
/ nz" 'g(z)dr = 0 fiir alle § > 0.
0

Nun kénnen wir nach 6 ableiten: n6"'g(f) = 0 und somit g(f) = 0 fiir Lebesgue-fast alle
6 > 0. Somit ist g(x) = 0 fast sicher bzgl. der Gleichverteilung auf [0, 6] fir alle 6 > 0. Es sei
bemerkt, dass g auf der negativen Halbachse durchaus ungleich 0 sein kann, allerdings hat
die negative Halbachse Wahrscheinlichkeit 0 bzgl. der Gleichverteilung auf [0, 6]. O

7.5. Exponentialfamilien

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff der Exponentialfamilie ein. Auf der einen Seite,
lasst sich fiir eine Exponentialfamilie sehr schnell eine suffiziente und vollstandige Statistik
(und somit, wie wir spéter sehen werden, der beste erwartungstreue Schétzer) konstruieren.
Auf der anderen Seite, sind praktisch alle Verteilungsfamilien, die wir bisher betrachtet
haben, Exponentialfamilien.

Sei {hg(x) : 0 € O} eine Familie von Dichten bzw. Z&hldichten.

DEFINITION 7.5.1. Die Familie {hy(z) : 6 € O} heifit Exponentialfamilie, falls es Funktionen
a(f), b(x), c(0), d(x) gibt mit

ho(z) = a(0)b(x)eD4),

BEISPIEL 7.5.2. Betrachten wir die Familie der Binomialverteilungen mit Parametern n
(bekannt) und € € (0, 1) (unbekannt). Fiir z € {0,...,n} ist die Zahldichte gegeben durch

he(z) = <Z> 0°(1— )" = (1 — 0)" (Z) (%) —(1- )" (Z) exp (log (%) g;) .

Somit haben wir die Darstellung hy(z) = a(8)b(z)e?4=) mit

af) = (1—0)", b(z) = (Z) c(0) = log (&) . d(z) = 1.
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BEISPIEL 7.5.3. Fiir die Normalverteilung mit Parametern u € R und o2 > 0 ist die Dichte
gegeben durch:

1 (x — p)? 1 z? Th u?
hyo2 () = o exp (_T :Wexp T5g2 | P (;) exXpl 7552 )

2

[\

Unbekanntes p, bekanntes 0. Betrachten wir den Parameter p als unbekannt und o2 als

gegeben und konstant, so gilt die Darstellung h,, ,2(z) = a(u)b(z)eW @) mit

i = e (- 25). o e (-) =L dw) -

Bekanntes pi, unbekanntes 0. Betrachten wir p als gegeben und konstant und o2 als unbe-
kannt, so gilt die Darstellung h,, ,2(z) = a(0?)b(z)e“)4) mit

1 i 1
2\ _ _ K _ 2y _ _+ _ 2
a(o”) = 53 exp ( 202) , b(z)=1, (o) 5,2 d(x) =2zxp — x°.

Weitere Beispiele von Exponentialfamilien sind die Familie der Poissonverteilungen und die
familie der Exponentialverteilungen. Kein Beispiel hingegen ist die Familie der Gleichvertei-
lungen auf [0, ]. Das liegt daran, dass der Tréger der Gleichverteilung von ¢ abhéngt.

Leider bildet die Familie der Normalverteilungen, wenn man sowohl p als auch o2 als unbe-
kannt betrachtet, keine Exponentialfamilie im Sinne der obigen Definition. Deshalb werden
wir die obige Definition etwas erweitern.

DEFINITION 7.5.4. Eine Familie {hy : § € ©} von Dichten oder Zéhldichten heifit eine
m-parametrige Exponentialfamilie, falls es eine Darstellung der Form

hyg(x) = a(@)b(x)ecl(9)d1(w)+--.+cm(9)dm(z)
gibt.

BEISPIEL 7.5.5. Die Familie der Normalverteilungen mit Parametern 1 € R und o2 > 0 (die
beide als unbekannt betrachtet werden) ist eine 2-parametrige Exponentialfamilie, denn

hy, 2 (x) = a(lu?UQ)b(x)eq(#,UQ)dl(9«")+02(M,02)d2(ﬂf)

mit

1 T
2
a(i,0%) = ——; eXP( 02), (z) =1,
1
202’

Weitere Beispiele zwei-parametriger Exponentialfamilien sind die Familie der Gammavertei-
lungen und die Familie der Betaverteilungen.

c1(p,0?) = di(z) = 2*, cy(p,0?) = aﬂ dy(x) = z.

7.6. Vollstindige und suffiziente Statistik fiir Exponentialfamilien

Fiir eine Exponentialfamilie lasst sich sehr leicht eine suffiziente und vollstdndige Statistik
angeben. Namlich ist die Statistik (77, ...,T,,) mit

Ti( Xy, X)) =) di(X)), ., Tu(Xi,.. . X)) =) dn(X))
j=1 j=1
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suffizient. Um dies zu zeigen, schreiben wir die Likelihood—Funktion wie folgt um:
L(‘Th <o Ty 0) = h@(‘rl) cee h@(xn)

= (a(0))"b(z1) ... b(x,) exp (Z ci(G)di(:Ul)> _..exp (Z ci(e)di(wn)>

i=1 =1
= (a(0))"exp (Tic1(0) + ... + Thnem(0)) .
Die Suffizienz von (17, ...,T,,) folgt aus dem Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher mit

h(xlv s 7xn) = b(‘rl) ce b(In), g(T17 s 7Tm7 0) = (a(e))n exXp (T1C1(0> +...t Tmcm(e)) :
Man kann zeigen, dass diese Statistik auch vollstiandig ist (ohne Beweis).

BEISPIEL 7.6.1. Betrachten wir die Familie der Normalverteilungen mit Parametern p € R
und o2 > 0, wobei beide Parameter als unbekannt betrachtet werden. Wir haben bereits
gesehen, dass diese Familie eine zweiparametrige Exponentialfamilie mit d;(z) = z? und
dy(x) = x ist. Somit st die Statistik (77, 7) mit

T(Xy, . X)) = D di(X)) = Y X2,
j=1 J=1

TQ(Xb s 7Xn) = Zd2(XJ) = ZX]
j=1 j=1
suffizient und vollstéandig.

7.7. Der beste erwartungstreue Schitzer

Sei © = (a,b) C R. Wir betrachten eine Familie von Dichten bzw. Zéhldichten {hy : 0 € ©}.
Seien X1, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, .4, Py) mit Dichte bzw. Zdhldichte hy.

Wir bezeichnen mit L? die Menge aller Stichprobenfunktionen (Schétzer) f : R" — R mit

Eo[f(X1,. .., X,)?] < oo fiir alle § € ©.

Im Folgenden werden wir nur Schétzer aus L? betrachten. Auflerdem benutzen wir die folgen-
de Abkiirzung: Wir benutzen 6 als eine Bezeichnung fiir die Zufallsvariable (X7, ..., X,).

DEFINITION 7.7.1. Ein Schiitzer 6 : R® — R heift erwartungstreu (fiir 6), falls
Eof = 0 fiir alle 0 € ©.
Wir bezeichnen mit H die Menge der erwartungstreuen Schétzer, d.h.
H = {0 € L? :  ist erwartungstreu}.
AUFGABE 7.7.2. Zeigen Sie, dass H ein affiner Unterraum ist, d.h. fiir alle 01,0, € H und
alle t € R ist auch t0, + (1 —t)0, € H.

Wir haben bereits gesehen, dass es in parametrischen Modellen typischerweise mehrere er-
wartungstreue Schétzer fiir den Parameter existieren. Wie wahlt man unter diesen Schétzer
den besten?

64



DEFINITION 7.7.3. Ein Schiitzer 6 heiBt bester erwartungstreuer Schitzer (fir 6), falls er
erwartungstreu ist und wenn fiir jeden anderen erwartungstreuen Schétzer § € H gilt, dass

Varg 6 < Varg 0 fiir alle 0 € ©.

Im néchsten Satz zeigen wir, dass es hochstens einen besten erwartungstreuen Schitzer geben
kann.

SATZ 7.7.4. Seien 01,05 : R — © zwei beste erwartungstreue Schdtzer, dann gilt
6, = 0, fast sicher unter Py fiir alle 6 € ©.

BEMERKUNG 7.7.5. Der beste erwartungstreue Schétzer muss nicht in jedem parametrischen
Modell existieren. Es kann ndmlich durchaus passieren, dass der erwartungstreue Schétzer,
der die kleinste Varianz unter Py hat, nicht die kleinste Varianz unter einem anderen Wahr-
scheinlichkeitsmaf} Py hat.

BEWEIS. SCHRITT 1. Da beide Schétzer beste erwartungstreue Schétzer sind, stimmen die
Varianzen dieser beiden Schétzer iiberein, d.h.

Varg él = Vary ég fir alle 6 € ©.

Ist nun Varg 6, = Vargfy = 0 fiir ein 0 € O, so sind 0, und 0, fast sicher konstant unter
Py. Da beide Schétzer erwartungstreu sind, muss diese Konstante gleich 6 sein und somit
muss 6, = 6, fast sicher unter P, gelten. Die Behauptung des Satzes wére somit gezeigt.
Wir kénnen also im Folgenden annehmen, dass die beiden Varianzen Vary 91 Varg 02 strikt
positiv sind.

SCHRITT 2. Da beide Schétzer erwartungstreu sind, ist auch * = @ erwartungstreu und
fiir die Varianz von 6* gilt

1 A 1 A 1 PR
Val"g 0" = Z Val'g 91 + Z VaI'g 82 + 5 COV@(@l, 92)

1 - 1 ~ ~
S 5 Varg 91 + 5 \/Varg 91 \/Varg 92
= Val‘9 él.

Dabei wurde die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung angewendet. Somit folgt, dass Varg 6" <
Varg 91 Allerdings ist 91 der beste erwartungstreue Schétzer, also muss Vary #* = Varg 6,
gelten. Daraus folgt, dass

COV@(él, ég) = VaI‘g él = VaI‘g éQ.
SCHRITT 3. Der Korrelationskoeff;lzient von él und éQ ist also gleich 1. Somit besteht ein
linearer Zusammenhang zwischen #; und 6s, d.h. es gibt a = a(#), b = b(#) mit
0y = a(6) - 0, + b(6) fast sicher unter P fiir alle 6 € ©.

Setzen wir diesen Zusammenhang bei der Betrachtung der Kovarianz ein und berticksichtigen
zuséatzlich, dass wie oben gezeigt Vary 0, = Cove(é’l, 82) so erhalten wir, dass

Varg 0, = Covy(0y,05) = Cove(0y,a() - 6, 4 b(6)) = a(h) - Vary 0;.

65



Also ist a(f) = 1.
SCHRITT 4. Somit gilt 6, = 6; + b(f). Auf Grund der Erwartungstreue der Schiitzer ist
b(d) = 0, denn
0 = Egfy = Egfy + b(0) = 0 + b(0).
Somit folgt, dass él = ég fast sicher unter Py fiir alle 6 € ©. O

DEFINITION 7.7.6. Ein Stichprobenfunktion ¢ : R® — © heifit erwartungstreuer Schdtzer
fiir 0, falls
Epp = 0 fiir alle 6 € ©.

SATZ 7.7.7. Sei 0 ein erwartungstrever Schdtzer fir 6. Dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:

(1) 0 ist der beste erwartungstreue Schitzer fiir 0.

(2) Fiir alle erwartungstreuen Schitzer ¢ fir 0 gilt, dass Covg(0,p) =0 fir alle 0 € ©.

Also ist ein erwartungstreuer Schéitzer genau dann der beste erwartungstreue Schétzer, wenn
er zu jedem erwartungstreuen Schétzer fiir 0 orthogonal ist.

BEWEIS VON “==". Sei 6 der beste erwartungstreue Schétzer fiir 6 und sei ¢ : R* — O
eine Stichprobenfunktion mit Eyp = 0 fiir alle 6 € ©. Somit miissen wir zeigen, dass

Covy(6, p) = 0 fiir alle 0 € ©.

Definieren wir uns hierfiir = 6 + ap, a € R. Dann ist § ebenfalls ein erwartungstreuer
Schétzer fiir €, denn

Egé:Egé—Fa'Eg@:e.
Es gilt fiir die Varianz von 6, dass
Vary 6 = Varg 0 + a® Varg v+ 2a Cov@(é ¢) = Vary 0+ g(a),

wobei g(a) = a? Varg p+2a Covg(0, ). Wiire nun Covg (6, ) # 0, dann hitte die quadratische
Funktion g zwei verschiedene Nullstellen bei 0 und —2 Covg(6, @)/ Varg . (Wir diirfen hier
annehmen, dass Varg ¢ # 0, denn andernfalls wére ¢ fast smher konstant unter Py und dann
wiirde Covg(, ¢) = 0 trivialerweise gelten). Zwischen diesen Nullstellen giibe es ein a € R
mit g(a) < 0 und es wiirde folgen, dass Vary 6 < Var, 0. Das widerspricht aber der Annahme,
dass 6 der beste erwartungstreue Schitzer fiir 6 ist. Somit muss COV@(é, ) =0 gelten. [

BEWEIS VON “=". Sei § ein erwartungstreuer Schitzer fiir 0. Sei auBerdem Covy(yp, ) =
0 fir alle erwartungstreuen Schitzer ¢ fiir 0. Jetzt werden wir zeigen, dass 6 der beste
erwartungstreue Schitzer ist. Mit 6 bezeichnen wir einen anderen erwartungstreuen Schiitzer
fiir 6. Somit geniigt es zu zeigen, dass

Vary 0 < Vary 0.

Um das zu zeigen, schreiben wir 0=0+(0— é) =0+ ¢. Da 6 und 6 beide erwartungstreue
Schiitzer fiir 0 sind, ist ¢ := (6 — ) ein erwartungstreuer Schiitzer fiir 0. Fiir die Varianzen
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von 6 und 6 gilt:
Varg 0 = Vary § + Var, o+ 2 Cove(é, ¢) = Varg 0 + Var © > Vary 0.

Die letzte Ungleichung gilt, da Varg ¢ > 0. Somit ist 0 der beste erwartungstreue Schétzer.
OJ

7.8. Bedingter Erwartungswert

DEFINITION 7.8.1. Sei (2, 4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien A € A und B € A
zwei Ereignisse. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B folgendermaflen
definiert:

P[AN B]

PIAIB] =~

Diese Definition macht nur dann Sinn, wenn P[B] # 0.
Analog kann man den bedingten Erwartungswert definieren.
DEFINITION 7.8.2. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R eine Zufalls-

variable mit E|X| < co. Sei B € A ein Ereignis. Dann ist der bedingte Erwartungswert von
X gegeben B folgendermaflen definiert:

E[X1p]
P[B]

E[X|B] =

Auch diese Definition macht nur dann Sinn, wenn P[B] # 0. Zwischen den beiden Begriffen
(bedingte Wahrscheinlichkeit und bedingter Erwartungswert) besteht der folgende Zusam-
menhang:

P[A|B] = E[L4|B].

Wir haben aber gesehen (z.B. bei der Definition der Suffizienz im absolut stetigen Fall),
dass man oft bedingte Wahrscheinlichkeiten oder Erwartungswerte auch im Falle P[B] = 0
betrachten muss. In diesem Abschnitt werden wir eine allgemeine Definition des bedingten
Erwartungswerts geben, die das (zumindest in einigen Fillen) moglich macht.

Sei X : Q — R eine Zufallsvariable, definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) mit
E|X| < c0. Sei B C A eine Teil-o—Algebra von A, d.h. fiir jede Menge B € B gelte auch
B € A. In diesem Abschnitt werden wir den bedingten Erwartungswert von X gegeben die
o—Algebra B definieren.

Sei zunichst X > 0 fast sicher.

SCHRITT 1. Sei @ ein Maf auf dem Messraum (€2, B) mit
Q(B) = E[X1p| fiir alle B € B.

Das Mafl @ ist endlich, denn Q(2) = EX < oo nach Voraussetzung. Es sei bemerkt, dass
das Maf§ @ auf (2, 8) und nicht auf (£2,.A) definiert wurde. Das Wahrscheinlichkeitsmafl

67



P hingegen ist auf (€2,.4) definiert, wir kénnen es aber auch auf die kleinere o—Algebra B
einschrinken und als ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, B) betrachten.

SCHRITT 2. Ist nun B € B eine Menge mit P[B] = 0, so folgt, dass Q(B) = E[X1p] = 0,
denn die Zufallsvariable X 15 ist P-fast sicher gleich 0. Somit ist () absolut stetig beziiglich
P auf (©2,B). Nach dem Satz von Radon-Nikodym gibt es eine Funktion Z, die messbar
beziiglich B ist, mit

E[ZHB] = E[XILB] fir alle B € B.
Es sei bemerkt, dass X A-messbar ist, wohingegen Z lediglich B—messbar ist. Wir nennen
die Zufallsvariable Z den bedingten Erwartungswert von X gegeben B und schreiben

E[X|B] = Z.

SCHRITT 3. Sei nun X eine beliebige (nicht unbedingt positive) Zufallsvariable auf (2, .4, P)
mit. Sei B C A nach wie vor eine Teil-o—Algebra. Wir haben die Darstellung X = X+ — X~
mit X+ > 0 und X~ > 0. Die bedingte Erwartung von X gegeben B ist definiert durch

E[X|B] = E[X*|B] — E[X|B].
Wir kénnen nun die obigen Uberlegungen zu folgender Definition zusammenfassen.

DEFINITION 7.8.3. Sei X eine Zufallsvariable mit E|X| < oo, definiert auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, 4, P). (Somit ist X A-messbar). Sei B C A eine Teil-o-Algebra.
Eine Funktion Z : 2 — R heifit bedingter Erwartungswert von X gegeben B, falls

(1) Z ist B—messbar.

(2) E[Z1p] = E[X1g] fir alle B € B.
Wir schreiben dann E[X|B] = Z.

BEMERKUNG 7.8.4. Die bedingte Erwartung E[X |B] ist eine Zufallsvariable, keine Konstan-
te. Die Existenz von E[X|B] wurde bereits oben mit dem Satz von Radon—-Nikodym bewiesen.
Der bedingte Erwartungswert ist bis auf P-Nullmengen eindeutig definiert. Das folgt aus der
entsprechenden Eigenschaft der Dichte im Satz von Radon—Nikodym.

BEISPIEL 7.8.5. Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Betrachte eine disjunkte Zer-
legung Q2 = Q U ... UQ,, wobei ; € A und P[] # 0. Sei B die o—Algebra, die von
{Q,...,Q,} erzeugt wird. Somit ist

B={Q7U...UQ"eq,...,e, € {0,1}},

wobei 2} = €, und QY = . Sei X eine beliebige (A-messbare) Zufallsvariable auf Q mit
E|X| < co. Fiir den bedingten Erwartungswert von X geegeben B gilt:
E[X1g,]
Z =EX = ——",
(@) =B[]8 ) = 22

BEWEIS. Beachte, dass Z := E[X|B] B-messbar sein muss. Also ist Z konstant auf jeder
Menge ;. Sei also Z(w) = ¢; fiir w € ;. Es muss auflerdem gelten, dass

E[X1g,] = E[Z1q,] = ;P[]
Daraus folgt, dass ¢; = E[X 1q,]/P[€2;] sein muss. O
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BEISPIEL 7.8.6. Sei 2 = [0,1]%. Sei A die Borel-o—Algebra auf [0, 1]* und P das Lebesgue—
Ma8B. Sei X : [0,1]> — R eine (A-messbare) Zufallsvariable mit E|X| < oo. Sei B C A eine
Teil-o—Algebra von A mit

B={Cx[0,1] : C C [0,1] ist Borel}.
Dann ist der bedingte Erwartungswert von X gegeben B gegeben durch:

Z(s,t) := E[X|B]|(s,t) = /01 X(s,t)dt, (s,t)€0,1]%

BEWwEIS. Wir zeigen, dass die soeben definierte Funktion Z die beiden Bedingungen aus
der Definition der bedingten Erwartung erfiillt. Zunéchst ist Z(s,t) eine Funktion, die nur
von s abhéngt. Somit ist Z messbar bzgl. B. Auflerdem gilt fiir jede B—messbare Menge
B =C x[0,1], dass

E[Z1cxpa] = /

Cx[0,1]

Z(s, t)dsdt = / ( /0 1 Z(s,t)dt) ds = E[XToxo.].

c
Somit ist auch die zweite Bedingung erfiillt.
BEISPIEL 7.8.7. Sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit E|X| < oo, definiert auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P). Dann gilt

(1) E[X]{0,0}] = EX.

(2) E[X|A] = X.

BewErs. Ubung. O

SATZ 7.8.8. Sei X,Y : Q — R Zufallsvariablen (beide A-messbar) mit E|X| < oo, E|Y| <
oo, definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A,P). Sei B C A eine Teil-o—Algebra
von A.

(1) Es gilt die Formel der totalen Erwartung: E[E[X|B]] = EX.

(2) Aus X <Y fast sicher folgt, dass E[X|B] < E[Y|B] fast sicher.

(3) Fir alle a,b € R gilt ElaX 4+ 0Y'|B] = a E[X|B] + bE[Y|B] fast sicher.
(4) Falls' Y sogar B-messbar ist und E|XY| < oo, dann gilt

E[XY|B] = YE[X|B] fast sicher.
BewErs. Ubung. O

Besonders oft wird die Definition der bedingten Erwartung im folgenden Spezialfall benutzt.

DEFINITION 7.8.9. Seien X und Y zwei A-messbare Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (£2,.4,P). Sei

o(Y)={Y}C): C C R Borel}

die von Y erzeugte o—Algebra. Der bedingte Erwartungswert von X gegeben Y ist definiert
durch

E[X|Y] = E[X|o(Y)).
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BEMERKUNG 7.8.10. Aus der Messbarkeit des bedingten Erwartungswertes bzgl. o(Y’) kann
man herleiten, dass E[X|Y]| eine Borel-Funktion von Y sein muss. Es gibt also eine Borel-
Funktion ¢ : R — R mit

E[X]Y] = ¢g(Y) fast sicher.
Wir schreiben dann E[X|Y = t| = ¢(t). Dabei darf P[Y = t] auch 0 sein.

BEMERKUNG 7.8.11. Seien X,Y zwei diskrete Zufallsvariablen mit gemeinsamer Zéhldichte
fxy(s,t) =P[X =s,Y = t] und die Zahldichte von Y sei fy (). Dann gilt fiir den bedingten
Erwartungswert

E[X[Y](w) = E[X[Y = {] = ZIP’ _ SV = 1]s % wenn Y (w) = t.

Seien X, Y zwei absolut stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fxy(s,t) und die
Dichte von Y sei fy (t). Man kann zeigen, dass dann fiir den bedingten Erwartungswert eine
dhnliche Formel gilt:

fR ny s, t)sds

EXY](w) =EX|Y =1] = 0

, wenn Y (w) = t.

Diese Formel hat Sinn, wenn fy (t) # 0.

BEISPIEL 7.8.12. In diesem Beispiel betrachten wir zwei faire Miinzen. Seien X; und X,

zwei Zufallsvariablen, die den Wert 1 annehmen, wenn die erste bzw. die zweite Miinze Kopf
zeigt, und den Wert 0 sonst. Sei Y = X; + X,. Wir bestimmen E[X;|Y].

LOsuNG. Die Grundmenge ist Q2 = {0, 1}2 ={00,01, 10,11} . Wir zerlegen die Grundmenge
) mit Hilfe von Y in

Qo =Y 10) = {00}, Q=Y "1)=1{01,10}, Q=Y 1(2)={11}.

Fir w € Q gilt
E[X11g,] 0

ELX[Y]() = Zp ™ = 177 =0
Fiir w € )y gilt
EX,lo] 1/4 1
E[X[Y](w) = TPy 12 2
Fir w € 2 gilt
E[X,[Y](w) = E[X11g,] 1/4

P[] 1/4
Zusammenfassend gilt E[X;|Y] = E[X;|X; + X, = %(Xl + Xo).
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7.9. Satz von Lehmann—Scheffé

Sei {hp : 0 € ©} mit © = (a,b) eine Familie von Dichten bzw. Zéhldichten und X3,..., X,
unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte bzw. Zahldichte hg.

SATZ 7.9.1 (Lehmann—Scheffé). Seif € L? ein erwartungstreuer, suffizienter und vollstindiger
Schitzer fiir 6. Dann ist 0 der beste erwartungstreue Schatzer fiir 6.

Bevor wir den Satz beweisen, betrachten wir eine Reihe von Beispielen.

BEISPIEL 7.9.2. Seien Xj,..., X, unabhingig und gleichverteilt auf [0, 6], wobei § > 0
geschitzt werden soll. Wir haben bereits gezeigt, dass X(,) = max{Xy,...,X,} eine suf-
fiziente und vollstéindige Statistik ist. Jedoch ist der Schétzer X,y nicht erwartungstreu,
denn

Deshalb betrachten wir den Schatzer

A 1 1
O(X1 . X)) = X = P max (XL X
n

n

Dieser Schétzer ist erwartungstreu, suffizient und vollstdndig. Nach dem Satz von Lehmann—
Scheffé ist somit ”T“X (n) der beste erwartungstreue Schétzer fiir 0.

BEISPIEL 7.9.3. Seien Xj,..., X, unabhéngige, mit Parameter 6 € [0, 1] Bernoulli-verteilte
Zufallsvariablen. Der Schitzer X,, ist erwartungstreu, suffizient und vollstdndig und somit
bester erwartungstreuer Schétzer fiir 6. Diese Argumentation greift auch fiir unabhéngige,
mit Parameter § > 0 Poisson—verteilte Zufallsvariablen. Dabei ist der Beweis der Suffizienz
und Vollsténdigkeit eine Ubung.

BEISPIEL 7.9.4. Seien Xj,..., X, unabhéngig und normalverteilt mit bekannter Varianz
0% > 0 und unbekanntem Erwartungswert u € R. Diese Verteilungen bilden eine Exponenti-
alfamilie und die Statistik X, ist vollstéindig und suffizient. AuBerdem ist X,, erwartungstreu.
Der beste erwartungstreue Schitzer fiir 1 ist somit X,,.

Versuchen wir nun, p? als Parameter zu betrachten und zu schiitzen. Der Schiitzer X2 ist
nicht erwartungstreu, denn

i 7 7 1
E, X7 = Var, X, + (B, X.)" = —o® + 1%

Deshalb betrachten wir den Schitzer X2 — "72 Dieser Schétzer ist erwartungstreu, suffizient
und vollstéandig (Ubung) und somit bester erwartungstreuer Schétzer fiir p2.

BEWEIS VON SATZ . Sei é ein erwartungstreuer, suffizienter und vollstandiger Schétzer
fiir . Wir wollen zeigen, dass 6 bester erwartungstreuer Schétzer fiir  ist. Sei p : R* — R
ein erwartungstreuer Schétzer fiir 0, d.h. Eyp = 0 fiir alle 6 € ©. Wir zeigen, dass

Eq[fg] = 0.
Dieser Erwartungswert kann mit Hilfe der bedingten Erwartung umgeschrieben werden zu

Eo[0¢] = Eo[Eg[0p|0] = Eg[0Eq[|0)] = Eg[0g(6)],
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wobei ¢(6) = Eq[¢|6]. Die Funktion g ist unabhéingig von 6, da 6 suffizient ist. Es gilt
Eo[9(0)] = Eo[Eq[p|6] = Eolg] = 0,

da ¢ ein erwartungstreuer Schétzer fiir 0 ist. Somit folgt durch die Vollstandigkeit von 6,
dass g = 0 fast sicher unter Py ist. Also gilt

Eoff] = [0 - 0] = 0.

Wir haben gezeigt, dass 0 orthogonal zu jedem erwartungstreuen Schétzer von 0 ist. Laut

Satz ist 6 der beste erwartungstreue Schétzer fiir 6. O
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KAPITEL 8

Wichtige statistische Verteilungen

In diesem Kapitel werden wir die wichtigsten statistischen Verteilungsfamilien einfiithren. Zu
diesen zéhlen neben der Normalverteilung die folgenden Verteilungsfamilien:

(1) Gammaverteilung (Spezialfille: x?~Verteilung und Erlang—Verteilung);

(2) Student—t—Verteilung;

(3) Fisher-Snedecor—F—Verteilung.
Diese Verteilungen werden wir spéter fiir die Konstruktion von Konfidenzintervallen und
statistischen Tests benotigen.

8.1. Gammafunktion und Gammaverteilung

DEFINITION 8.1.1. Die Gammafunktion ist gegeben durch

() :/ t*te7tdt, a>0.

0

ABBILDUNG 1. Der Graph der Gammafunktion.

Folgende Eigenschaften der Gammafunktion werden oft benutzt:
(1) Na+1) = al'(a).
(2) T'(n) = (n—1)!, falls n € N.
(3) () = v
Die letzte Eigenschaft kann man wie folgt beweisen: Mit ¢ = %2 und dt = wdw gilt

1 o0 V2 w2 2
r <—> = / tzetdt = £ ez wdw = \/5/ e 2 dw = /7,
0 0 0

2 w
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2
oo __wo
denn fo e~ 2 dw = % 2.

DEFINITION 8.1.2. Eine Zufallsvariable X ist Gammaverteilt mit Parametern «« > 0 und
A > 0, falls fiir die Dichte von X gilt

_ /\a a—1_—Ax
fx(z) = F(a)x e ™ x>0

NoOTATION 8.1.3. X ~ Gamma(a, ).
AUFCABE 8.1.4. Zeigen Sie, dass [ %xa_le_mdx = 1.

BEMERKUNG 8.1.5. Die Gammaverteilung mit Parametern « = 1 und A > 0 hat Dichte
Xe ™.t > 0, und stimmt somit mit der Exponentialverteilung mit Parameter \ iiberein.

L L T L L L T
0 1 2 3 a 5 0 1 2 3 a 5 0 1 2 3 4 5

ABBILDUNG 2. Dichten der Gammaverteilungen mit verschiedenen Werten des
Parameters «. Links: v < 1. Mitte: & = 1 (Exponentialverteilung). Rechts: a > 1.

SATZ 8.1.6. Sei X ~ Gamma(a,\) eine Gammaverteilte Zufallsvariable. Dann sind die
Laplace—Transformierte mx (t) := Ee™ und die charakteristische Funktion px(t) := Ee'X
gegeben durch

mx(t) = s (firt <X), pxl) = s (fir t €R).
(1-%) (1-%)
BEWwEIS. Fiir die Laplace-Transformierte ergibt sich

1) = tx a—1 —)\zd _ / a—1 —()\—t)md )
mx (t) /0 e —F(a)x e dx o) J, e x

Dieses Integral ist fiir ¢ < A konvergent. Indem wir nun w = (A —¢)x einsetzen, erhalten wir,
dass

. (t)_ e /oo L a—leiw dw B G 1 /oowalewdw_;
) S, =t A=t T(a)(A=1)" J, (1= b

Wenn man nun komplexe Werte von t zuldsst, dann sind die obigen Integrale in der Halbebene
Ret < X konvergent. Somit stellt mx (t) eine analytische Funktion in der Halbebene Ret < A
dar und ist fiir reelle Werte von ¢ gleich 1/(1 — £)® Nach dem Prinzip der analytischen
Fortsetzung (Funktionentheorie) muss diese Formel in der ganzen Halbebene gelten. Indem
wir nun die Formel fiir Zahlen der Form ¢ = is benutzen (die in der Halbebene fiir alle s € R
liegen), erhalten wir, dass




Somit ist die Formel fiir die charakteristische Funktion bewiesen. O

AUFGABE 8.1.7. Zeigen Sie, dass fiir X ~ Gamma(a, A) gilt
a «
EX = X, Var X = ﬁ
Der néchste Satz heifit die Faltungseigenschaft der Gammaverteilung.

SATZ 8.1.8. Sind die Zufallsvariablen X ~ Gamma(a, \) undY ~ Gamma(B, \) unabhingig,
dann gilt fir die Summe
X +Y ~ Gamma(a + 3, N).

BEWEIS. Fiir die charakteristische Funktion von X + Y gilt wegen der Unabhéngigkeit

(1) = ox(t) - or(t) = — 1 :
Px+y () = px(1) - py(l) = e NG t\ats'

(-5 G-2p ~ (G- 5
Dies ist die charakteristische Funktion einer Gamma(a + 3, \)—Verteilung. Da die charak-
teristische Funktion die Verteilung eindeutig bestimmt, muss X + Y ~ Gamma(a + [, )
gelten. O

8.2. y*—Verteilung

DEFINITION 8.2.1. Seien Xj,..., X, ~ N(0,1) unabhéngige und standardnormalverteilte
Zufallsvariablen. Dann heifit die Verteilung von
X4+ ..+ X2

die x2- Verteilung mit n Freiheitsgraden.
NOTATION 8.2.2. X7+ ...+ X2 ~ 2.

0.5

ABBILDUNG 3. Dichten der x> Verteilungen mit n = 1, ..., 10 Freiheitsgraden.

Wir werden nun zeigen, dass die x> Verteilung ein Spezialfall der Gammaverteilung ist.
Zuerst betrachten wir die y*-Verteilung mit einem Freiheitsgrad.
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SATZ 8.2.3. Sei X ~ N(0,1). Dann ist X* ~ Gamma(3, ). Symbolisch: x} = Gamma(% ).

BEWEIS. Wir bestimmen die Laplace-Transformierte von X?:

1 z2 1 2t 2 1
my2(t) = BetX :/et””2 (—e‘?) T = / = .
xx(1) . NoT Nz =

Das gilt fiir komplexe ¢ mit Ret < % Insbesondere erhalten wir mit ¢ = s, dass fiir die
charakteristische Funktion von X? gilt

1
2(8) = ———,
Dies entspricht der charakteristischen Funktion einer Gammaverteilung mit Parametern o =

1/2und A = 1/2. Da die charakteristische Funktion die Verteilung eindeutig festlegt, erhalten

wir, dass X2 ~ Gamma(3, 3). O

s e R.

SATZ 8.2.4. Seien Xy,..., X, ~ N(0,1) unabhingige Zufallsvariablen. Dann gilt

1
X24 . +X2~ G -
1 . amma<2 3

Symbolisch: 2 < Gamma(%,3).

BEWEIS. Wir haben bereits gezeigt, dass X2, ..., X2 ~ Gamma(Q, 2) AuBlerdem sind die Zu-
fallsvariablen X7, ..., X2 unabhiingig. Der Satz folgt aus der Faltungseigenschaft der Gam-
maverteilung. O

BEMERKUNG 8.2.5. Die Dichte einer y2—Verteilung ist somit gegeben durch
]_ n x
f(Q?) = ﬂ—nxfflefi x> 0.
BEISPIEL 8.2.6. Seien X, X5 ~ N(0, 1) unabhéngige Zufallsvariablen. Dann gilt

1 1
X} + X7 ~ Gamma <1, 5) ~ Exp (5) .

Symbolisch: 3 2 Exp(3).

8.3. Poisson—Prozess und die Erlang—Verteilung

Um den Poisson—Prozess einzufiihren, betrachten wir folgendes Modell. Ein Gerét, das zum
Zeitpunkt 0 installiert wird, habe eine Lebensdauer Wj. Sobald dieses Gerét kaputt geht,
wird es durch ein neues baugleiches Gerét ersetzt, das eine Lebensdauer W, hat. Sobald
dieses Gerit kaputt geht, wird ein neues Gerét installiert, und so weiter. Die Lebensdauer
des 1—ten Gerétes sei mit W; bezeichnet. Die Zeitpunkte

S, =W,+...+W,, neN,
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bezeichnet man als Erneuerungszeiten, denn zu diesen Zeiten wird ein neues Gerét installiert.

Folgende Annahmen {iber Wy, Ws, ... erscheinen plausibel. Wir nehmen an, dass Wy, W, . ..
Zufallsvariablen sind. Da ein Gerét nichts von der Lebensdauer eines anderen mitbekommen
kann, nehmen wir an, dass die Zufallsvariablen Wy, Ws, ... unabhéngig sind. Da alle Geriite
die gleiche Bauart haben, nehmen wir an, dass Wy, W, ... identisch verteilt sind. Welche
Verteilung soll es nun sein? Es erscheint plausibel, dass diese Verteilung gedédchtnislos sein
muss, also werden wir annehmen, dass Wy, Ws, ... exponentialverteilt sind.

DEerFINITION 8.3.1. Seien Wi, Ws, ... unabhéngige und mit Parameter A > 0 exponenti-
alverteilte Zufallsvariablen. Dann heifit die Folge S;,S5s,... mit S,, = W) + ...+ W, ein
Poisson—Prozess mit Intensitat .

ABBILDUNG 4. Eine Realisierung des Poisson—Prozesses.

Wie ist nun die n—te Erneuerungszeit S, verteilt? Da W; ~ Exp(\) ~ Gamma(l,\) ist,
ergibt sich aus der Faltungseigenschaft der Gammaverteilung, dass

Sy, ~ Gamma(n, \).
Diese Verteilung (also die Gamma(n, A)—Verteilung, wobei n eine natiirliche Zahl ist), nennt
man auch die Erlang—Verteilung.
AUFGABE 8.3.2. Zeigen Sie, dass ES,, = § und Var S,, = 5.

Wir werden nun kurz auf die Bezeichnung “Poisson—Prozess” eingehen. Betrachte ein Inter-
vall I = [a,b] C [0,00) der Lénge | := b — a. Sei N(I) eine Zufallsvariable, die die Anzahl
der Erneuerungen im Intervall I zéhlt, d.h.:

N(I) =) lger
k=1

SATZ 8.3.3. Es gilt N(I) ~ Poi(\l).

BEWEISIDEE. Betrachte ein sehr kleines Intervall [t, ¢ + d], wobei 6 ~ 0. Dann gilt aufgrund
der Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung

P[3 Erneuerung im Intervall [t, ¢ + d]] = P[3 Erneuerung im Intervall [0, d]].

Die Wahrscheinlichkeit, dass es mindestens eine Erneuerung im Intervall [0, §] gibt, ldsst sich
aber folgendermaflen berechnen:

P[3 Erneuerung im Intervall [0, 6]] = P[W; < 6] =1 — e =~ \J.

Wir kénnen nun ein beliebiges Intervall I der Lange [ in ~ [/§ kleine disjunkte Intervalle der
Lange ¢ zerlegen. Fiir jedes kleine Intervall der Lange 0 ist die Wahrscheinlichkeit, dass es in
diesem Intervall mindestens eine Erneuerung gibt, ~ A\d. Aulerdem sind verschiedene kleine
Intervalle wegen der Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung unabhéngig voneinender.
Somit gilt fiir die Anzahl der Erneuerungen N(I) in einem Intervall I der Léange [

N(I) ~ Bin <§, )\5> ~ Poi(Al),
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wobel wir im letzten Schritt den Poisson—Grenzwertsatz benutzt haben. O

8.4. Empirischer Erwartungswert und empirische Varianz einer
normalverteilten Stichprobe

Der néchste Satz beschreibt die gemeinsame Verteilung des empirischen Erwartungswerts
X, und der empirischen Varianz S? einer normalverteilten Stichprobe.

SATZ 8.4.1. Seien Xi,..., X, unabhdingige und normalverteilte Zufallsvariablen mit Para-
metern i € R und o > 0. Definiere

X1+ + X, 1 _
X, =T g D (X - X))

n n—l,_

Dann gelten folgende drei Aussagen:
(1) X’n NQN(NM %2)
(2) (n;# ~ Xn-1- ,
(3) Die Zufallsvariablen X,, und % sind unabhdngig.

BEMERKUNG 8.4.2. Teil 3 kann man auch wie folgt formulieren: Die Zufallsvariablen X,
und S2 sind unabhiingig.

BEwEIs vON TEIL 1. Nach Voraussetzung sind X7, ..., X,, normalverteilt mit Parametern
(i, 0?) und unabhiingig. Aus der Faltungseigenschaft der Normalverteilung folgt, dass die
Summe X;+. ..+ X, normalverteilt mit Parametern (nu, no?) ist. Somit ist X,, normalverteilt

. 2
mit Parametern (u, %-). O

Die folgende Uberlegung vereinfacht die Notation im Rest des Beweises. Betrachte die stan-
dardisierten Zufallsvariablen

. X
X, = AN, 1).
g

Es seien X/ der empirische Mittelwert und S die empirische Varianz dieser Zufallsvariablen.
Dann gilt

_ ]_ n , — 0'2 L ’ — /
X, == X, =oX S2 = X, — X ) =252,

Um die Unabhingigkeit von X,, und S? zu zeigen, reicht es, die Unabhiingigkeit von X! und
S zu zeigen. AuBerdem ist

(n—1)S2  (n—1)S?

o2 N 1
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Fiir den Rest des Beweises kénnen wir also annehmen, dass X1, ..., X, standardnormalver-
teilt sind, ansonsten kann man stattdessen X7,..., X/ betrachten.

BEWEIS VON TEIL 3. Seien also X;,..., X, ~ N(0,1). Wir zeigen, dass X,, und S? un-
abhéngig sind.

SCHRITT 1. Wir kénnen S? als eine Funktion von X, — X,,...., X, — X, auffassen, denn
wegen » - (X; — X,,) = 0 gilt

(n—1)S% = (i(){i - Xn)) + zn:(Xi — X)) =p( Xy — Xoy .o, Xy — X)),

=2

wobel

n 2 n
p(xe, ... xy) = (le> —|—fo
i=2 =2

Somit geniigt es zu zeigen, dass die Zufallsvariable X,, und der Zufallsvektor (X =X, Xp—
X,,) unabhéngig sind.

SCHRITT 2. Dazu berechnen wir die gemeinsame Dichte von (X,,, Xo — X, ..., X,, — X,,).
Die gemeinsame Dichte von (X7, ..., X)) ist nach Voraussetzung

Fln, ) = (\/%_W>nexp (-% éﬁ) .

Betrachte nun die Funktion ¢ : R™ — R™ mit ¢ = (11, ...,1,), wobei

¢1<x17---7xn) :ind wQ('le"‘an) :x2_1_7n7 ey wn(xla"'7$n> =Tpn — Tn-

Die Umkehrfunktion ¢ = 1~! ist somit gegeben durch ¢ = (¢, ..., ¢,) mit

¢1<y17---7yn) = _Zy“ ¢2(y17"'7yn) :y1+y27 R qbn(ylyayn) :y1+yn
=2

Die Jacobi-Determinante von ¢ ist konstant (und gleich n, wobei dieser Wert eigentlich nicht
benétigt wird).

SCHRITT 3. Fiir die Dichte von (X,, Xo — X,,,..., X,, — X,,) = ¥(X1,..., X,,) gilt mit dem
Dichtetransformationssatz

91, yn) =nf(xg,. .., x,)




Somit ist X,, unabhiingig von (X5 — X,,,..., X, — X,,).

BEWEIS VON TEIL 2. Es gilt die Identitéat
D (Xi— X))+ (VnX,)? = Zi + Zo.

Z = anxf =
=1 =1

Dabei gilt:
(1) Z ~ x? nach Definition der x*-Verteilung.

(2) Zy ~ x3, denn \/nX,, ~ N(0,1).
(3) Z; und Z, sind unabhéngig (wegen Teil 3 des Satzes).

Damit ergibt sich fiir die charakteristische Funktion von Zi:
1
pz(t) _ a-2in® _ 1
L (1= 24t)e1)/27

oz (t) =
Pz, (T
»(?) (1-2it)2
O

Somit ist (n — 1)S2 = Z; ~ Gamma(%5*, 1) = Xo1-

8.5. t—Verteilung
DEFINITION 8.5.1. Seien X ~ N(0,1) und U ~ x? unabhiingige Zufallsvariablen, wobei

r € N. Die Zufallvariable
X
V=—=
\/E

heifit t—verteilt mit r Freiheitsgraden.

NOTATION 8.5.2. V ~ t,.

4

I
2

0

|
-2

-4

ABBILDUNG 5. Dichten der ¢,—Verteilungen mit r = 1,...,5 Freiheitsgraden.

80



SATZ 8.5.3. Die Dichte einer t—verteilten Zufallsvariable V ~ t, ist gegeben durch
L)

0 V(i + 5%
BEWEIS. Nach Definition der ¢t—Verteilung gilt die Darstellung

X
V="

fv(t) = t e R.

wobei X ~ N(0,1) und U ~ x? unabhiingig sind. Die gemeinsame Dichte von X und U ist
gegeben durch

1 2 42

N
2

€
T,U) = €77
Trvleu) = o

reR, u>0.

Die Umkehrabbildung ist somit z = v\/g und v = w. Die Jacobi-Determinante der Um-
kehrabbildung ist \/g . Somit gilt fiir die gemeinsame Dichte von (V, W)

2

w 1 vw\ wzez [w
, e , — = e — r —.
Few(v,w) = fxy @yl - = 7= Xp( o > 250(z) V7

Somit kann die Dichte von V' wie folgt berechnet werden:

& 1 & 1)2 1 r4+l
fv(v) = /0 fvw (v, w)dw = m/g exp <—w (2_1" + 5)) w2 dw.

Mit der Formel [~ w® e " dw = % berechnet sich das Integral zu

1 %) I 1
fv(v) = 72Ty (2 INTEL NE 02\ L
V2rr2tPL(5) (5 + 5) 2 (5) Vrm(1+2)5
Dies ist genau die gewiinschte Formel. 0

BEeISPIEL 8.5.4. Die Dichte der ¢;—verteilung ist fy (t) = %# und stimmt somit mit der
Dichte der Cauchy—Verteilung iiberein.

AUFGABE 8.5.5. Zeigen Sie, dass fiir r — oo die Dichte der ¢,—Verteilung punktweise gegen
die Dichte der Standardnormalverteilung konvergiert.

SATZ 8.5.6. Seien Xi,..., X, unabhdngige und normalverteilte Zufallsvariablen mit Para-
metern (p,02). Dann gilt

X0 — p
Vn S

X, —
- PO NO,1), VA

~ty_1.
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BEWEIS. Die erste Formel folgt aus der Tatsache, dass X,, ~ N(u, %2) Wir beweisen die
zweite Formel. Es gilt die Darstellung

X, — S
\/ﬁ /"L \/ﬁ o

Sh, /1 (n-1sz’
n—1 o2

Da nach Satz 8.4.1| die Zufallsvariablen \/ﬁ@ ~ N(0,1) und USRI x2_, unabhingig

o2

sind, hat v/n Xg—” eine t—Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. 0

8.6. ['—Verteilung

DEFINITION 8.6.1. Seien r,s € N Parameter. Seien U, ~ x2 und U, ~ x? unabhingige
Zufallsvariablen. Dann heifit die Zufallsvariable

U./r
W = /
Us/s
F-verteilt mit (r, s)-Freiheitsgraden.
NOTATION 8.6.2. W ~ F, .
10~
0.8;
0.6;
0.4;
02}
0.07 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Loy oy T—
0 1 2 3 4 5

ABBILDUNG 6. Dichte der F—Verteilung mit (10, 8)-Freiheitsgraden.

SATZ 8.6.3. Die Dichte einer F'—verteilten Zufallsvariable W ~ F, ; ist gegeben durch
1

_ D) et
w0 = 5t (5) T

20 3
BEwEIS. Wir werden die Dichte nur bis auf die multiplikative Konstante berechnen. Die
Konstante ergibt sich dann aus der Bedingung, dass die Dichte sich zu 1 integriert. Wir
schreiben f(t) o g(t), falls f(t) = Cg(t), wobei C' eine Konstante ist.

Wir haben die Darstellung

B U,/r
- Uy/s’
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wobei U, ~ x? und U, ~ x? unabhiingig sind. Fiir die Dichten von U, und U, gilt

Somit folgt fiir die Dichten von U, /r und Us/s, dass

—rx/2 —sx/2
)

Ju, () o< T e o Suys(w) o T e x> 0.

Fiir die Dichte von W gilt die Faltungsformel:
urtt) = [ 1ol oo (o) o o)y
R

Indem wir nun die Dichten von U, /r und Us/s einsetzen, erhalten wir, dass

R r— T S— S rT— e r— S— t
fw(t) o< / y(yt) T e Ty T e T dy o t22/ YT exp (—y (T— + f)) dy.
0 0

2 2
Mit der Formel fooo Yy le Ndy = % berechnet sich das Integral zu
r—2
r—2 1 tT
fW t O(t 2 r+s X r+s °
© (rt+s)%  (1+10)%

Dies ist genau die gewiinschte Dichte, bis auf eine multiplikative Konstante.
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KAPITEL 9

Konfidenzintervalle

Sei {hy(z) : 6 € O} eine Familie von Dichten bzw. Zé&hldichten. In diesem Kapitel ist © =
(a,b) C R ein Intervall. Seien X7, ..., X,, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvaria-
blen mit Dichte bzw. Zahldichte hy. Wir haben uns bereits mit der Frage beschéftigt, wie
man den Parameter # anhand der Stichprobe schétzen kann. Bei einer solchen Schétzung
bleibt aber unklar, wie grof der mogliche Fehler, also die Differenz 6— 0, ist. In der Statistik
begniigt man sich normalerweise nicht mit der Angabe eines Schétzers, sondern versucht auch
den Schétzfehler abzuschétzen, indem man ein sogenanntes Konfidenzintervall fiir 8 angibt.
Das Ziel ist es, das Intervall so zu konstruieren, dass es den wahren Wert des Parameters 6
mit einer grofien Wahrscheinlichkeit (typischerweise 0.99 oder 0.95) enthélt.

DEFINITION 9.0.4. Sei o € (0, 1) eine kleine Zahl, typischerweise v = 0.01 oder ao = 0.05.
Es seien § : R* - RU {—o0} und 6 : R* - R U {+o00} zwei Stichprobenfunktionen mit

0(z1,...,20) < 0(x1,...,2,) fiiralle zy,..., 2z, €R.

Wir sagen, dass [0, 0] ein Konfidenzintervall fiir € zum Konfidenzniveau 1 — a € (0,1) ist,
falls

Pol0(X1,...,X,) <O<0(X1,...,X,)] >1—a fiir alle § € O,
Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass das zufillige Intervall (§,6) den richtigen Wert 6
enthélt, mindestens 1 — «, also typischerweise 0.99 oder 0.95.

Die allgemeine Vorgehensweise bei der Konstruktion der Konfidenzintervalle ist diese: Man
versucht, eine sogenannte Pivot-Statistik zu finden, d. h. eine Funktion T'(X7, ..., X,; ) der
Stichprobe (X7,...,X,) und des unbekannten Parameters 6 mit der Eigenschaft, dass die
Verteilung von T'( Xy, . .., X,; 8) unter Py nicht von 6 abhéingt und explizit angegeben werden
kann. Das heifit, es soll gelten, dass

Po[T(X,, .., X 0) < 1] = F(2),

wobei F'(t) nicht von 6 abhéngt. Dabei soll die Funktion T'(X7, ..., X,,;#) den Parameter 6
tatsichlich auf eine nichttriviale Weise enthalten. Fiir o € (0, 1) bezeichnen wir mit @, das
a—Quantil der Verteilungsfunktion F', d. h. die Losung der Gleichung F(Q,) = a. Dann gilt

Py [Qs <T(Xy,..., Xn;0) <Qi_z] =1—a fiiralle 6 € ©.

Indem wir nun diese Ungleichung nach 6 auflésen, erhalten wir ein Konfidenzintervall fiir 6
zum Konfidenzniveau 1 — a.

Im Folgenden werden wir verschiedene Beispiele von Konfidenzintervallen betrachten.
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9.1. Konfidenzintervalle fiir die Parameter der Normalverteilung

In diesem Abschnitt seien X1,..., X,, ~ N(u, 0?) unabhiingige und mit Parametern (u, o?)
normalverteilte Zufallsvariablen. Unser Ziel ist es, Konfidenzintervalle fiir 4 und o2 zu kon-
struieren. Dabei werden wir vier Fille betrachten:

(1) Konfidenzintervall fiir ;1 bei bekanntem o?.
2

(2) Konfidenzintervall fiir g bei unbekanntem o<.
(3) Konfidenzintervall fiir % bei bekanntem p.
(4) Konfidenzintervall fiir % bei unbekanntem .

Fall 1: Konfidenzintervall fiir 1 bei bekanntem o?2. Es seien also X1, ..., X,, ~ N(u, 0?)
unabhiingig, wobei p unbekannt und o bekannt seien. Wir konstruieren ein Konfidenzinter-
vall fiir p. Ein natiirlicher Schétzer fiir o ist X,,. Wir haben gezeigt, dass

2
X, ~N (u, 0—) .
n
Wir werden nun X,, standardisieren:
vn

Fiir o € (0,1) sei z, das a—Quantil der Standardnormalverteilung. D.h., z, sei die Losung
der Gleichung ®(z,) = «, wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
bezeichnet. Somit gilt

P, {22 <vn

Nach g umgeformt fithrt dies zu

Xn_ﬂ

~ N(0,1).

X, -
g

< 21—‘;] =1—« fir alle p € R.

NG

Wegen der Symmetrie der Normalverteilung ist ze = —2;_o. Somit ist ein Konfidenzintervall
zum Niveau 1 — « fiir p gegeben durch

P“|:Xn—21_a0- <pu<X,—zea ]zl—afﬁralleueR.
2 n 2

— g
|:Xn — Z-g N

Der Mittelpunkt dieses Intervalls ist X,,.

Xn + 213—1 .

BEMERKUNG 9.1.1. Man kann auch “nichtsymmetrische” Konfidenzintervalle konstruieren.
Waihle dazu a; > 0, ag > 0 mit o = a1 + . Dann gilt

X, —
P, {zalg\/ﬁ ugzl_w}zl—a fiir alle u € R.
o
Nach p umgeformt fithrt dies zu
P, | X 7 <u<X ? |=1-a firallepeR
= Pay—— < U< X, — Za,——=| =1 —a fiir alle :
" tmaa T = M N a
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Wegen z,, = —21_,, fithrt dies zu folgendem Konfidenzintervall fiir p:

ERA A

Interessiert man sich z. B. nur fiir eine obere Schranke fiir x4, so kann man a; = o und ag = 0
wéhlen. Dann erhélt man folgendes Konfidenzintervall fiir p:

[—oo, Xn —+ zl_a%} .

Die Konstruktion der nichtsymmetrischen Konfidenzintervalle liasst sich auch fiir die nach-
folgenden Beispiele durchfiihren, wird aber hier nicht mehr wiederholt.

Fall 2: Konfidenzintervall fiir ¢ bei unbekanntem o?. Es seien X1, ..., X, ~ N(u, 0?)
unabhingig, wobei y und o2 beide unbekannt seien. Wir konstruieren ein Konfidenzintervall
fiir p. Es gilt zwar nach wie vor, dass \/n 222 ~ N(0, 1), wir konnen das aber nicht fiir die
Konstruktion eines Konfidenzintervalls fiir 2 benutzen, denn der Parameter o2 ist unbekannt.
Wir werden deshalb ¢ durch einen Schétzer, ndmlich S? = —= 3"  (X; — X,,)?, ersetzen.
Wir haben im vorigen Kapitel gezeigt, dass

X, —u

Sei t,_1 o das a—Quantil der tn,r\/erteilung. Somit gilt

]P)u,az|:n l°‘<\/_

Nach p umgeformt fithrt dies zu

~ tn—l-

§tn 11_} =1—«a ﬁiralle,uER,aQ>0.

_ S, - Sh
P, o2 an —tp-1,1-2 \/_ <u<X, n—1,2 \/ﬁ] =1— o fiir alle p € R, 0% > 0.
Wegen der Symmetrie der ¢—Verteilung gilt ¢,,—1,2 = —f,,—1,1—2. Somit erhalten wir folgendes
Konfidenzintervall fiir © zum Niveau 1 — o
- Sn Sh
Xn_tn 11—7 X +tn 11—7 :| .
{ 2yn’ 2/

Fall 3: Konfidenzintervall fiir o bei bekanntem . Seien nun X7, ..., X,, ~ N(u, o?),
wobei p bekannt und o2 unbekannt seien. Wir konstruieren ein Konfidenzintervall fiir 2.
Ein natiirlicher Schiitzer fiir o ist

Dann gilt




Sei X2 , das a~Quantil der x*-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Dann gilt

Q2
2 n.sS, 2
]PJO'Q [Xn7g S 0-271 S X?L].—%

=1 — « fiir alle 2 > 0.

Nach o2 umgeformt fithrt dies zu folgendem Konfidenzintervall fiir o2 zum Niveau 1 — a:

Xpia Xpao |

o
2

Es sei bemerkt, dass die y>-Verteilung nicht symmetrisch ist.

Fall 4: Konfidenzintervall fiir ¢? bei unbekanntem p. Seien Xi,..., X, ~ N(u,o?),
wobei p und o2 beide unbekannt seien. Wir konstruieren ein Konfidenzintervall fiir o2. Ein
natiirlicher Schiitzer fiir o ist

Bekannt ist, dass

Somit gilt
(n —1)S7 )
P02 [XiLg < Q7 < Xi—ldfg =1— o fiir alle p € R,0? > 0.

Nach o2 umgeformt fiihrt dies zu

-1 2 -1 2
P02 [M302<M] =1—a fiiralle p € R, 0% > 0.

Somit erhilt man folgendes Konfidenzintervall fiir o2 zum Niveau 1 — «

[(n — )52 (n—1)S2

2 ; 2
Xn—1,1-2 Xn—1,2

9.2. Asymptotisches Konfidenzintervall fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit bei
Bernoulli-Experimenten

Seien X1, ..., X, unabhingige und Bernoulli—verteilte Zufallsvariablen mit Parameter 6 €
(0,1). Wir wollen ein Konfidenzintervall fir die Erfolgswahrscheinlichkeit 6 konstruieren.
Ein natiirlicher Schétzer fiir 6 ist X,,. Diese Zufallsvariable hat eine reskalierte Binomialver-
teilung. Es ist nicht einfach, mit den Quantilen dieser Verteilung umzugehen. Somit ist es
schwierig, ein exaktes Konfidenzintervall fiir § zu einem vorgegebenen Niveau zu konstruie-
ren. Auf der anderen Seite, konnen wir nach dem Zentralen Grenzwertsatz die Verteilung
von X, fiir groBes n durch eine Normalverteilung approximieren. Man kann also versuchen,
ein Konfidenzintervall zu konstruieren, das zumindest bei einem sehr grofien Stichproben-
umfang n das vorgegebene Niveau approximativ erreicht. Dafiir bendtigen wir die folgende
allgemeine Definition.
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DEFINITION 9.2.1. Eine Folge [0,,01], [0,05], ... von Konfidenzintervallen, wobei §, : R™ —
RU{—o0} und 0, : R = RU {+o0}, heiit asymptotisches Konfidenzintervall zum Niveau
1 — «a, falls
liminf Pyld,, (X1, .., X,) <0 < 0,(X1,...,X,)] > 1—a fiiralle § € ©.
n—oo
Nun kehren wir zu unserem Problem mit den Bernoulli-Experimenten zuriick. Nach dem
Zentralen Grenzwertsatz gilt
X1++Xn—n6’ d

— N(0, 1),
nf(1—0) n—00

denn EX; = 0 und Var X; = 6(1 — 6). Durch Umformung ergibt sich

X, —0 d
% 4N, 1).

Sei z, das a—Quantil der Standardnormalverteilung. Somit gilt

X, —0

: i A . .
nh_{](f)lo]Pg za < vn T I 1 —« fiir alle 6 € (0,1)

Aufgrund der Symmetrieeigenschaft der Standardnormalverteilung ist z;_a = —za. Definiere

deshalb z := z;_a = —za. Somit miissen wir 6 bestimmen, so dass folgende Ungleichung

erfiillt ist:
V| X, — 0| < zy/0(1 - 0).
Quadrierung fiihrt zu
n( X2+ 0% —2X,0) < 2*0(1 — 0).

Dies lasst sich umschreiben zu
22 _ 22 _
9(0) := 02 (1+—> —e<2Xn+—) + X7 <o0.
n n

Die Funktion g(#) ist quadratisch und hat (wie wir gleich sehen werden) zwei verschiedene
reelle Nullstellen. Somit ist g(f) < 0 genau dann, wenn 6 zwischen diesen beiden Nullstellen
liegt. Indem wir nun die Nullstellen mit der p—¢g—Formel berechnen, erhalten wir folgendes
Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir 0:

v 22 z v v 22 v 22 z " v 22
Xt o= 2/ Xl = X) + 2 Kt oot 2/ Ka(l - Xo) + 2
1+ 2 ’ 1+Z

Fiir grofies n erhalten wir die folgende Approximation (indem wir alle Terme mit 1/4/n
stehen lassen und alle Terme mit 1/n ignorieren):

L T A S )

Spéater werden wir diese Approximation mit dem Satz von Slutsky begriinden.
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BEISPIEL 9.2.2. Bei einer Wahlumfrage werden n Personen befragt, ob sie eine Partei A
wéhlen. Es soll ein Konfidenzintervall zum Niveau 0.95 fiir den Stimmenanteil 6 konstruiert
werden und die Linge dieses Intervalls soll hochstens 0.02 sein. Wie viele Personen miissen
dafiir befragt werden?

LOsuNG. Wir betrachten die Wahlumfrage als ein n-faches Bernoulli-Experiment. Die Léange
des Konfidenzintervalls fiir 6 soll hochstens 0.02 sein, also erhalten wir die Ungleichung

2z _ _
—/ X, (1= X,,) <0.02.
VR0 K

Quadrieren und nach n Umformen ergibt die Ungleichung
422X, (1 — X))
n
- 0.022
Der Mitelwert X, ist zwar unbekannt, allerdings gilt 0 < X,, < 1 und somit )_(n(l — Xn) <
1/4. Es reicht also auf jeden Fall, wenn

22

0.022°

Nun erinnern wir uns daran, dass z das (1 — §)-Quantil der Standardnormalverteilung ist.
Das Konfidenzniveau soll 1 —a = 0.95 sein, also ist 1 — ¢ = 0.975. Das 0.975-Quantil der
Standardnormalverteilung errechnet sich (z. B. aus einer Tabelle) als Losung von ®(z) =

(1)13—32 = 9604 Personen befragt werden.

n >

0.975 zu z = 1.96. Es miissen also n >

9.3. Satz von Slutsky

Bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen findet der folgende Satz sehr oft Anwendung.

SATZ 9.3.1 (Satz von Slutsky). Seien X, X1, Xo,... und Y, Y1,Ys, ... Zufallsvariablen, die
auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) definiert sind. Gilt
X, 4y x und Y, LN c,
n—oo n—oo

wobei ¢ eine Konstante ist, so folgt, dass

X, Y, -5 X,

n—oo
BEWEIS. SCHRITT 1. Es geniigt, die punktweise Konvergenz der charakteristischen Funk-
tionen zu zeigen. D.h., wir miissen zeigen, dass

lim EeXnYn — EefX fiir alle ¢t € R.
n—oo

Sei p(s) = €. Diese Funktion ist gleichmiBig stetig auf R und betragsméBig durch 1
beschréankt. Wir zeigen, dass

lim Ep(X,Y,) = Ep(cX).

n—o0

SCHRITT 2. Sei € > 0 fest. Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von ¢ gibt es ein 6 > 0 mit
der Eigenschaft, dass
lo(z) — (y)] < e firalle z,y € R mit |z — y| <.
89



SCHRITT 3. Sei A > 0 so groB, dass P[|X| > A] < e. Wir kénnen annehmen, dass A und —A
Stetigkeitspunkte der Verteilungsfunktion von X sind, ansonsten kann man A vergréfiern.

Da X, 4y X und A, —A keine Atome von X sind, folgt, dass

n—r00
T}LHSOIP[|Xn| > Al =P[|X| > A] <e.
Also gilt P[| X,,| > A] < 2¢ fiir grofie n.
SCHRITT 4. Es gilt
[Ep(XnYn) — Ep(cY)] <Elp(XnYn) — @(cXn)| + [Ep(cXn) — Ep(cX)
<E\+FE,+F;+E,

mit
By = E [[e(XaYa) = (X)L, o]
E,=E :|<,0(XnYn) - SO(CXn>|1\Yn—c|g%,\Xn|>A] ;
By = E [[o(XaY2) = 9(eXa) Ly, s, xoiza)
By = [Ep(cXa) — Ep(cX)].

SCHRITT 5. Wir werden nun FEi, ..., E; abschétzen.

Ey: Da |o(t)] <1 ist, folgt, dass Fy < 2P[|Y,, — ¢| > §/A]. Dieser Term konvergiert gegen 0
fiir n — oo, da Y, gegen ¢ in Verteilung (und somit auch in Wahrscheinlichkeit) konvergiert.

Es: Fir E, gilt die Abschitzung Fy < 2P[|X,,| > A] < 4e nach Schritt 3, wenn n grof8 genug
ist.

Es: Es gilt B3 < ¢, da |X,Y, —cX,| <6 falls |Y,, — ¢| < /A und |X,,| < A. Aus Schritt 2
folgt dann, dass |p(X,Y,) — p(cX,)| <e.

Ey: Der Term E, konvergiert fiir n — oo gegen 0, denn lim,, ., Ep(cX,,) = Ep(cX), denn
nach Voraussetzung konvergiert X,, in Verteilung gegen X.

Indem wir nun alles zusammenfassen, erhalten wir, dass

lim sup |E¢(X,.Y,) — Ep(cY)| < 5e.

n—oo
Da e > 0 beliebig klein gewahlt werden kann, folgt, dass lim,, . |[Ep(X,Y,) — Ep(cY)| = 0.
Somit ist lim,, . E@(X,Y,) = Ep(cY). O
BEISPIEL 9.3.2. Seien Xj,..., X, unabhéngig und Bernoulli—verteilt mit Parameter 6 &

(0,1). Wir konstruieren ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir §. Nach dem Zentralen
Grenzwertsatz gilt

X, —0 4
n——r % N(0,1).
vn 0(1 — 0) n— 0.1)

Leider kommt hier # sowohl im Zihler als auch im Nenner vor. Deshalb hat sich bei unserer
fritheren Konstruktion eine quadratische Gleichung ergeben. Wir werden nun # im Nenner
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eliminieren, indem wir es durch einen Schétzer, namlich X,,, ersetzen. Nach dem Satz von
Slutsky gilt ndmlich, dass

X,—0
—— 4, N(0,1
V(- X, \/ 1— X o MO
denn nach dem Gesetz der groflen Zahlen konvergiert % fast sicher (und somit auch
in Verteilung) gegen 1. Es gilt also
lim P <n X0 1 fiir alle € (0, 1)
im za — — <z o| =1—q fiir alle 1).
n—00 0 Xn<1 _Xn) 1=3
Sei z 1= —za = z1_2. Daraus ergibt sich folgendes aysmptotisches Konfidenzintervall fiir ¢

zum Konfidenzniveau 1 — «:

[ G/l =R 5o o= 5]

Dieses Intervall haben wir oben mit einer anderen Methode hergeleitet.

AUFCABE 9.3.3. Zeigen Sie mit dem Satz von Slutsky, dass t, —— N(0,1). Dabei ist ¢, die

n—oo
t—Verteilung mit n Freiheitsgraden.

9.4. Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert der Poissonverteilung

Seien X1, ..., X, unabhéngige Zufallsvariablen mit X; ~ Poi(f), wobei 6 > 0. Gesucht ist ein
Konfidenzintervall fiir 6 zum Konfidenzniveau 1 — «. Ein natiirlicher Schéatzer fiir 8 ist X,,. Da
fiir die Poisson—Verteilung EX; = Var X; = 0 gilt, folgt durch den zentralen Grenzwertsatz,
dass

X,—0 4
n — N(0,1).

Es sei z, das a—Quantil der Standardnormalverteilung. Somit gilt

—0
lim Py za<\/_ <z a| =1—a fiiralle § > 0.
n—oo
Aufgrund der Symmetrieeigenschaft der Standardnormaverteilung gilt z 1= 212 = —za.

Wir erhalten also folgende Ungleichung fiir 6:
V| X, — 0] < V0.

Dies lasst sich durch Quadrierung umschreiben zu
_ z2 _
g(0) ::92—9(2Xn+—> + X7 <0.
n

Die Ungleichung ¢(f) < 0 gilt genau dann, wenn 6 zwischen den beiden Nullstellen der
quadratischen Gleichung ¢(f) = 0 liegt. Diese lassen durch Verwendung der p—g—Formel

91



berechnen. Es ergibt sich folgendes asymptotisches Konfidenzintervall fiir # zum Konfidenz-

niveau 1 — «:
_ 22 z _ 22 _ 22 z _ 22
Xo+———F4=\Xn+—, Xp+—+—4=\/Xo + —|.
+2n Vn +2n +2n+\/ﬁ +2n

Indem man nun alle Terme mit 1/4/n stehen ldsst und alle Terme mit 1/n ignoriert, erhélt
man die Approximation

Das Argument mit der quadratischen Gleichung lasst sich mit dem Satz von Slutsky vermei-
den. Nach dem Zentralen Grenzwertsatz gilt nach wie vor

Xn —0 d
vn NG — N(0, 1).
Leider kommt hier der Parameter 6 sowohl im Zéahler als auch im Nenner vor, was im obigen
Argument zu einer quadratischen Gleichung fiithrte. Wir kénnen allerdings 6 durch einen
Schétzer fiir §, namlich durch X,,, ersetzen. Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen
konvergiert 1/6/X,, fast sicher (und somit auch in Verteilung) gegen 1. Nach dem Satz von
Slutsky gilt dann

X, — 60 X, —0 0 4
n ol e 4 N, 1),

Somit folgt

X, —0

lim Py [—z <+/n
n—o0

gz] =1—« fiir alle 8§ > 0.

Es ergibt sich also wieder einmal das asymptotische Konfidenzintervall

{xn_% X, Xﬁﬁﬂ_n].

9.5. Zweistichprobenprobleme

Bislang haben wir nur sogenannte Einstichprobenprobleme betrachtet. Es gibt aber auch
mehrere Probleme, bei denen man zwei Stichproben miteinander vergleichen muss.

BEISPIEL 9.5.1. Es sollen zwei Futterarten fiir Masttiere verglichen werden. Dazu betrachtet
man zwei Gruppen von Tieren. Die erste, aus n Tieren bestehende Gruppe bekommt Futter
1. Die zweite, aus m Tieren bestehende Gruppe, bekommt Futter 2. Mit Xy,..., X, wird
die Gewichtszunahme der Tiere der ersten Gruppe notiert. Entsprechend bezeichnen wir die
Gewichtszunahmen der Tiere aus der zweiten Gruppe mit Yi,...,Y,,. Die Aufgabe besteht
nun darin, die beiden Futterarten zu vergleichen, also ein Konfidenzintervall fiir 17 — po zu
finden, wobei p; bzw. s der Erwartungswert der ersten bzw. der zweiten Stichprobe ist.

BEISPIEL 9.5.2. Es wurden zwei Messverfahren zur Bestimmung einer physikalischen Grofie
entwickelt. Es soll nun ermittelt werden, welches Verfahren eine groflere Genauigkeit (also
eine kleinere Streuung der Messergebnisse) hat. Dazu wird die physikalische Grofle zuerst
n Mal mit dem ersten Verfahren gemessen, und dann m Mal mit dem zweiten Verfahren.
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Es ergeben sich zwei Stichproben Xi,..., X, und Y, ..., Y,,. Diesmal sollen die Streuungen
der beiden Stichproben verglichen werden, also ein Konfidenzintervall fiir 07 /03 konstruiert
werden, wobei 0% bzw. o3 die Varianz der ersten bzw. der zweiten Stichprobe ist.

Fiir die obigen Beispiele erscheint folgendes Modell plausibel. Wir betrachten zwei Stichpro-
ben Xi,..., X, und Y;,...,Y,,. Wir nehmen an, dass

(1) Xq,...,X,,Y,..., Y, unabhéngige Zufallsvariablen sind.
(2) X1,..., X, ~ N(uy, 02).
(3) Yi, ., Yy ~ N(/J’% O-g)

Wir werden Konfidenzintervalle fiir y; — po und 0% /03 konstruieren.

Fall 1: Konfidenzintervall fiir ;; — po bei bekannten o7 und 2. Es seien also o?

und o2 bekannt. Da X;,..., X, ~ N(uy,0?) und Yi,...,Y,, ~ N(us,03), folgt aus der
Faltungseigenschaft der Normalverteilung, dass

Xyt 4 X, 2 X 4.4V, 2
K=ttt ~N<u1,ﬁ), L e NN(uz,ﬂ)-
n n m

Ein natiirlicher Schétzer fiir 1 — po ist gegeben durch

Indem der Erwartungswert subtrahiert und durch die Standardabweichung geteilt wird,
erhélt man eine standardnormalverteilte Zufallsvariable:

Xn_ym_ (Ml _/~L2)

2 2
U_1+U_2
n m

Xn _Ym_ (/vbl _/112)

~N(0,1).

Es gilt also, dass

Py |22 < — <z-a| =1-a firalle u, u € R.
T4 2
n m
Aufgrund der Symmetrieeigenschaft der Normalverteilung konnen wir z = z_e = —za

definieren. Umgeformt nach p; — po erhélt man das Konfidenzintervall
2 2
[Xn—_ —?m—l—z\/ﬂ—i—ﬂ].
n o m

Fall 2: Konfidenzintervall fiir ;; — u» bei unbekannten aber gleichen o7 und o3.

Seien nun o7 und 02 unbekannt. Um das Problem zu vereinfachen, werden wir annehmen,

dass 0? und o3 gleich sind, d. h. 02 := 07 = 03.

s |2
=I5

SCHRITT 1. Genauso wie in Fall 1 gilt

Xn_}_/m - (Nl _,UQ)
+

~ N(0,1).

g

3=

1
m
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Leider kénnen wir das nicht zur Konstruktion eines Konfidenzintervalls fiir u; — po direkt
verwenden, denn o ist unbekannt. Wir werden deshalb ¢ schétzen.

SCHRITT 2. Ein Schitzer fiir 02, der nur auf der ersten Stichprobe basiert, ist gegeben durch

1 _
52 = D (X - X))

n—1

=1

Analog gibt es einen Schiitzer fiir o2, der nur auf der zweiten Stichprobe basiert:

st -

1 .
—— ) (V=Y
j=1
Fiir diese Schétzer gilt

(n — 1)S§( 2 (m — 1)532/ 2

2 ~ Xn-1s 2 ~ Xm—1-

o o

Bemerke, dass diese zwei y2>—verteilten Zufallsvariablen unabhingig sind. Somit folgt

(n—1)S% (m—1)S%
2 + 0_2 ~ X721+m—2'

o

Betrachte nun folgenden Schiitzer fiir 02, der auf beiden Stichproben basiert:

1 = - = _ (n—1)S% + (m — 1)S%
§P= X, — X,)? Y, —Y)? | = X Y
n+m—2<;( ) +;< ! )> n+m—2
Somit gilt
(n +m —2)5? 2
0_2 NXn—l—m—Q'

Der Erwartungswert einer x2_, _,—verteilten Zufallsvariable ist n + m — 2. Daraus folgt
insbesondere, dass S? ein erwartungstreuer Schétzer fiir o2 ist, was die Wahl der Normierung
1/(n 4+ m — 2) erklért.

SCHRITT 3. Aus Schritt 1 und Schritt 2 folgt, dass

_ _ Xn—Ym—(p1—p2)
Xn_Ym_(Ml_M2>: ot ~t
S /L4 L \/ L (imas

n+m—2 02

Dabei haben wir benutzt, dass der Zahler und der Nenner des obigen Bruchs unabhéngig
voneinander sind. Das folgt aus der Tatsache, dass S% und X,, sowie S und Y, unabhingig
voneinander sind, sowie aus der Tatsache, dass die Vektoren (X, S%) und (Y, SZ) unabhéngig
voneinander sind. Somit gilt

Xn—Yn— M1 — U2 ..
Py pinio? |Entm—2,2 < - m—( ) <tlpim—21-2| =1 —a fir alle u, po, o’

Sy\/E+

1
m
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Wegen der Symmetrie der ¢—Verteilung gilt ¢ := t;1m-21-2 = —tptm-2,5. Umgeformt nach
11 — o ergibt sich folgendes Konfidenzintervall fiir p; — po zum Konfidenzniveau 1 — o

[X Y—S\/—+—tX Y—I—S\/——i——t

Fall 3: Konfidenzintervall fiir 0?/0c2 bei unbekannten ul und o. Seien also pq und
fo unbekannt Wir konstruieren ein Konﬁdenzmtervall fiir 07 /03. Die natiirlichen Schitzer
fiir 0 und o2 sind gegeben durch

1 = 1 -
2 — § Xz o . 2 2 — § Y . Ym 2
Es gilt
(n —1)5% (m—1)S%
O'% ~ X?L—l’ 0_% ~ in—l

und diese beiden Zufallsvariablen sind unabhéngig. Es folgt, dass
(n-1)S% 1

S% Jo? oz -1
= ~Y _ 1.
S}Q//o_g (’rYL*l)S%/ ) 1 n 1,77’1, 1
o'% m—1

Wir bezeichnen mit Fj,_1 ,,,—1,, das a—Quantil der F,_; ,,_1—Verteilung. Deshalb gilt, dass

o .
]P)ul,,ug,af,ag |:Fn—1,m—1, S S%/? ; S Fn 1m—1,1—‘2":| =1—« fiir alle K1, 2, 0%7 0% > 0.
Somit ergibt sich folgendes Konfidenzintervall fiir 07 /03 zum Konfidenzniveau 1 — «:
1 sz 1 s2

e T " oy
Fn—Lm—l,l—% SY Fn—l,m—l,% Sy

Fall 4: Konfidenzintervall fiir ¢?/02 bei bekannten y; und . Ahnlich wie in Fall 3
(Ubungsaufgabe).

Zum Schluss betrachten wir ein Beispiel, bei dem es sich nur scheinbar um ein Zweistichpro-
benproblem handelt.

BEISPIEL 9.5.3 (Verbundene Stichproben). Bei einem Psychologietest fiillen n Personen je-
weils einen Fragebogen aus. Die Fragebogen werden ausgewertet und die Ergebnisse der
Personen mit X,..., X, notiert. Nach der Therapiezeit werden von den gleichen Personen
die Ergebnisse mit Yi,...,Y,, festgehalten. In diesem Modell gibt es zwei Stichproben, al-
lerdings sind die Annahmen des Zweistichprobenmodells hier nicht plausibel. Es ist ndmlich
klar, dass X; und Y; abhéingig sind, denn beide Ergebnisse gehoren zu derselben Person.
Allgemeiner sind X; und Y; abhéngig. Eine bessere Vorgehensweise bei diesem Problem ist
diese. Wir betrachten die Zuwichse Z; = Y; — X;. Diese konnen wir als unabhéngige Zufalls-
variablen 7y, ..., Z, ~ N(u,0?) modellieren. Dabei spiegelt u den mittleren Therapieerfolg
wider. Das Konfidenzintervall fiir ;1 wird wie bei einem Einstichprobenproblem gebildet.
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KAPITEL 10

Tests statistischer Hypothesen

In der Statistik muss man oft Hypothesen testen, z.B. muss man anhand einer Stichpro-
be entscheiden, ob ein unbekannter Parameter einen vorgegebenen Wert annimmt. Zuerst
betrachten wir ein Beispiel.

10.1. Ist eine Miinze fair?

Es sei eine Miinze gegeben. Wir wollen testen, ob diese Miinze fair ist, d.h. ob die Wahr-
scheinlichkeit von “Kopf”, die wir mit 6 bezeichnen, gleich 1/2 ist. Dazu werfen wir die
Miinze z.B. n = 200 Mal. Sei S die Anzahl der Wiirfe, bei denen die Miinze Kopf zeigt. Nun
betrachten wir zwei Hypothesen:

(1) Nullhypothese Hy: Die Miinze ist fair, d.h., 6 = 1/2.
(2) Alternativhypothese Hy: Die Miinze ist nicht fair, d.h.,  # 1/2.

Wir miissen uns entscheiden, ob wir die Nullhypothese Hy verwerfen oder beibehalten. Die
Entscheidung muss anhand des Wertes von S getroffen werden. Unter der Nullhypothese gilt,
dass Ep,S = 200-% = 100. Die Idee besteht nun darin, die Nullhypothese zu verwerfen, wenn
S stark von 100 abweicht. Dazu wéihlen wir eine Konstante ¢ € {0,1, ...} und verwerfen Hy,
falls |S — 100] > ¢. Andernfalls behalten wir die Hypothese Hy bei. Bei diesem Vorgehen
konnen wir zwei Arten von Fehlern machen:

(1) Fehler 1. Art: Hy wird verworfen, obwohl Hy richtig ist.
(2) Fehler 2. Art: Hy wird nicht verworfen, obwohl Hy falsch ist.

Wie sollte nun die Konstante ¢ gewahlt werden? Man mdochte natiirlich die Wahrscheinlich-
keiten der beiden Arten von Fehlern klein halten. In diesem Beispiel ist es allerdings nicht
moglich, die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art zu bestimmen. Der Grund dafiir ist,
dass man fiir die Berechnung dieser Wahrscheinlichkeit den Wert von 6 kennen muss, bei
einem Fehler 2. Art ist allerdings nur bekannt, dass 6 # 1/2 ist. Die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers 1. Art kann aber sehr wohl bestimmt werden und ist

1

200
n
P[5~ 100> =25 > 1004 =2 > (7)
k=100+c+1

da S ~ Bin(200, 1/2) unter Hy. Wir wollen nun ¢ so wihlen, dass die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers 1. Art nicht grofler als ein kleines vorgegebenes Niveau a € (0, 1) ist. Normalerweise
wéhlt man o = 0.01 oder 0.05. Hier wéhlen wir das Niveau o = 0.05. Nun rechnet man nach,
dass

0.05596,  fiir ¢ = 13,

Py = 100} > ] = {0 04003, fiir c — 14
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Damit die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art kleiner als o = 0.05 ist, miissen wir also ¢ >
14 wihlen. Dabei ist es sinnvoll, ¢ moglichst klein zu wéhlen, denn sonst vergréflert man die
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art. Somit wihlen wir ¢ = 14. Unsere Entscheidungsregel
lautet nun wie folgt:

(1) Wir verwerfen Hy, falls |S — 100] > 14.

(2) Sonst behalten wir die Hypothese Hy bei.

In diesem Beispiel kann man fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten die Approximation
durch die Normalverteilung benutzen. Es soll ein ¢ mit

Py [S — 100 < —c] < %

bestimmt werden. Um die Giite der Approximation zu verbessern, benutzen wir den %—Trick.
Da c ganz ist, ist die obige Ungleichung dquivalent zu

Py, [S — 100 < —c — 0.5] <

| o

Unter H, gilt S ~ Bin(200, 1/2) und somit Ex, S = 100, Vary, S = 200- 5 - 3 = 50. Die obige
Ungleichung ist dquivalent zu
S — 100 c+ 0.5} a
< — <

PHD[@ SN )

Nun kénnen wir die Normalverteilungsapproximation benutzen und die obige Ungleichung

durch die folgende ersetzen:
c+ 0.5 o
O — < —
(-5 ) =

Somit muss fiir ¢ die folgende Ungleichung gelten:

V)

c+0.5 S
—Za.
Vo 2
Wegen der Symmetrie der Standardnormalverteilung gilt —ze = 2z1_2. Fir a = 0.05 ist

z1—2 = Zog75 = 1.96 und somit ist die obige Ungleichung dquivalent zu ¢ > 13.36. Somit
miissen wir ¢ = 14 wéhlen. Die Entscheidungsregel bleibt genauso wie oben.

10.2. Allgemeine Modellbeschreibung

Wir beschreiben nun allgemein das statistische Testproblem. Sei X = (X,...,X,,) ei-
ne Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit Dichte bzw.
Zéhldichte hg, wobei 6 € © unbekannt sei. Es sei aulerdem eine Zerlegung des Parameter-
raums O in zwei disjunkte Teilmengen ©y und ©; gegeben, d.h.

O=060,U0;, 6,Nn6;=010.

Wir betrachten nun zwei Hypothesen:

(1) Die Nullhypothese Hy: 6 € O.

(2) Die Alternativhypothese H;: 6 € ©4.
Wir sollen anhand der Stichprobe Xj, ..., X,, entscheiden, ob wir Hy verwerfen oder beibe-
halten. Dazu wéhlen wir eine Borel-Menge K C R", die Ablehnungsbereich genannt wird.
Die Entscheidung wird nun wie folgt getroffen:
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(1) Wir verwerfen Hy, falls (X1,...,X,) € K.
(2) Wir behalten Hy bei, falls (Xi,...,X,) ¢ K.

Diese Entscheidungsregel kann auch mit Hilfe einer Funktion ¢ : R"™ — {0,1} formuliert
werden, wobei

() 1, fallsx e K,
T) =
4 0, fallsz ¢ K.

Die Nullhypothese wird verworfen, falls ¢(Xi,...,X,) = 1 und wird beibehalten, falls
©(Xi,...,X,) =0. Nun kénnen zwei Arten von Fehlern machen:

(1) Fehler 1. Art: Hy wird verworfen, obwohl Hy richtig ist.
(2) Fehler 2. Art: Hy wird nicht verworfen, obwohl Hy falsch ist.

Normalerweise versucht man K bzw. ¢ so zu wéhlen, dass die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers 1. Art durch ein vorgegebenes Niveau v € (0, 1) beschrinkt ist, typischerweise o =
0.01 oder 0.05.

DEFINITION 10.2.1. Eine Borel-Funktion ¢ : R" — {0, 1} heifit Test zum Niveau « € (0, 1),
falls

Pylp( X1, ..., X,) = 1] <« fir alle § € .

Im Folgenden werden wir zahlreiche Beispiele von Tests konstruieren.

10.3. Tests fiir die Parameter der Normalverteilung

Seien Xi,..., X, ~ N(u,0?) unabhingige und mit Parametern (u,0?) normalverteilte Zu-
fallsvariablen. Wir wollen Hypothesen iiber die Parameter x4 und o? testen. Wir werden
folgende vier Félle betrachten:

(1) Tests fiir p bei bekanntem o2
(2) Tests fiir p bei unbekanntem o?.
(3) Tests fiir 02 bei bekanntem .
(4)

Tests fiir 02 bei unbekanntem .

Fall 1: Tests fiir ;1 bei bekanntem o> (Gauf3—z—Test).

Seien X1, ..., X,, ~ N(u, 02) unabhiingig, wobei die Varianz o2 bekannt sei. Wir wollen nun
verschiedene Hypothesen fiir y testen, z. B. u = pg, i > po oder p < pg, wobei g vorgegeben
ist. Wir betrachten die Teststatistik

T o

00
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Unter p = g gilt T ~ N(0,1). Wir betrachten drei Félle in Abhéngigkeit davon, wie die zu
testende Hypothese formuliert wird.

Fall 1A. Hy : = po; Hy @ p # po. Die Nullhypothese Hy sollte verworfen werden, wenn |T'|
grof} ist. Dabei sollte die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art hochstens « sein. Dies fithrt
zu der Entscheidungsregel, dass die Nullhypothese Hj verworfen wird, falls |T'| > z;_«.

Fall 1B. Hy : > po; Hy @ p < po. Die Nullhypothese Hy sollte verworfen werden, wenn T’
klein ist. Dies fiithrt zu der Entscheidungsregel, dass H, verworfen wird, falls T < z,.

Fall 1C. Hy : p < po; Hy > pg. Hier sollte Hy verworfen werden, wenn T' grof ist. In
diesem Fall wird Hy verworfen, wenn T > z1_,.

Fall 2: Tests fiir ;1 bei unbekanntem o2 (Student—t—Test).

Seien Xi,..., X, ~ N(u,0?), wobei u und ¢? unbekannt seien. Wir méchten Hypothesen
iiber u testen, z. B. u = g, p > po oder pu < pg, wobei g vorgegeben ist. Die Teststatistik
aus Fall 1 konnen wir dafiir nicht verwenden, denn sie enthélt den unbekannten Parameter
o%. Deshalb schitzen wir zuerst o2 durch

1 _
5% = — D (X - X))
i=1

Wir betrachten die Teststatistik

X, —

Dann gilt unter pu = pg, dass T~ t,,_1.

Fall 2A. Hy : = po; Hy @ p # po. Die Nullhypothese Hy sollte verworfen werden, wenn |T|
grof ist. Dabei sollte die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art héchstens « sein. Wegen der
Symmetrie der - Verteilung erhalten wir die folgende Entscheidungsregel: H, wird verworfen,
falls |T| > tn—l,l—%'

Fall 2B. Hy : p > po; Hy @ po < po. Die Nullhypothese Hj wird verworfen, wenn 1" < t,,_1 4.
Fall 2C. Hy : p < po; Hy > po. Die Nullhypothese Hy wird verworfen, wenn 17" > ¢,,_1 1_4.

Fall 3: Tests fiir 02 bei bekanntem p (y>—Streuungstest).

Seien X1,..., X, ~ N(up,0?) unabhingig, wobei der Erwartungswert po bekannt sei. Wir
wollen verschiedene Hypothesen iiber die quadratische Streuung o? der Stichprobe testen,
wie z. B. 0 = 03, 0 > 0§ oder 0% < 0§, wobel 0§ vorgegeben ist. Ein natiirlicher Schétzer

fiir o2 ist
~ 1

Unter o2 = o2 gilt



Fall 3A. Hy : 0% = 02; Hy : 6% # o2. Die Nullhypothese Hj sollte abgelehnt werden, wenn T
zu grof oder zu klein ist. Die y?-Verteilung ist nicht symmetrisch. Dies fiihrt zu folgender
Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn 7' < x2 o oder T > X2 | .

2 T2

Fall 3B. Hy : 0 > 02; Hy : 0% < 0. Die Nullhypothese Hy sollte verworfen werden, wenn T
zu klein ist. Dies fithrt zu folgender Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn 7' < Xi,a
ist.

Fall 3C. Hy : 0? < 02; Hy : 0% > 0. Die Nullhypothese Hj sollte verworfen werden, wenn T
zu groB ist. Dies fiihrt zu folgender Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn 7" > X%,pa
ist.

Fall 4: Tests fiir 0 bei unbekanntem p (y?>-Streuungstest).

Seien X1, ..., X, ~ N(u,0?), wobei u und 0% unbekannt seien. Wir wollen Hypothesen iiber

o? testen, z. B. 0% = 02, 02 > 02 oder 6% < o7, wobei o7 vorgegeben ist. Ein natiirlicher

Schétzer fiir o2 ist in diesem Fall

1 _
5721 = - Z(Xz - Xn)2
n
i=1
Unter o2 = 02 gilt
(n—1)5;
T := s Xy

0
Die Entscheidungsregeln sind also die gleichen wie in Fall 3, lediglich muss man die Anzahl
der Freiheitsgrade der y?—Verteilung durch n — 1 ersetzen.

10.4. Zweistichprobentests fiir die Parameter der Normalverteilung

Nun betrachten wir zwei Stichproben (X7, ..., X,) und (Y3, ..., Y,,). Wir wollen verschiedene
Hypothesen iiber die Lage und die Streuung dieser Stichproben testen. Z. B. kann man sich
fiir die Hypothese interessieren, dass die Erwartungswerte (bzw. Streuungen) der beiden
Stichproben gleich sind. Wir machen folgende Annahmen:

(1) Xq,...,X,,Y1,....,Y,, sind unabhéngige Zufallsvariablen.

(2) Xq,..., X, ~ N(ug,0?).

(3) Yi,..., Y, ~ N(ug,03).
Wir wollen nun Hypothesen iiber y; — 3 und o}/03 testen. Dabei werden wir uns auf die
Nullhypothesen der Form p; = ps bzw. 07 = 02 beschriinken. Nullhypothesen der Form
p1 > po, iy < po, 03 > 03, 02 < 02 koénnen analog betrachtet werden.

Fall 1: Test fiir j; = u» bei bekannten o} und ¢ (Zweistichproben—z—Test).

Es seien also o7 und o2 bekannt. Wir kénnen p; — py durch X,, — Y,, schitzen. Unter der

Nullhypothese Hy : p1 = ps gilt, dass

~ N(0, 1).



Die Nullhypothese Hy wird verworfen, wenn |T| groB ist, also wenn [T’ > 2;_a.

Fall 2: Test fiir 4, = uy bei unbekannten aber gleichen o7 und o3 (Zweistichproben—
t—Test).

Es seien nun 7 und o3 unbekannt. Um das Problem zu vereinfachen, werden wir annehmen,

dass die Varianzen gleich sind, d.h. 0% := ¢} = o3. Wir schiitzen o2 durch

1 n B m B
S=— X; — X,,)? Y. —-Y,.)?|.
L <z< 3=t )
Wir betrachten die folgende Teststatistik:

X, —Y.,

SRR

Wir haben bei der Konstruktion der Konfidenzintervalle gezeigt, dass T" ~ t,.,,_o unter
f1 = pio. Somit wird die Nullhypothese Hy verworfen, wenn |T'| > bptm—2,1-2.

T :=

Fall 3: Test fiir 07 = 02 bei unbekannten y; und p, (F—Test).

Seien also p; und gy unbekannt. Wir wollen die Nullhypothese Hy : 03 = o3 testen. Natiirliche

Schiitzer fiir o7 und o3 sind gegeben durch

2 1 -

Sx = Z(Xz - Xn)2> Sy =

- _
- Y, —Y,,)%
n—14%« m—lZ(J )

1=1 7j=1

Bei der Konstruktion der Konfidenzintervalle haben wir gezeigt, dass fiir 02 = 03

Sk

T := S_2
Y

Die Hypothese H sollte verworfen werden, wenn 7" zu klein oder zu grof} ist. Dabei ist die F—

Verteilung nicht symmetrisch. Die Nullhypothese wird also verworfen, wenn 7' < Fy,_1 ;5,12
oder T > Fn—l,m—l,l—%‘

~ Fn—l,m—l .

Fall 4: Test fiir 07 = 05 bei bekannten u; und py (F—Test).
Analog zu Fall 3 (Ubung).

10.5. Asymptotische Tests fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit bei
Bernoulli-Experimenten

Manchmal ist es nicht moglich oder schwierig, einen exakten Test zum Niveau « zu kon-
struieren. In diesem Fall kann man versuchen, einen Test zu konstruieren, der zumindest
approximativ (bei groflem Stichprobenumfang n) das Niveau « erreicht. Wir werden nun
die entsprechende Definition einfithren. Seien X7, X, ... unabhéngige und identisch verteilte
Zufallsvariablen mit Dichte bzw. Z&hldichte hg, wobei 6 € O. Es sei auflerdem eine Zerlegung
des Parameterraumes © in zwei disjunkte Teilmengen Oy und ©; gegeben:

@:@ou@l, @00@1:(0
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Wir wollen die Nullhypothese Hy : § € O gegen die Alternativhypothese H; : 6 € O, testen.

DEFINITION 10.5.1. Eine Folge von Borel-Funktionen ¢, s, ... mit ¢, : R" — {0, 1} heifit
asymptotischer Test zum Niveau « € (0, 1), falls
lim sup sup Pylp,(X1,..., X,) =1] < a.

n—oo  0€0g

Dabei ist ¢,, die zum Stichprobenumfang n gehérende Entscheidungsregel.

Wir werden nun asymptotische Tests fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit 6 bei Bernoulli—
Experimenten konstruieren. Seien Xi,..., X, unabhingige und mit Parameter § € (0,1)
Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen. Wir wollen verschiedene Hypothesen iiber den Parame-
ter 6 testen, z. B. § = 6y, 0 > 6, oder 6 < 6. Ein natiirlicher Schétzer fiir 6 ist X,,. Wir
betrachten die Teststatistik

X, — 0

Unter der Hypothese 6 = 6, gilt nach dem Zentralen Grenzwertsatz
T, -4 N(0, 1).
n—oo
Wir betrachten nun drei verschiedene Fille.

Fall A. Hy : 0 = 6y; Hy : 0 # 6y. In diesem Fall sollte H, verworfen werden, wenn |7T},| grof3
ist. Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn |T,,| > 2;_a.

Fall B. Hy : 0 > 6y; Hy : 6 < 6y. Die Nullhypothese H sollte verworfen werden, wenn 7,
klein ist. Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn 7}, < z,.

Fall C. Hy : 0 < 6y; Hy : 6 > 0. Die Nullhypothese Hj sollte verworfen werden, wenn 7,
grof} ist. Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn T}, > z1_,.

Nun betrachten wir ein Zweistichprobenproblem, bei dem zwei Parameter #; und 6, von zwei
Bernoulli-verteilten Stichproben verglichen werden sollen. Wir machen folgende Annahmen:

(1) X1,...,X,,Y7,....,Y,, sind unabhéngige Zufallsvariablen.

(2) Xy,...,X, ~ Bern(#,).

(3) Y1,...,Y,, ~ Bern(6y).
Es sollen nun Hypothesen iiber die Erfolgswahrscheinlichkeiten #; und 65 getestet werden,
z. B. 0, = 0,, 0, > 6, oder 6, < 6. Ein natiirlicher Schitzer fiir 8, — 0, ist X,, — Y,,. Wir
definieren uns folgende Grofle

nd Xn - Ym
Tom = )
’ \/91(1791) | 02(-62)

SATZ 10.5.2. Unter 60 := 6, = 0, gilt
T KN N(0,1) fiir n,m — oc.

BEwWEIS. Wir haben die Darstellung Tnm = Zimm + -+ Zntmn,m, Wobei

X0 falls k = 1 n
n 9 _0 l L’ PR )
Zk;n,m = \/ (%/k )\/On+m

_m\/9(1_7;)\/;+ia falls k=n+1,...,n+m.
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Wir wollen den Zentralen Grenzwertsatz von Ljapunow verwenden. Es gilt:
(1) Die Zufallsvariablen Zi., ., - - ., Zp+mmm sind unabhéngig.
(2) EZy.pm = 0.
(3) Z—:Hlﬂ EZZ;n,m =1

Die letzte Eigenschaft kann man folgendermaflen beweisen:

~_. 1 0(1-9) H1-0)\
;Eka7m_0<1_9)(l+L) <n +m —>_1.

n? m?
Wir miissen also nur noch die Ljapunow—Bedingung iiberpriifen. Sei § > 0 beliebig. Es gilt

n+m

1 n
> E|Zynml* = o { Bl — 0+
= pi—0) " (L4L)s

C(0) 1 1
< ( )% nl+o + mi+o

1,1

n m
2445

m
m2to

]E|Y*1 . 9’2+6}

C() c()
s 75 T s 2496
w4+ 2) T mi(za)"
was fiir n,m — oo gegen 0 konvergiert. Dabei ist C'(d) eine von n,m unabhéngige Grofie.
Nach dem Zentralen Grenzwertsatz von Ljapunow folgt die Behauptung des Satzes. 0

Die Grofle Tnm konvergiert zwar gegen die Standardnormalverteilung, wir konnen diese
GroBe allerdings nicht direkt zur Konstruktion von asymptotischen Tests verwenden, denn

T,,.m beinhaltet die unbekannten Parameter 6; und ;. Deshalb betrachten wir eine Modi-

fizierung von T, nm, i der 6 und 0, durch die entsprechenden Schétzer X,, und Y,, ersetzt

wurden:
Xn - Ym

\/Xn(k)’(n) 4 Fn(1=¥im) '

Tn,m =

Nach dem Gesetz der grofien Zahlen gilt X, — 6; und Y,, — 65 fast sicher fiir n,m — oo.
Aus dem Satz von Slutsky kann man dann herleiten (Ubungsaufgabe), dass

Tom KN N(0, 1) fiir n,m — oc.
Wir betrachten nun drei verschiedene Nullhypothesen.

Fall A. Hy : 0y = 09; Hy : 6 # 0,. In diesem Fall sollte Hy verworfen werden, wenn |7, |
grof} ist. Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn |71}, ,,,| > Z1-g.

Fall B. Hy : 6, > 0y; Hy : 01 < 0,. Die Nullhypothese H sollte verworfen werden, wenn 7, ,,
klein ist. Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn 7, ,,, < z,.

Fall C. Hy : 0; < 0y; Hy : 01 > 0,. Die Nullhypothese Hj sollte verworfen werden, wenn 7, ,,,
grof} ist. Entscheidungsregel: H, wird verworfen, wenn 7}, ,,, > 21_4.
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