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Aufgabe 1 (1 + 1 + 2 Punkte)

Seien Z1, . . . , Zn unabhängige Zufallsvariablen mit P[Zi > t] = e−t, t > 0. Zeige, dass für die Ord-
nungstatistiken Z1:n ≤ . . . ≤ Zn:n gilt

(a) E[Zk:n] = 1
n + 1

n−1 + . . .+ 1
n−k+1 .

(b) Var [Zk:n] = 1
n2 + 1

(n−1)2 + . . .+ 1
(n−k+1)2 .

(c) Cov(Zk:n, Zl:n) = 1
n2 + 1

(n−1)2 + . . .+ 1
(n−k+1)2 falls k ≤ l.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Seien X1, . . . , Xn, Xn+1 unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F . Bestimme die ge-
meinsame Verteilungsfunktion des Vektors (Mn,Mn+1), wobei Mn = max{X1, . . . , Xn} und Mn+1 =
max{X1, . . . , Xn+1}.

Aufgabe 3 (7 Punkte)

Es seien U1, . . . , Un unabhängige, auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen. Zeige, dass
für jedes k ∈ N die folgende Verteilungskonvergenz gilt:

(nU1:n, . . . , nUk:n) d−→
n→∞

(ν1, ν1 + ν2, . . . , ν1 + . . .+ νk),

wobei ν1, ν2, . . . unabhängige Zufallsvariablen mit P[νi > t] = e−t, t > 0, sind (Standardexponential-
verteilung). Zeige auch, dass

(n(1− Un:n), . . . , n(1− Un−k+1:n)) d−→
n→∞

(ν1, ν1 + ν2, . . . , ν1 + . . .+ νk).

Aufgabe 4 (6 Punkte)

Es seien X1, X2, . . . unabhängige identisch verteilte Zufallsvariablen aus dem Max-Anziehungsbereich
der Fréchet-Verteilung Φα, so dass

Mn − an
bn

d−→
n→∞

Φα.

Zeige, dass für M (k)
n = Xn−k+1:n mit festem k ∈ N gilt:

lim
n→∞

P
[
M

(k)
n − an
bn

≤ x
]

= 1
(k − 1)!

∫ ∞
x−α

e−ttk−1dt, x > 0.



Freiwillig: Leite die entsprechenden Formeln für die Max-Anziehungsbereiche der Gumbel- undWeibull-
Verteilungen her.

Aufgabe 5 (7 Punkte)

Seien X1, X2, . . . unabhängige identisch verteilte Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunktion F
und X1:n ≤ · · · ≤ Xn:n die Ordnungsstatistiken von X1, . . . , Xn. Für vorgegebenes k ∈ {1, . . . , n}
definiere

N = min{j ∈ N : Xn+j > Xn−k+1:n}.

Bestimme P[N = m] und EN .


