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1 Extremwertverteilungen

Seien Xj, Xy, ... unabhéngige und identisch verteilte (u.i.v.) Zufallsvariablen. Mit M,
bezeichnen wir das Maximum von Xi,..., X,:

M, = max{Xy,...,. X, }, neN.

Abbildung 1.1: Veranschaulichung von M,

Die Verteilungsfunktion F und die Tailfunktion F von X; sind definiert durch
Fit)=PX;<t], Ft)=1—-F(@t)=P[X;>t], teR.

Die Verteilungsfunktion F ist monoton steigend. Die Tailfunktion F hingegen ist mono-
ton fallend.

Theorem 1.1. Die Verteilungsfunktion von M, ist gegeben durch

P[M, <t|=F"(t) firalleteR.

Beweis. Aus der Definition des Maximums M, folgt
P[M, <t] =Pmax{Xy,.., X,} <t]| =P[X; <t,.., X, <t
Da Xi,..., X, unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt

P[X, <t,..,X, <t]=P[X; <t]-..-P[X, <t] = F"(t).



1 Extremwertverteilungen

Zusammen ergibt sich P[M,, < t] = F"(t). O

Wir werden uns fiir die Eigenschaften von M, fiir groBe Werte von n interessieren. Im
folgenden Satz berechnen wir den Wert, gegen den die Zufallsvariable M,, fiir n — oo in
Wahrscheinlichkeit konvergiert. Wir definieren den rechten Endpunkt der Verteilungs-
funktion F' durch

z* =sup{t € R|F(t) < 1}.

Es kann passieren, dass z* den Wert +00 annimmt.

A Fall 1: x* endlich A Fall 2: x* = o0
F(t) F()

// p B

t

| I

i
x*

Abbildung 1.2: Veranschaulichung von x*

Theorem 1.2. Fiir n — oo konvergiert die Zufallsvariable M, in Wahrscheinlichkeit
gegen den Wert x*.

Beweis. Sei zuerst z* endlich. Fiir jedes € > 0 gilt F/(z* —¢) < 1, wobei die Ungleichung
strikt ist. Aus Satz 1.1 folgt, dass

lim P[M,, <z" —¢] = lim F"(z* —¢) = 0.

n—oo n—o0

Auflerdem gilt P[M,, > z* + ¢] = 0. Es folgt

lim P[|M,, — z*| > &] = lim (P[M,, < 2" —e] + P[M,, > 2" +¢]) =0
n—oo n—oo
Somit gilt M, R
Sei nun z* = +o0o. Wir zeigen, dass fiir jedes A € R, das beliebig grof§ sein kann,
lim,, 00 P[M,, < A] = 0 gilt. Aus z* = oo folgt, dass F'(A) < 1, wobei die Ungleichung
strikt ist. Mit Satz 1.1 folgt
lim P[M,, < A] = lim F"(A) = 0.

n—oo n—oo

Somit gilt M, L too. m



1 Extremwertverteilungen

Aufgabe 1.3. Zeigen Sie, dass M,, sogar fast sicher gegen x* konvergiert.

Satz 1.2 gibt nur eine sehr grobe Information dariiber, wie die Verteilungsfunktion
von M,, fiir n — oo aussieht:

A A
F@) F()

—

rd

t

»
o

Ve

o b
*

(n—>®)

Zum Vergleich besagt das schwache Gesetz der groflen Zahlen, dass fiir u.i.v. Zufalls-
variablen X7, X5, ... mit endlichem Erwartungswert gilt

X, +.. . +X,
1t A Popy

n n—00

Dies gibt nur eine sehr grobe Vorstellung dariiber, wie die Verteilungsfunktion von X; +
...+ X, aussieht. Eine prézise Aussage iiber die Verteilungsfunktion von X; + ...+ X,
liefert der zentrale Grenzwertsatz. Er besagt, dass fiir u.i.v. Zufallsvariablen X5, Xo, ...
mit endlichem Erwartungswert p und endlicher Varianz o2 > 0

Xi+...+ X, —nu i>N(O 1)

0‘\/5 n—00

im Sinne der Verteilungskonvergenz gilt, wobei N (0, 1) eine standardnormale Verteilung
bezeichnet. Wir stellen nun eine dhnliche Frage fiir das Maximum M,,.

Frage 1.4. Seien X1, X,, ... u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Gibt es
Folgen von Konstanten a, > 0, b, € R und eine Verteilungsfunktion G, sodass fiir
n — oo die folgende Verteilungskonvergenz gilt:

max{ Xy, ..., X,,} — by, 4 (1.1)

an n—o0

Die Verteilungskonvergenz in (1.1) bedeutet, dass fiir alle ¢ € R in denen G stetig ist,
gilt
lim P max{Xj, ..., X,} —b

n—00 an,

=<t =G
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Definition 1.5. FEine Verteilungsfunktion G, fir die (1.1) bei irgendeiner Wahl der
Normierungskonstanten a,,b, und der Verteilungsfunktion F' qilt, heifst Extremwert-
verteilung. Falls (1.1) gilt, sagen wir, dass F' im Max-Anziehungsbereich von G

liegt.

Bemerkung 1.6. Durch die “falsche” Wahl der Konstanten a,,b, kann man immer
erreichen, dass (1.1) mit einer “ausgearteten” Verteilungsfunktion G der Form

0, t<ty
G(t) = 1.2
0 {1, o (12

gilt. Eine geméaf G verteilte Zufallsvariable nimmt nur den Wert ¢, mit Wahrscheinlich-
keit 1 an. Zum Beispiel kann man a,, so grofl wihlen, dass M,,/a, gegen 0 in Verteilung
konvergiert. Deshalb werden wir den Fall einer Verteilungsfunktion G der Form (1.2)
immer ausschlieffen. Eine “ausgeartete” Verteilung gilt nicht als Extremwertverteilung.

Mit der obigen Definition ist es nicht klar, ob Extremwertverteilungen iiberhaupt
existieren. Im Folgenden betrachten wir drei Beispiele, die drei verschiedene Extrem-
wertverteilungen (oder sogar Familien von Extremwertverteilungen) liefern.

Theorem 1.7. Seien X; exponentialverteilt mit Parameter 1, d.h. F(t) =1 — e fir
t > 0. Dann gilt

lim P[M, —logn <t]=e¢" = G(t), teR.

n—oo

Mit anderen Worten konvergiert die Zufallsvariable M,, — logn in Verteilung gegen G.

Beweis. Sei t € R beliebig. Mit Satz 1.1 gilt
P[M,, —logn < t] = P[M, <t+logn] = F"(t +logn).

Die Zufallsvariablen X; sind exponentialverteilt und ¢ 4 logn > 0 fiir n grofl genug. Es
folgt

I\ T
P[M, —logn < t] = (1 — e~ (Hleemyn — (1 — e_> — e,

Somit gilt M, — logn -2 G. O

n—o0

Definition 1.8. Die Verteilungsfunktion G(t) = e~ " heifit Gumbel- Verteilung.
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Bemerkung 1.9. Geméf Satz 1.7 liegt die Exponentialverteilung im Max-Anziehungsbereich
der Gumbel-Verteilung. Man kann Satz 1.7 wie folgt interpretieren: Fiir grofles » nimmt

das Maximum M,, Werte an, die sich von dem Wert logn um eine approximativ Gumbel-
verteilte “Fluktuation” unterscheiden.

Theorem 1.10. Seien X; Pareto-verteilt mit Parameter o > 0, d.h.

1—L +>1
F(t):{ o =

0, t<1.

Dann gilt

n—00 nl/e — ()’

M, w1 > 0
i IP’[ < t] _ ¢ =T WO} (1.3)
t<0

Mit anderen Worten konvergiert die Zufallsvariable n~«M, in Verteilung gegen ®,,.

Beweis. Sei t > 0 beliebig. Mit Satz 1.1 erhalten wir

M,
P { e < t} = P[M,, < tn'/?] = F"(tn/®).
n [e%

Da die Zufallsvariablen X; Pareto-verteilt sind, folgt

M, 1 " 1\" 1
<t = () = ()

Fir ¢t <0 gilt P[n‘éMn < t] = 0. Daraus folgt die Behauptung. O

Definition 1.11. Die Verteilungsfunktion ®, in (1.3) heiffit Fréchet- Verteilung mit
Parameter a > 0.

Bemerkung 1.12. Man kann Satz 1.10 wie folgt interpretieren: Fiir grofles n nimmt
das Maximum M,, sehr grofe Werte auf der Skala n'/® an. Reskaliert man M,, mit dem
Faktor n=%®, so erhilt man approximativ Fréchet-verteilte Werte.
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Theorem 1.13. Die Verteilungsfunktion F von X; habe die Form

0, t<0,
Ft)=<{1-(1—#2 telo1],
17 t )

wobei o > 0 ein Parameter ist. Dann gilt

n—oo

lim PpY/*(M, — 1) < ] — {6_(_t)a’ =V wL). (1.4)

Mit anderen Worten konvergiert die Zufallsvariable n'/(M,, — 1) in Verteilung gegen
v,.

Beweis. Sei t < 0 beliebig. Mit Satz 1.1 erhalten wir
Pln'/*(M, —1) <t] = P[M,, < 1+tn V] = F*(1 + tn~®).

Aus der Form der Verteilungsfunktion F' folgt, dass

PnY*(M, —1) <t] = (1 — (1 — (1 + tn~ o))" = (1 —~ (_Tf)a)n — e V7,

Fiir t > 0 gilt P[n'/*(M, — 1) < t] = 1. Daraus folgt die Behauptung. H

Definition 1.14. Die Verteilungsfunktion W, in (1.4) heifst Weibull- Verteilung mit
Parameter a > 0.

Bemerkung 1.15. Man kann Satz 1.13 wie folgt interpretieren: Fiir grofles n néhert
sich das Maximum M, dem Wert 1 von unten an. Die Differenz M,, — 1 nimmt sehr
kleine negative Werte auf der Skala n~!/* an. Reskaliert man (M, — 1) mit dem Faktor
n'/®, so erhilt man approximativ Weibull-verteilte Werte.

Bemerkung 1.16. Eine Fréchet-verteilte Zufallsvariable nimmt nur positive Werte
an. Eine Weibull-verteilte Zufallsvariable nimmt nur negative Werte an. Eine Gumbel-
verteilte Zufallsvariable kann sowohl positive als auch negative Werte annehmen.

Bemerkung 1.17. Wir haben drei verschiedene Typen von Extremwertverteilungen
kennen gelernt: Gumbel, Fréchet und Weibull. Spéter werden wir zeigen, dass jede Ex-
tremwertverteilung sich auf eine dieser drei Verteilungen zuriickfithren lasst.



2 Max-Anziehungsbereiche

Seien X7, X5, ... unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion
F. Wir sagen, dass F' im Max-Anziehungsbereich einer Verteilungsfunktion H liegt, falls
es reellwertige Folgen a,, > 0 und b, gibt mit

Mn - bn d H.
Ay, n—00

Im Folgenden werden wir die Max-Anziehungsbereiche der Verteilungen ®,, ¥, und G
beschreiben.

2.1 Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung o,

Wir haben bereits gesehen, dass die Verteilung mit der Tailfunktion F(t) =t t > 1,
im Max-Anziehungsbereich von ®,, liegt. Wir werden zeigen, dass der Anziehungsbereich
von @, aus allen Verteilungen besteht, deren Tailfunktionen sich im gewissen Sinne wie
t~ verhalten. Der entsprechende Begriff ist die regulédre Variation.

Definition 2.1. Eine messbare Funktion f : (A,00) — (0,00) (wobei A € R beliebig)
heif$t requldr variierend in +oo mit Index o € R, falls
f(At)

tE+moo W = \* fiir jedes A > 0.

Bezeichnung: f € RV,.

Beispiel 2.2. Die Funktion f(t) = ct®, wobei ¢ > 0, ist regulér variierend mit Index «,
denn \ \
t t)*
SO _ D\ fiip alle A > 0.
i) a
Beispiel 2.3. Die Funktion f(t) = ct®(logt)?, mit ¢ > 0, 8 € R ist regulir variierend
mit Index «, denn

FO) et (log(At)P (logt+log A"
10 = Cetonne =X ()
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fiir ¢ — 400 und alle A > 0.
Definition 2.4. Eine Funktion f ist langsam variierend in +o0o wenn f € RV, d.h.

Y
m leﬁh’jedesk>0.

!
i4e0 F(2)
Beispiel 2.5. Die Funktion f(t) = (logt)” mit 8 € R ist langsam variierend.

Theorem 2.6. Sei f € RV,. Dann gibt es eine langsam variierende Funktion L, sodass

F(£) = t°L(1).

Beweis. Setze L(t) = % Dann muss man nur noch zeigen, dass L(t) langsam variierend

1st:
L «
(A1) = AGL = /\_a_f(ﬁ) S A AT =1, t — 400,
Lit) — ft)(a)e f(t)
da f nach Voraussetzung regulér variierend ist. Deshalb ist L langsam variierend. [

Theorem 2.7. Eine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt x* liegt im Maax-
Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung ®, mit a > 0 genau dann, wenn folgende
zwei Bedingungen erfillt sind:

1. ¥ = 4o00.
2. Die Tailfunktion F ist requldr variierend mit Index —«, d.h.

C1-FO)
tBHloo 1_—}7(1;) =\ fUT alle \ > 0.

Sind die beiden Bedingungen erfiillt, so gilt

Xq,..., X, 1
max{Xy, ..., }Léamitan:F“(l——>,

a, n—00 n

wobei F' die Quantilfunktion von F' bezeichnet:

F7(a) :=inf{t e R: F(t) > a}, a€(0,1).

Im Folgenden beweisen wir die Riickrichtung von Satz 2.7.
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F()h

t

Fa)

Abbildung 2.1: Veranschaulichung F* (a).

Lemma 2.8. Sei 2* = oo und F' € RV_,, dann gilt lim,,_..o nF(a,) = 1.

Beweis. Ist F' streng monoton steigend und stetig, so gilt F'(a,) =1 — %, denn F* ist
dann die inverse Funktion von F'. In diesem Fall ist die Aussage des Lemmas giiltig,
denn es ist sogar nF(a,) = 1. Leider gilt das im Fall eines beliebigen F' nicht, wie die
folgenden Bilder zeigen:

on F@oh
1

at .

F (@)

Abbildung 2.2: Problemfille

Im allgemeinen Fall ist der Beweis etwas komplizierter. Wir zeigen zunéchst, dass

Fla) = (P (1-2)) 21— (1)

n n

Sei e > 0, dann ist F(a,+¢) > 1— L. Lassen wir € gegen Null gehen, so gilt F'(a, +¢) —
F(ay,), weil F' als Verteilungsfunktion rechtsstetig ist. Daraus ergibt sich (2.1). Damit
folgt, dass F(a,) < %, woraus sich direkt ergibt, dass

limsup nF(a,) < 1. (2.2)

n—o0
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Es bleibt also noch zu zeigen, dass

liminf nF(a,) > 1. (2.3)

n—0o0

Sei dazu z € (0,1). Fiir n grof§ genug gilt za, > 0, denn a, — oco. Es gilt auflerdem
F(za,) < 1— % nach Definition von a,. Somit gilt:

nF(za,) =n(l — F(za,)) > n-%: 1

Damit folgt unmittelbar:

nF(a,) = nkF(xa,) = > = — x, n — oo,

da F reguldr variierend mit Index —a ist. Es ergibt sich also, dass lim inf,,_,o nF (ap) >
2 fiir alle z € (0,1). Wenn man nun x gegen 1 gehen lisst ergibt sich (2.3). Damit ist
insgesamt lim,, ., nF'(a,) = 1 und das Lemma ist bewiesen. O

Beweis von Satz 2.7. Wir beweisen nur die Riickrichtung. Wir nehmen also an, dass
x* = oo und F' € RV_,. Sei t > 0. Nach Lemma 2.8 gilt nF'(a,) — 1. Da F regulér
variierend mit Index —a ist, ergibt sich

F(ta,)

nF(ta,) = nF(a,) - Fla,) =17 =t n — 0o.

Dadurch folgt:

P [% < t} = (1= F(tay))" = e " =®4(t), n— oo.

Deshalb gilt 2= % @, O

n n—oo

2.2 Max-Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung U,

Der Max-Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung ¥, hat eine dhnliche Charakterisie-
rung wie der Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung. Der Unterschied ist, dass
im Fall der Weibull-Verteilung der rechte Endpunkt z* endlich sein muss. Damit ei-
ne Verteilungsfunktion F' im Max-Anziehungsbereich von V¥, liegt, muss F' in x* im
gewissen Sinne regulér variierend sein. Wir geben nun eine prézise Definition.

10
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Definition 2.9. Eine messbare Funktion f : (0,A) — (0,00) (wobei A € R beliebig)
heifst requldr variierend in 0 mit Index o € R, falls

l'mm = \* fir alle A > 0.

=0 (1)
Bezeichnung: f € RV,(0).

Beispiel 2.10. Die Funktion f(t) = t* ist reguldr variierend in 0 mit Index «.

Theorem 2.11. FEine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt x* liegt im Maz-
Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung Y, dann und nur dann, wenn folgende zwei
Bedingungen erfillt sind:

1. 2" <00
2. Die Funktion 1 — F(z* —t) ist requldr variierend in 0 mit Index o, d.h.

. 1 =F(x*—=Xt)
lim
tlo 1 — F(x* —t)

= A\ fiir alle A > 0.

Sind die Bedingungen erfiillt, so gilt

Xy,..., X} —a* ) 1
maX{ 1, ) } x L>\I/am1tan=$*—F<_ (1__)

Ay, n—oo n

Beispiel 2.12. Betrachte die Verteilungsfunktion F(t) =1 — (1 —¢)* mit ¢ € [0, 1] und
a>0.Dann ist z* =1 und 1 — F(1 —¢) = t* € RV,(0).

Beweis von Satz 2.11. Wir beweisen wieder nur die Riickrichtung. Sei z* < oo und
1— F(z*—t) € RV,(0). Definiere F*(t) = F(2* —7),t > 0. Es ist leicht einzusehen, dass
F* auch eine Verteilungsfunktion ist. Betrachte

1 — F*(At) 1— F(z* —3) 1—F(z*—3)

lim —— 2 M) — )\
it 1 — Fo(l)  totee L= F(am — 1) w0 1— F(a" —s) ’

>

wobel wir die Substitution ¢ = 1/s benutzt haben. Es folgt, dass F* € RV_,(c0). Mit
Theorem 2.7 folgt nun, dass F* im Max-Anziechungsbereich von ®, liegt und

a 1
lim F*"(ait) = e " t >0, wobei a = F** (1 — —) .

n—oo n

11
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Deshalb gilt fiir alle s = —1/t <0

1 . .
lim F™ <CU* + i) = lim F" (a:* — —) = lim F*"(ajt) =e" " = e (=97
n—reo a;; n—0o0 CL;’;t n—00

was sich auch dquivalent wie folgt ausdriicken lésst:
lim Pla;, (M, —z*) < s] = W,(s), fir alle s < 0.
n—oo

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass a,, = ai

n

aZ:F*‘_(l—l):inf{t:F*(t)Zl—l}:inf{t:F<x*—1>Zl—l}.
n n t n

Substituiert man z* — % durch wu, so ergibt sich

1 1 1 1
a, = inf Flu)>1——% = : = = .
T*—u n v —inf{u: F(u) >1—--} 2t - F<(1--)

Es ergibt sich also a, = 1/a?. O

2.3 Max-Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung G

Theorem 2.13. FEine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt x* liegt im Max-
Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung G(t) = e " genau dann, wenn es eine posi-
tive und messbare Funktion g(t) gibt mit

fm F(t+ 29(2)

o F) =e 7 fiir alle z € R. (2.4)

Ist die Bedingung erfiillt, so gilt

max{Xy,..., X} — by, ENp?

a/TL n—oo

mit b, = F< (1 — %) und a, = g(a,).
Bemerkung 2.14. z* kann endlich oder unendlich sein.

Beweis. Es wird hier nur ein Beweis fiir die Riickrichtung gegeben. Man betrachte dazu

_ F(a,z + b,
B o4ty ")

12
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denn es gilt nF'(b,) — 1 (Beweis ihnlich wie in Lemma 2.8). Es folgt

M, — b, n —e "
P{—le = F"(anr +b,) = (1 = Flapz +b,))" — e .

(07% n—00

Und dadurch folgt X2=ta %, @, O

n—o0

Beispiel 2.15. Wir haben bereits gesehen, dass die Exponentialverteilung mit F(t) =
e~t, t > 0, im Max-Anziehungsbereich von G liegt. Man kann nachrechnen, dass Bedin-
gung (2.4) mit g(t) = 1 erfllt ist.

Im Folgenden werden wir zeigen, dass die Normalverteilung zum Max-Anziehungsbereich

der Gumbel-Verteilung gehort. Dazu bendtigen wir ein Lemma.

Definition 2.16. Zwei Funktionen f und g heiffen asymptotisch dquivalent (in +o0),

falls
1im & =1
t—+00 g(t) ’

Bezeichnung: f(t) ~ g(t) firt — +oo.
Lemma 2.17. Fir die Tailfunktion F der Standardnormalverteilung gilt

— 11
F(t) ~ ——=e%7 fiir t — +o0.

Vort

Beweis. Es gilt

F(t) [ e ds —et/2
lim = lim *———— = lim = lim —— =1,
t—00 ;me*f?/2 t—00 %(3*'52/2 t—00 —tl2(3*'52/2 — t%e*ﬁ/2 t—00 tlQ +1
wobei wir den Satz von L’Hospital fiir den Fall ,,%“ angewendet haben. O]

Theorem 2.18. Die Standardnormalverteilung liegt im Maz-Anziehungsbereich der
Gumbel-Verteilung G.

Beweis. Wir werden zeigen, dass Bedingung (2.4) des Satzes 2.13 mit g(t) = 1/t gilt.
Mit Lemma 2.17 ergibt sich:

_ 1 )67(t+zg(t))2/2 1222y

Flt+agt) _ . et _ iy 2 — e

1m
t—+o0 F(t) t—+o0 %e*t2/2 t—o0 %677&2/2
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2 Max-Anziehungsbereiche

fir alle z € R. O

Wir werden nun die Konstanten a, und b, so bestimmen, dass fiir das Maximum

von n unabhéingigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen gilt: MZ—_I’" 45 G. Laut
n n—o00

Satz 2.13 sollten wir b, so wihlen, dass nF(b,) = 1. Da aber die Lésung dieser Gleichung
keine explizite Darstellung besitzt, werden wir ein bisschen anders vorgehen. Wir werden
b, so wahlen, dass lim,,_,o, nF'(b,) = 1, was genau dann der Fall ist wenn

1 1
NG e /2 e n — oo. (2.5)
Auf der linken Seite scheint e~bn/2 derjenige Term zu sein, der am schnellsten gegen

0 geht. Wir kénnen also als erste Anndherung b, so wahlen, dass e /2 = 1 /n, d.h.

b, = v/2logn. Dann ist aber \/%b et/ = Wm% — also sind wir noch nicht am

Ziel. Wir wihlen also b, = y/2logn + d,, wobei 9, noch genauer spezifiziert werden
muss. Dann folgt:

52
1 e—b%/Q _ 1 e—logn—\/210gn5n—7”.

V2rby, V2r(v2logn + 6,)

Wihle 6, so dass v2my/2logn = e V28" Dann folgt durch umformen, dass §, =
_ﬁ(log 47 4 loglogn). Es ist schlielich leicht nachzuweisen, dass mit

loglogn + log(4m)
b, = /21 -
oen 2¢/2logn

die gewiinschte asymptotische Aquivalenz (2.5) gilt. Als a,, wihlt man schlieBlich

(52) 1 1
an = n = — —
g b, v2logn

Theorem 2.19. Seien X1, X, ... unabhdingig und standardnormalverteilt. Dann gilt fiir
alle x € R:

log 1 log(4 —z
JLHSOP[VNOgn{M”_ <\/210gn— e 02%( W)>} gx} =e ° .

Beweis. Ubungsaufgabe. m

Bemerkung 2.20. Der Satz lésst sich wie folgt interpretieren: das Maximum M, nimmt

Werte an, die sehr nahe bei b, = /2logn — % sind. Die Differenz zwischen
M,, und b, ist von der GroBenordnung a,, = 1/4/2logn. Reskaliert man M, — b, mit

dem Faktor v/2logn, so erhélt man eine approximativ Gumbel-verteilte Zufallsvariable.
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2 Max-Anziehungsbereiche

X; A
1
21 +
e © } 2logn
i
pa »-

Abbildung 2.3: Maximum liegt mit hoher Wahrscheinlichkeit im dargestellten Bereich
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3 Satz von Fisher-Tippett

Theorem 3.1 (Satz von Fisher—Tippett; extremal types theorem). Eine Verteilung G
1st eine Extremwertverteilung genau dann, wenn es ¢ > 0, d € R und v € R ¢ibt mit

G(t) = G, (ct + d).

Dabei ist G, eine Verteilungsfunktion, die durch G, (t) = exp {—(1 + 'yt)f%} fiir 14~t >
0 definiert ist.

Bemerkung 3.2. Wir konnen die folgenden drei Fille betrachten.

—_t— 1/

1. Fiir v > 0 ist G vom gleichen Typ wie die Fréchet-Verteilung /(1) = e ,
t> 0.

2. Fiir v < 0ist G, vom gleichen Typ wie die Weibull-Verteilung ¥_; /. (t) = e~ (=07

t<O0.

3. Firy=0ist (1+ fyt)_% nicht wohldefiniert. Wir interpretieren diesen Term dann
als Grenzwert fiir v — 0:

2=

—t

}/gr%)(l +at) 7 =e

Somit ist Go(t) = e~ ', t € R, die Gumbel-Verteilung.

Im Folgenden werden wir den Satz von Fisher—Tippett beweisen.
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3 Satz von Fisher—Tippett

Lemma 3.3 (Khintchine). Seien Zi, Zs, ... Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen
Fi, F,, ... Sei G eine Verteilungsfunktion und ¢, > 0,d, € R Konstanten mit
Zn _ dn
4 aq.

Cn, n—00

Sei G eine weitere Verteilungsfunktion und &, > 0, d, € R Konstanten mit

Zn_Jn ~
L Nye)

Cp, n—00

Seien zudem G und G nicht ausgeartet. Dann gibt es Konstanten ¢ > 0 und d € R mit

. cC . d,—d
c= lim = bzw. d = lim ——=
n—00 Cp, n—r00 Cp,

und es gilt: G(t) = G(ct + d).
Beweis. Ohne Bewels. O

Definition 3.4. Fine nicht ausgeartete Verteilungsfunktion G heifit max-stabil, falls es
fiir alle n € N Konstanten ¢, > 0 und d,, € R gibt mat

G™(cut + dn) = G(2).

Beispiel 3.5. Die Gumbel-Verteilung G(t) = e~ ist max-stabil, denn
G™(t+1logn) = e ™ " = e = G(1).

Analog lésst sich zeigen, dass Fréchet- und Weibull-Verteilung ®, und 1, max-stabil
sind.

Proposition 3.6. Eine nicht ausgeartete Verteilungsfunktion G ist maz-stabil dann und
nur dann, wenn es eine Folge Fy, Fs, ... von Verteilungsfunktionen und Konstanten ¢, >
0,d, € R gibt, sodass fiir alle k € N gilt:

Fo(Cast + dug) =2 GV*(2). (3.1)

n—o0

Beweis. Zuerst soll (3.1) gelten, d.h. F, (copt+dng) LN GVE(t). Mit k = 1 folgt F,(c,t+
n—oo

dy,) N G(t). Mit Lemma 3.3 folgt, dass es aj, > 0 und Bj, € R gibt mit G'/* =
n—oo

17



3 Satz von Fisher—Tippett

G(ayt + Bi,). Daraus folgt schliefilich, dass G(t) = G*(axt + B¢) und somit G max-stabil
ist.

Sei nun G als max-stabil vorgegeben. Wir zeigen, dass dann (3.1) gelten muss. Da G
max-stabil ist, gibt es ¢ > 0,d), € R mit G*(cpt +di) = G(t). Setze nun F,, = G"™. Dann
gilt:

Ep(Cnpt + dui) = G™ (ot + di) = (G™ (ot + die))* = GY*(2).

Somit gilt (3.1). O

Proposition 3.7. Fine Verteilungsfunktion G ist max-stabil dann und nur dann, wenn
G eine FExtremwertverteilung ist.

Beweis. Sei G max-stabil. Dann gibt es ¢, > 0,d,, € R, so dass gilt G"(c,t+d,) = G(t).
Es gilt also:
G™(cnt + dy) 5 G(1),

n—o0

weshalb G eine Extremwertverteilung ist.
Sei G nun eine Extremwertverteilung. Dann gibt es eine Verteilungsfunktion F' und
cn > 0,d, € R, so dass gilt:
F™(cot + dy) -5 G(t)

n—o0

und damit fiir alle £ € N

F™ (ot + dyi) —2> G(t) bzw. F™(cut + dor) —= GV5(2).

n—oo n—oo

Mit Proposition 3.6 folgt schliefflich, dass G max-stabil ist. O]

Proposition 3.8. Ist G maz-stabil, so gibt es Funktionen c(s) > 0,d(s) € R, so dass
fiir alle positiven reellen Zahlen s gilt:

G*(c(s)t + d(s)) = G(t). (3.2)

Bemerkung 3.9. Die Gleichung (3.2) ist deshalb stéarker als die Gleichung aus Defini-
tion 3.4, weil s keine ganze Zahl sein muss. Fiir natiirliche Zahlen s ist also nichts zu
zeigen.

Beweis. Wir benétigen die folgende Notation: [t] = max{n € Z|n < t}.

Sei G max-stabil. Dann gibt es ¢, > 0,d,, € R, sodass fiir alle n € N folgendes gilt:
G"(cpt + d,) = G(t). Fiir positive s folgt daraus G (cpqt + dpng) = G(t), womit sich
direkt ergibt, dass

n

Gn<c[ns}t + d[ns]) = (G[nS}(C[ns]t + d[ns])) [7?5] = G (t) i> Gl/s (t)

n—oo
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3 Satz von Fisher—Tippett

Gleichzeitig gilt aber auch G™(c,t + d,) N G(t). Mit Lemma 3.3 folgt also, dass es

n—o0

Konstanten ¢(s) > 0,d(s) € R gibt mit

dn - dns
c(s) = lim Arel ynd d(s) = lim e
n—o00 Cp n—00 Cn,
und GV*(t) = G(c(s)t + d(s)). Insgesamt folgt also G(t) = G*(c(s)t + d(s)). O

Theorem 3.10. Fine maz-stabile Verteilung G ist vom gleichen Typ wie eine der fol-
genden Verteilungen: Gumbel A, Fréchet ®, mit o > 0 oder Weibull ¥, mit a > 0.

Bemerkung 3.11. Die Aussage des Satzes zusammen mit Proposition 3.7 impliziert
den Satz von Fisher—Tippett.

Beweis. Nachzuweisen, dass die Gumbel, Fréchet und Weibull Verteilungen max-stabil
sind, sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Im folgenden sei GG also max-stabil. Wir beweisen, dass G dann vom gleichen Typ
ist wie eine der drei genannten Verteilungen. Nach Proposition 3.8 gibt es im Falle der
max-Stabilitdt von G Konstanten ¢(s) > 0,d(s) € R mit G*(c(s)t+d(s)) = G(t) fiir alle
positiven reellen Zahlen s. Diese Gleichung lasst sich durch Anwendung von — log auf
beiden Seiten folgendermafien umformen:

—slog G(c(s)t + d(s)) = —log G(t).
Nochmaliges Anwenden von — log auf beiden Seiten fithrt zu:
—log(—log G(c(s)t + d(s))) —log s = —log(—log G(t)).
Mit ¢ (t) = —log(—log G(t)) folgt
P(e(s)t + d(s)) —logs = ().
Da G eine Verteilungsfunktion ist, folgt, dass ¢ monoton steigend ist. Auflerdem gilt:

lim ¢(t) = —log(—1log0) = —oo und tlim Y(t) = —log(—logl) = 00

t——o00 —00

Definiere U(y) = ¥ (y) = inf{t € R|Y(t) > y} als die verallgemeinerte Inverse von .
Dann ist

U(y) = inf{t € R[y(t) > y} = inf{t € Rlyp(c(s)t + d(s)) —logs > y}
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3 Satz von Fisher—Tippett

mit p = ¢(s)t + d(s) und entsprechend ¢t = 7%8()8) folgt:

U(y +log s) — d(s)
c(s)

—d
U(y)zinf{p ) ERIw(p)ZyHogs}: mit y € R, s > 0.

c(s)
Setzt man y = 0 so gilt U(0) = % und damit:

U(y +log s) —U(log s)

Ersetzt man schliefflich log s durch z dann gilt:

Uly+z) —U(z)
c(e?) ‘

Mit dieser Gleichung lésst sich nun die Behauptung beweisen. Dafiir unterscheiden wir
die folgenden zwei Félle

Uy) —U(0) =

1. ¢(e*) =1 und
2. c(e®) # 1 fir mindestens ein z.

Im ersten Fall ¢(e?) = 1 gilt: U(y) — U(0) = U(y + 2) — U(z). Definiert man U(y) =
U (y)—U(0) folgt U(y+2) —U(z) = U(y) und damit ist U (y+2) = U(y)+U(z). Bei dieser
Gleichung handelt es sich um eine Hamel-Gleichung, was zusammen mit dem Umstand,
dass U monoton steigend ist impliziert, dass U(y) = p - y fiir ein p > 0 gilt. Es folgt
U(y) = p-y+bmit b=U(0). Insgesamt ergibt sich also, dass in diesem Fall ¢ (t) = %
und daher
t—b
G(t) = et —eme 7
vom gleichen Typ wie die Gumbel-Verteilung ist.
Im zweiten Fall gibt es ein z fiir das gilt ¢(e?) # 1. Sei nun wieder U (y) = U(y) —U(0).
Dann ist

Uly +2) —U(2) = c(e*) = U(y).
Vertauscht man hier y und z erhilt man

Uy +2) —U(y) = c(e¥) —U(2).
Subtrahiert man die beiden obigen Gleichungen erhilt man

~ 1 —c(eY)

Uy) = Z;{(Z)l——c(eZ)’ (3.3)

wobei hier wegen c(e®) # 1 keine Division durch Null stattfinden kann. Setzt man nun
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3 Satz von Fisher—Tippett

Uly) = F(2)(1 — e(e¥)) mit f(2) = ~2EL in (3.3) ein, erhilt man:

1—c(e?)

Uy +2) = f(2)(1 = c(€)) +e(*) f(2)(L = e(e¥)) = f(2) = f(2)e(e”)e(e’)
Hieraus ergibt sich schliefllich:

c(e®Y) = c(e”) - c(e?)

Hierbei handelt es sich wieder um eine Hamel-Gleichung, die fiir p € R durch ¢(s) = s”
gelost wird. Insgesamt ergibt sich damit

Uly) =UO) + f(2)(1 —e™) = [- (1 —e”) = a+ fe,

weil f(z) konstant ist. Daher ist ¢(2) = %log(zga) fiir z > «, falls 8 > 0 bzw. fir z < «,
falls 8 < 0. Dann ist

Gt)=e*"" =exp {—(%rl/p} .

Man kann beobachten, dass im Fall z > « (falls § > 0) G vom gleichen Typ wie die
Fréchet-Verteilung und im Fall z < « (falls 5 < 0) G vom gleichen Typ wie die Weibull-
Verteilung ist. O]
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4 Statistik der Extremwertverteilungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit statistischen Anwendungen der Extremwert-
theorie. Wir werden zwei verschiedene Zugénge zur Modellierung von Extremwerten
betrachten. Der erste Zugang basiert auf den bereits bekannten Extremwertverteilun-
gen, die hier GEV-Verteilungen (Generalized Extreme-Value Distributions) genannt wer-
den. Der zweite Zugang (Peaks Over Threshold Method) benutzt die verallgemeinerten
Pareto-Verteilungen (GPD, Generalized Pareto Distributions).

4.1 Statistik der GEV-Verteilungen

Wir haben bisher gesehen, dass Extremwertverteilungen folgende Form haben:

1

Gwo(z):eXp{— (1+7ﬂ) } fiir 1+7——2 > 0.
g

g

Extremwertverteilungen bilden also eine dreiparametrige Familie: v € R ist der formge-
bende Parameter, ;1 € R ist der Lageparameter und o > 0 ist der Skalenparameter. Fiir

v gilt:

v > 0: G ist eine Fréchet-Verteilung (definiert fiir = > —% wie oben, sonst 0).

g

v < 0: G ist eine Weibull-Verteilung (definiert fiir =£ < —% wie oben, sonst 1).

(e

v =0: G ist eine Gumbel-Verteilung (definiert fir z € R wie oben).

F(z)} | Fréchet-Verteilung ‘ F(z)} | Weibull-Verteilung ‘ F(z) ‘ Gumbel-Verteilung ‘

.

Extremwertverteilungen, die in der obigen Form dargestellt werden, werden auch Ge-
neral Extreme-Value (GEV) Verteilungen genannt.

22



4 Statistik der Extremwertverteilungen

Beispiel 4.1 (Wasserstinde an einem Deich). Am Tag j € {1,...,365} im Jahr i €
{1,...,n} wurde an einem Deich der Wasserstand X;; gemessen. Wir betrachten die
jahrlichen Maxima X; = max;—; 365 X;; und wollen aus diesen Daten die Deichhthe Z,
bestimmen, bei der eine Uberflutung mit einer gegebenen Wahrscheinlichkeit p in einem
Jahr stattfindet. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit p sehr klein (viel kleiner als 1/n, zum
Beispiel), so dass alle gemessenen Wasserstande sicherlich viel kleiner als die gesuchte
Hohe Z, sind.

Dazu betrachten wir folgendes Modell: X,..., X, sind u.i.v. Zuvallsvariablen mit

einer GEV-Verteilung G, ») mit Parametervektor § = (v, u,0) € R? x R,.

Bemerkung 4.2. Den jdhrlichen Maxima eine GEV-Verteilung zu unterstellen, ist eine
natiirliche Wahl, da jedes X; ein Maximum von vielen u.i.v. Zufallsvariablen ist. Wir
haben in fritheren Kapiteln gezeigt, dass solche Maxima unter sehr allgemeinen Be-
dingungen gegen Extremwertverteilungen konvergieren. Natiirlich braucht man fiir die
Konvergenz Normierungskonstanten, in unserem Fall kann man aber annehmen, dass
die Normierungskonstanten bereits in den Parametern p und o enthalten sind.

Bemerkung 4.3. Da wir im obigen Modell voraussetzen, dass die X; identisch ver-
teilt sind, kann das Modell nur auf stationédre Daten angewendet werden, d.h. Daten,
die keinen Trend aufweisen. Werden die jahrlichen Maxima mit der Zeit immer grofier
(kleiner), muss ein anderes Modell verwendet werden.

Unser Problem besteht nun darin, den Parametervektor 6 zu schitzen. Wir werden die
Maximum-Likelihood (ML) Methode benutzen. Dazu ben6tigt man die Dichte f(, . »)(2)
der GEV-Verteilung. Durch Ableiten der Verteilungsfunktion G|, , ) erhilt man, dass
fiir v #£ 0 gilt:

(14 428) 7 exp{— (14+922) 7}, 14422 >0,
0, sonst

und fiir v = 0 gilt:
z— Z—p

1
fo(2) = flope) = Ze T exp {—e’T} , fir z € R.
o

Mit Hilfe der Dichten kann man die Log-Likelihoodfunktion

10) :=1(0|xy, ..., zy) = Zlog fo(z;)

bestimmen. Fiir v # 0 gilt:

1 - T — - T — [ E
l(@):—nlogo—(;+1>Zlog<1+7 > )—Z(1+7 > )

=1
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4 Statistik der Extremwertverteilungen

falls 1 +y*=£ > 0 fiir alle ¢ = 1, ...,n und I(#) = —oo sonst. Fiir v = 0 gilt:

n

1(0) = —nloga—i%;/L —Zefy.

i=1 i=1

Mit der log-Likelihoodfunktion ldsst sich der Maximum-Likelihood Schétzer

0 = (4, 1,6) = argmax (7, u, o)

herleiten. Hier kann 6 nicht analytisch bestimmt werden, sondern muss numerisch er-
mittelt werden.

Nachdem der Parameter 6 geschétzt wurde, konnen wir die Deichhohe Z,, schétzen.
Wir erinnern, dass Z, die Deichhdhe ist, bei der eine Uberflutung mit Wahrscheinlichkeit
p in einem Jahr stattfindet. Das Problem besteht also darin, dass p-Quantil des jahrlichen
Maximums zu schétzen. Wir schétzen Z, indem wir die Gleichung

Gaey(Zp) =1 —p
16sen (falls es mehrere Losungen gibt, betrachten wir die kleinste):
5 _Ja= 1= (=log(1=p)7}, 4 #0,
" A —6log(—log(1 - p)), 5 =0.

Fiir 4 < 0 (im Fall der Weibull-Verteilung) besitzt die Verteilung G5, .+) einen endlichen
rechten Endpunkt, der iibrigens per Definition Zj ist. In diesem Fall gehen wir davon
aus, dass es einen absolut hochsten Wasserstand gibt, der niemals {iberschritten wird.
Der Schétzer fiir 7 ist dann gegeben durch:

|

Zo=j1— —.
8

Nachdem nun das Problem gelost wurde, stellt sich die Frage, wie wir die Losung
verifizieren konnen. Wie kénnen wir iiberpriifen, ob die Daten Xi,..., X, durch die
Verteilungsfunktion G = G'(4,0,6) tatsichlich gut beschrieben werden? Zur Verifikation
des Modells gibt es mehrere Methoden, die wir im Folgenden betrachten.

Ordnen wir die Stichprobe X7, ..., X,, monoton aufsteigend an, so erhalten wir die
Ordnungsstatistiken
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4 Statistik der Extremwertverteilungen

Definition 4.4 (Probability Plot). Der PP-Plot ist die Menge

{(G(X(i))’nj—l) i= 1n} c [0, 1]

Trifft die Annahme, dass die X; geméB G verteilt sind zu, so sollte G(X () ~ HLH gelten
bzw. sollten die Punkte in einem Probability Plot auf der Winkelhalbierenden liegen
(etwa wie in Grafik 4.1).

Abbildung 4.1: PP-Plot

Der PP-Plot besitzt einen Nachteil: Fiir ¢ ~ n gilt CAJ(X(Z')) ~ 1 und nil ~ 1, egal ob
G die Daten gut beschreibt oder nicht. Mit anderen Worten, auch wenn G die Daten
im Bereich der groflen Werte nicht gut beschreibt, sieht man das in einem Probability
Plot moglicherweise nicht. Dabei sind gerade die groflen Werte besonders interessant
fiir uns. Wir betrachten deshalb eine andere Methode, die dieser Uberlegung Rechnung
triigt. Das ¢-Quantil G*(¢) der Verteilung G ist definiert als (die kleinste) Losung z der

Gleichung

G(z) =q.

Definition 4.5 (Quantil Plot). Der QQ-Plot ist die Menge

{(Gﬂ_ (nil) ,X(i)) ,i=1,...,n} e R2%

Beim QQ-Plot werden auf der z-Achse die %H, niﬂ, .y my-Quantile der Verteilung

G abgetragen und auf der y-Achse die Ordnungsstatistiken X(j), ..., X(,). Wenn G die

Daten gut beschreibt, sollte (A}‘_(T#l) ~ X(; gelten bzw. sollten die Punkte in Grafik 4.2

auf der Winkelhalbierenden liegen.
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4 Statistik der Extremwertverteilungen

Abbildung 4.2: QQ-Plot

Es kann vorkommen, dass die Daten Xi,..., X, einen Trend aufweisen (z.B. werden
die jéhrlichen Maxima hoher). Wir betrachten nun ein Modell, das der Nichtstationaritét
der Daten Rechnung tragt. Es seien X1, ..., X,, unabhéngig aber nicht identisch verteilt
mit

Xi~ Goopy, 1= Leooin.

Dabei ist der Parametervektor (v(i), o (), (7)) eine Funktion der Zeit . Fiir diese Funk-
tion kann man z.B. den folgenden Ansatz verwenden:

W) =7 o(i)=0, i) =fo+Bi-i.

Wir gehen also von einem konstanten Formparamter v, einem konstanten Skalenparame-
ter 0 und einem linearen Trend, der im Lageparameter p beriicksichtigt wird, aus. Die
Parameter (7, g, 8o, £1) lassen sich wieder mit der ML-Methode schétzen und somit ldsst
sich das Problem mit den bereits im Fall von stationdren Daten betrachteten Methoden
16sen. Mochte man das Modell verifizieren, so kann man PP- oder QQ-Plots erstellen.
Davor muss man aber die Stichprobe X, ..., X,, von dem Trend bereinigen:

X/ = (X — Bo)/ (Bui).

Die bereinigte Stichprobe X7, ..., X sollte man dann mit der Verteilungsfunktion G5 ¢+
vergleichen.

Bemerkung 4.6. Der Ansatz kann verallgemeinert werden, ohne dass sich das Modell
grundsétzlich dndert. So ist es zum Beispiel problemlos mdéglich, einen exponentiellen
Trend zu modellieren:

Vi) =7, oli)=0,  p(i) =0T
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4 Statistik der Extremwertverteilungen

4.2 Statistik der GP-Verteilungen

Die oben beschriebene Methode basiert auf der Betrachtung von Block-Maxima (z.B. von
jahrlichen Maxima). Es gibt eine andere Methode (Peaks over Threshold), bei der man
nur Beobachtungen beriicksichtigt, die einen Schwellenwert iiberschreiten. Im Folgenden
beschéftigen wir uns mit dieser Methode.

Wir fangen damit an, dass wir die verallgemeinerten Pareto-Verteilungen definieren.
Es sei X eine Zufallsvariable, die man sich z.B. als eine Schadenhthe vorstellen kann.
Wir interessieren uns nur fiir die groen Werte von X. Wie ist der sogenannte Exzess
X —u verteilt, gegeben dass X > u? Dabei geht u — oco. Wir betrachten drei Beispiele.

Beispiel 4.7. Sei X exponentialverteilt mit Parameter A > 0, d.h. F(t) = e™*, t > 0.
Dann gilt
PX >u+t,X >u PX>utt] et

PIX —u>t|X > u] = _ _ _
X —u>tX > PIX > 4] PIX > 4] e ©

Es gilt also: die bedingte Verteilung von X —u gegeben, dass X > u, ist die Exponential-
verteilung mit Parameter . Dies ist die Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung.

Beispiel 4.8. Sei X aus dem Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung ®,, o > 0.
D.h., FF € RV_,. Dann gilt fiir alle ¢t > 0:

_PX >u+ut]  F(u(t+1)) a
- O PX>u F(u) - (141)

X_
IP’{ u>t‘X>u
u

fiir u — oco. Es gilt also: gegeben, dass X > u, konvergiert die Verteilung von (X —u)/u
gegen die Verteilungsfunktion 1 — (1 +¢)~%, ¢ > 0.

Beispiel 4.9. Sei X standardnormalverteilt. Folgende Relation kann mit der Regel von

L’Hospital bewiesen werden:

1
PX > u] ~ 2—6_“2/2 fiir u — oo.
U

Unter Verwendung dieser Relation erhalten wir fiir jedes t > 0:

PX >u+t] exp{-% —t- L, B
Plu(X —u) > t|X > u| = PIX > 4 ~ exi){_—zﬂ}QQ — e

fiir u — oo. Es gilt also: gegeben, dass X > u, konvergiert die Verteilung von u(X — )
gegen die Exponentialverteilung mit Parameter 1.

In allen drei Beispielen konnte die bedingte Verteilung von X —u gegeben, dass X > u,
durch eine Verteilung approximiert werden. Wir werden nun ein allgemeines Resultat
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4 Statistik der Extremwertverteilungen

formulieren, das die drei Beispiele als Spezialfille beinhaltet. Die Verteilungsfunktion

N
P(t)=1- (1 n l)
g

heiBt die verallgemeinerte Pareto-Verteilung (GPD, Generalized Pareto Distribution)
mit Index v € R und Skalenparameter o > 0. In dieser Formel ist ¢ > 0, falls v > 0, und

t € [0,—2], falls v < 0. Fiir v = 0 interpretieren wir die Formel als Grenzwert:

o]
N
Py ,(t) = lim (1— (1+l> ) =1—e, t>0.
v—0 o

Somit stimmt Py, mit der Exponentialverteilung mit Parameter 1/o iiberein.

Theorem 4.10 (Pickands-Balkema-de Haan). Sei X eine Zufallsvariable mit Ver-
teilungsfunktion F', die im rechten Endpunkt x* stetig ist. Dann liegt F im Maz-
Anziehungsbereich von G. genau dann, wenn es eine positive messbare Funktion [5(u)
gibt mit

lim sup [P[X —u <tX >u] — P, guw(t) =0.

utz” te(0,z* —u]

Grob gesagt gilt die Approximation P[X —u < t|X > u] = P, g (t), falls X im Max-
Anziehungsbereich von G, liegt.

Nun werden wir die GP-Verteilungen in der Statistik anwenden. Es seien Xi,..., X,
unabhéngige identisch verteilte Beobachtungen, z.B. Wassersténde an einem Deich an n
Tagen. Wir interessieren uns nur fiir die extrem grofien Beobachtungen. Das heifit, wir
wahlen einen Schwellenwert u und betrachten nur die Beobachtungen X;,,..., X;,, die
u iiberschreiten. Wir definieren die Exzesse

k)

Yi:Xz —U,...,Yk:Xi —Uu

k

und ignorieren alle anderen Daten. Der Satz von Pickands-Balkema-de Haan macht fol-
gendes Modell plausibel: die Exzesse Y7, ..., Y% sind unabhéngige und identisch verteilte
Zufallsvariablen, die geméf$ einer verallgemeinerten Pareto-Verteilung P, , verteilt sind.
Dabei sind v € R und o > 0 unbekannte Parameter. Die Dichte von P, , ist gegeben

durch -
1 O ANES
) =—=(1+ — )

Fa® = (1+2)
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4 Statistik der Extremwertverteilungen

Damit ergibt sich fiir die Log-Likelihoodfunktion

i k
[(y,0) := ZlOg fro(yi) = —klogo — <1 + %) Zlog <1 i ’7;%) 7
=1 i=1

zumindest fiir 7 # 0. Der ML-Schétzer (7,6) = argmax, , (7, 0) muss numerisch be-
rechnet werden.

Nun werden wir fiir ein gegebenes kleines p die Deichhdhe Z, schéitzen, die an einem
Tag mit Wahrscheinlichkeit p iiberflutet wird. Es sei X die Zufallsvariable, die den
Wasserstand an einem Tag beschreibt. Mit Beriicksichtigung des Satzes von Pickands—
Balkema—de Haan gehen wir davon aus, dass fiir grofles u:

N
P[X—u>t|X>u]z(1+l) :
o

Mit t = Z,, — u folgt also:

1
o
P[X>Zp]zIP’[X>u](1+*y p “) .
g

Nun setzen wir die rechte Seite gleich p. Wenn die Gleichung nach Z, umgestellt wird,

erhalt man schlief3lich .,
PIX
Z —u+? KM) _1],
Y p

Dabei haben wir Schitzer fiir o und v bereits hergeleitet. Die Wahrscheinlichkeit P[X >
u] kann durch 2 3" | 1y, geschétzt werden.
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5 Ordnungsstatistiken

Seien X1,..., X, unabhingige und identisch verteilte (u.i.v.) Zufallsvariablen mit Ver-
teilungsfunktion F'. Ordnen wir die Stichprobe Xi, ..., X,, monoton aufsteigend an, so
erhalten wir die sogenannten Ordnungstatistiken

Xl:n S XZ:n S . < Xnn

Zum Beispiel ist X, = min{ X, ..., X, } und X,,, = max{Xy,..., X, }. Wir benutzen
die Notation
M® = X, i1, k=1,...,n.

Somit ist Mél) = X,., das groite Element der Stichprobe, M7(12) = X, _1., das zweitgrofite
Element und so weiter.

5.1 Extreme Ordnungsstatistiken

Wir haben die moglichen Grenzwertverteilungen von MY fiir n — oo bereits beschrie-
ben. Im Folgenden beschreiben wir die Grenzverteilungen von M,Sk), wobei k € N fest
und n — oo.

Theorem 5.1. Sei u,, € R eine Folge mit lim,, oo nF(u,) = 7, wobei 0 < 7 < oo. Dann
qgilt:

e

. = T
T}Ln;oplzmm_k] =75 k=0,1,....

Beweis. Wir bezeichnen mit .S,, := E?:J 1x,>u, die Anzahl der Beobachtungen, di@ ober-
halb von w,, liegen. Es gilt S,, ~ Bin(n, F'(u,)). Nach Voraussetzung gilt lim,, o, nF'(u,) =
7. Da dies gilt, darf der Poissongrenzwertsatz angewendet werden:

S, L Poi(7) fiir n — oo.

n—oo

Mit anderen Worten, lim,,_, P[S,, = k] = e‘TZ—T, fir alle k =0,1,.... O
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5 Ordnungsstatistiken

Theorem 5.2. Es gebe Normierungsfolgen a,, und b,, so dass

M'r(Ll) - Un
Mn "o d, G fir n — oo,
bn n—o00
wobei G eine Extremwertverteilung ist. Dann gilt fir alle k =1,2,... und x € R:
(k) _ N k-1 (< log G(x))°
lim P My" — ay <l = G(x)- > oy = , G(z)#0

Beweis. Setzt man u,, :== a,, + b,xr und S,, = Z:.L:l 1x,>u, SO ergibt sich:

k—1
s=0
Mit Theorem 5.1 folgt:
k—1 k—1 s
Tim YIS, = s =Y e (5.1)
s=0 s=0

mit 7 = lim,,_,oo n.F (u,). Es bleibt also noch die Bestimmung von 7. Nach Voraussetzung
gilt:

M’I'(Ll)_ n

by, n—00

Deshalb gilt fiir geeignete reelle Folgen a,,, b,

F™(ay + bpz) — G(2).

n—o0

Fir G(z) # 0 ist dies dquivalent zu

lim nlog(l — F(uy,)) = log G(z).

n—oo

Unter Verwendung der Taylorentwicklung des Logarithmus folgt schliefSlich lim,, o, nF(u,) =
—log G(z). Deshalb gilt 7 = —log G(z). Einsetzen von 7 in (5.1) liefert die Behaup-
tung. O

Im Folgenden bescheiben wir die Grenzwertverteilung des Vektors (Mél), e ,MT(LT)),
mit 7 fest und n — co. Betrachte die Schwellenwerte 4’ > ul? > .2 u"” mit

lim nF(uM) =7,..., lim nF@u”) =7, mit 0< 7 <... <7 < 0.

Sei S = Yool x.out die Anzahl der Uberschreitungen des Schwellenwerts u'h.
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5 Ordnungsstatistiken

Theorem 5.3. Fiir alle ky, ks, ..., k. € {0,1,2,...} gilt

ki (— o \ka _ kr
lim B[SD = ki, S = kythy, oy SO = ko] = 2= (T )
n— 00 ]{31' kg' kJT'

Beweis. Definiere p,, ), = F(u%k)). Setzt man

Po(ky, . ky) =P[SWY =k, S = ky + kg, ..., S =Ky + ... + K, ],

dann gilt

n n—=k
Pn(kl, ceny kn> = <k1)pl;21 : ( k?g 1) (pn,2 _pn,l)kQ'

r—1
n — . kl n—S°" )
: ( Z]{;z_l )(pn,r - pn,r—l)kT : (1 - pn,r) Ziz kz‘

Damit kann der Beweis faktorweise durchgefiihrt werden. Fiir den ersten Faktor gilt

n Ky 77L(n—1)-..(n—k’1+1).p< (1))k1NM T{fl
Jy )Pt k! Un, :

Ahnlich gilt fiir den zweiten Faktor

n—k nk2(F ug) - F u,(ll) ko To — 71 )k2
' (an - pn,l)k2 ~ ( ( ) ( >) — ( 2 1) )
ko ko! ka!

was sich nun analog fiir sémtliche Faktoren, auler dem letzten, fortfithren ldsst. Fiir den
letzten Faktor gilt schliefSlich:

(1 — ppy) M7k ™™ fiir n — oo,

denn es gilt:

n—ki—...—k)ppr =0k —...—k)Fu?) = 7.
O
Nun konnen wir die gemeinsame Verteilung von (My(Ll), e ,M,(Lr)) beschreiben. Es gilt
PMY <u® M <o =PSWY =0,5% <1,8® <2..., 8" <r—1].

Der Grenzwert der rechten Seite kann mit dem obigen Satz berechnet werden, was zu
einer langen Formel fiithrt. Im néchsten Satz betrachten wir den Spezialfall r = 2, d.h. wir
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5 Ordnungsstatistiken

beschreiben die gemeinsame Grenzwertverteilung der zwei gréfiten Werte der Stichprobe.
Theorem 5.4. Es gebe Normierungsfolgen a,, und b,, so dass

1

MY —a 4

— — G, n — 00,
b, n—00

wobei G eine Extremwertverteilung ist. Dann gilt fir alle x1 > x5:

(1) 2)
Mn - n Mn - n
lim P | 9 o 20 T | = G(x2)(log G(x1) — log G(x2) + 1),

n—00 by, by,

falls G(x2) # 0 und 0 sonst.

Beweis. Setze %(11) ‘= a, + b,r; bzw. u,(f) ‘= a, + byxy. Es ergibt sich aus

lim F"(a, + b,x) = G(z) = lim nF(a, + b,r) = —log G(z),

n—o0 n—oo

dass lim,, e nF(ug)) = —logG(x1) =: 71 bzw. lim, nF(ug)) = —log G(x2) =: To.

Es gilt:

PIMY < uP, MP <uP]=P[S =0,5P < 1]

Mit Theorem 5.3 folgt dann

lim (P[SV = 0,5% = 0]+ P[SVV = 0,5 =1]) = e ™™ + (1, — 71 )e ™.

n
n—oo

5.2 Allgemeine Eigenschaften der Ordnungsstatistiken

Theorem 5.5. Fiir allel1 <k <nundtecR gilt

m

P[X}n < t] = Xn: (n>F(t)mF(t)"‘m.

m=k
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5 Ordnungsstatistiken

Beweis. Setze L =" | 1x,<;, dann gilt L ~ Bin(n, F(t)) und somit

P[X,, <t =P[L > k] = Xn: P[L = m] = Y (7’;) Ft)™F ().

]

Eine Zufallsvariable X heifit gleichverteilt auf [0, 1], falls die Dichte von X gegeben ist
durch fx(t) = 1j0.4(2).

Beispiel 5.6. Seien Xi,..., X, unabhingig und gleichverteilt auf [0, 1]. Dann ist die
Dichte von Xj., gegeben durch

k() (1=t ", te0,1]
0, sonst.

ka::'n, <t> = {

Das heifit, Xj., hat eine Beta-Verteilung Beta(k,n — k + 1).

Aufgabe 5.7. Zeigen Sie, dass EX., = niﬂ
Theorem 5.8. Seien X, ..., X,, unabhingig und identisch verteilt mit Dichte f. Dann
qilt fiir die gemeinsame Dichte von Xi.,,..., Xpn:
nlf(ty)-...- f(t,), ti1<ta<...<t,
le:n .... Xnm(tl,---,tn)_{ f( 1) f( ) 1 2

B 0, s0nst.

Beweisidee. Es gibt n! Anordnungen von X1, ..., X,,. O

Auch wenn die Zufallsvariablen X, ..., X,, unabhéngig sind, sind die Ordnungssta-
tistiken Xi.,, ..., X, im Allgemeinen nicht unabhéngig. Es gilt jedoch eine schwichere
Eigenschaft, die sogenannte Markov-Eigenschaft.

Theorem 5.9 (Bedingte Unabhéngigkeit von Ordnungsstatistiken). Seien X7,..., X,
unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte f. Die bedingte Dichte
fulzy, ... z,) von Xgi1., gegeben, dass Xy, = x1,..., Xpn = xp, Stimmt mit der
bedingten Dichte f(u|xy) von Xgi1., gegeben, dass Xy, = xy, tberein.

Bemerkung 5.10. Angenommen, die ersten k£ Ordnungsstatistiken der Stichprobe X1, ..., X,
sind bekannt: Xy, = x1,..., Xy, = 2. Wo liegt nun die néchste Ordnungsstatistik
Xgi1.n7 Der obige Satz behauptet, dass fiir die Beantwortung dieser Frage nur der Wert

Xg.n = xp relevant ist. Die Werte der vorherigen Ordnungsstatistiken xq, ..., x;_1 tau-

chen in der bedingten Verteilung von X 1., nicht auf.
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5 Ordnungsstatistiken

Beweis. Sei fi . g, die Dichte von Xj.,, ..., Xi.,. Dann gilt

.....

fl k+1:n(ua XLy ,l’k)
U Ty n ., Tg) = = : 5.2
f( | ! k) fl ..... k:n(xla"-yxk) ( )
Sei fik+1. die Dichte von (Xj.p, Xgy1.) und fi., die Dichte von Xj.,. Dann gilt
f(u|$k) _ fk,k+1:n<xk>u)7 (53)

fkn(xk)

fl ..... kn(ajl,,xk):f(l’l)f(xk)(l—F(l’k))n_kn<n_1)(n_k+1)’
falls x1 < ... <z, und 0 sonst. Analog,
Fropvin(@r, - wk) = fen) - fanga) - (1= Frg)" ™ n-(n=1)- .- (n = k),

falls 1 < ... < 241 und 0 sonst. Auerdem gilt:

Sogrtm (e, w) = fzr) - flu) - Fap) (1= F(u)"* " n(n—1) (Z : i)

bzw. 1
fin(a) = f () - () (1= Fla))" ™ ”(Z _ 1)‘
Einsetzen in (5.2) bzw. (5.3) ergibt

(n = k)1 = F(u)" 1 f(u)

(5.2) = (5.3) = T

]

Aufgabe 5.11. Seien X3,..., X, unabhéngig und exponentialverteilt mit Parameter
A > 0. Welche Verteilung besitzt Xy1., — z gegeben, dass X1, = x1,. .., Xp = 27
5.3 Darstellungen der Ordnungsstatistiken

Eine Zufallsvariable Z heifit exponentialverteilt mit Parameter A > 0, falls P[Z > t] =
e~ fiir t > 0. Die Ordnungsstatistiken der exponentialverteilten Zufallsvariablen besit-
zen eine besonders schone Darstellung.
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5 Ordnungsstatistiken

Theorem 5.12. Seien Z,...,Z, unabhingig und exponentialverteilt mit Parameter
A= 1. Dann gilt
d (V1 1 Vo Vi Va Vn
Ly ev oy Lipm) = | —, — e, — =,
(2. n) (n n+n—1 n—{—n—l+ +1)
wobei vy, . .., v, unabhdingig und exponentialverteilt mit Parameter A = 1 sind.

Bemerkung 5.13. Die Abstinde Zi.,, Zo., — Zimy .y Zpin — Zp—1.n Sind somit un-
abhéngig und (nicht identisch) exponentialverteilt:

d Vi

Liom — Lot = —————— ~ B —k+1).
e 1 T xp(n +1)

Aufgabe 5.14. Berechnen Sie mit dem obigen Satz EZy.,, Var Z.,, und Cov(Zy., Z1.0)-

Beweis. Die Dichte von (Zy.,, ..., Zyy) ist gegeben durch

flxy, ... x,) =

nl-e ™. e 0<a <...<Tp,
0, sonst.
Wegen der Unabhéngigkeit ist die Dichte von (v, ...,v,) gegeben durch

eV oeV oy, >0firalled € {1,...,n},

g(yl,--.,yn)Z{

0, sonst.

Wir betrachten die lineare Transformation

Y1 U Y2 hn Y2 Yn
T: vy UYn) = | —, — ey — oot =) =1 (21,22, -, 20
(Y1, Yn) (n n a1 w1 +1) (21,22 Zn)
Die Jacobi-Determinante dieser Transformation ist
L0 0 -0
w om0 0
1 1 1 1
J = = —. =]l = —
11 1 n n—1 2 n!
P
n AT 3 1
Mit der Transformationsformel kénnen wir die Dichte von T'(v4, ..., v,) berechnen:

nle~Wit-tm) = ple=(a1ttzn) < 2 < < 2,

h(z1, .. zn) =nlg(yr, .., yn) = {
0, sonst
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5 Ordnungsstatistiken

Bei obiger Transformation wurde die Dichte von (v, . .., 1,) durch die Jacobi-Determinante
geteilt, um zur Dichte von T'(vy,...,1,) zu gelangen. Man sieht, dass die Dichte f von
(Z1my -+« y Zyen) und die Dichte h von T'(v4, . .., v,) iibereinstimmen, was die Behauptung
impliziert. [

Die Ordnungsstatistiken der Zufallsvariablen, die gemé&f} einer Gleichverteilung verteilt
sind, besitzen ebenfalls eine schéne Darstellung.

Theorem 5.15. Seien Uy, ..., U, unabhingig und gleichverteilt auf [0,1]. Dann gilt:

a (S1 S S,
(Ulzny-"aUn:n):< ) yrey n)7
Sn+1 Sn+1 Sn+1
wobet S, =v1+ ...+ v, und vy, ..., Vyiq unabhdingige, mit Parameter 1 exponentialver-

teilte Zufallsvariablen sind.

Bemerkung 5.16. Die Folge 57 < Sy < ... ist der Poisson-Prozess auf (0,00) mit
Intensitédt 1. Intuitiv kann man die Aussage des Satzes so verstehen, dass die ersten n
Punkte Si,...,.S, des Poisson-Prozesses auf dem Intervall [0, S,,11] gleichverteilt sind.

Beweis. Die Dichte von (Ui, ..., U,.,) ist gegeben durch:

f(l’l, ce

n, 0<zri<aa<...<z,<1l1,
7:En):

0, sonst.
Die Dichte von (vy,...,v,11) ist wegen der Unabhéngigkeit gegeben durch:

e V. ce¥tt gy >0fiirallel <@ <n+1,

g o) = {0, sonst.

Wir betrachten die lineare Transformation

T: (Y, Yns1) = (Y01 Y2, y1 H Y2+ oo+ Yngr) = (21,22, -+, Zn1)-

Die Jacobi-Determinante von 7' ist

1 0 0 0

11 0 ... 0
Jri=1|: . . =1

11 --- 1 O

11 --- 1 1
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5 Ordnungsstatistiken

Mit der Transformationsformel errechnen wir die Dichte von (Si,Ss,. .., Spi1):

B emWitetuni) — =il 0 < 2y < 29 <.l < Znyd,
h(Zl, . 7Zn+1) =
0, sonst.

Nun betrachten wir eine weitere Transformation

21 22 Zn

S:(zla"'azn-i-l)'_)( ) Y 7Zn+1) = (wlaw27"'awnawn+l)-
Zn+1 An+1 Zn+1
Die Jacobi-Determinante von S ist
1 0 0O .- 0
Zn+1 1
0 - " 0o ... 0
n
) . ) ) ) 1 1
Js(zl,...,an)Z : : .. . : = o = o
0 0 ... L “ny1 Wpia
Zn+1
L 2 e S ]
Zn+1 Pntl Zn+1
Die Dichte von ( SSL, SS?H’ cee SSL , Spe1) kann nun mit der Transformationsformel wie
n n n

folgt berechnet werden:

etz =e gy, O<w <wy <. <w, < Lwgy >0,

h wl Lol w +1 -
(W, W) 0, sonst.
. . Sl S2 S’n . . . . .
Die Dichte von ( S T Sn+1) ist eine Marginaldichte von h:
Jo h(wr, . ) dwp =0l 0 <wy <wy < ... <w, <1,
r(wy,...,w,) =
0, sonst.
. . . . . S S. S
Man sieht, dass die Dichte f von (Uy.,, ..., Up.,) und die Dichte r von <Sn-1&-1’ Snj—l’ - Sn+1>

iibereinstimmen, woraus die Behauptung folgt.
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6 Rekorde

Seien X7, Xo, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit stetiger Ver-
teilungsfunktion F'. Wir setzen M,, = max{Xy,..., X, }. Seien &, &, . .. Zufallsvariablen
mit & = 1 und

571:1Xn>Mn—17 TL:2,3,....

Das Ereignis {¢, = 1} tritt genau dann ein, wenn der Wert X, grofler als alle vorherigen
Werte Xi,...,X,_1 ist. Somit ist &, die Indikatorvariable des Ereignisses, dass zum
Zeitpunkt n ein neuer Rekord aufgestellt wird.

6.1 Satz von Rényi

Theorem 6.1 (Rényi). Es gilt P&, = 1] = +. Auferdem sind die Zufallsvariablen
&1, -y &ny My, unabhingig.

Beweis. Aus der Stetigkeit von F' folgt, dass P[.X; = X;] =0 fiir ¢ # j. Es gilt
1 =P[M, = X1] +P[M, = Xs] +... + P[M, = X,,] =nP[M, = X,] =nP&, =1],

wobei die erste Gleichheit wegen der Disjunktheit der Ereignisse gilt und die zweite
Gleichheit aus Symmetriegriinden Bestand hat. Es folgt, dass P[§, = 1] = %

Wir zeigen die Unabhéngigkeit. Seien nun 1 < (1) < a(2) < ... < «a(s) < n und
x € R. Wir beweisen, dass

Pla = L. Eate = L My < 2] = Pléay = 1] ... - Pléagy = 1] - P[M, < a.
Es sei zuerst s = 1. Schreibe M}, = max{Xy, ..., X;} mit k& <. Wir zeigen, dass
Pléaqy =1, M, < x] = P[Maa)-1 < Xa) < 2, Ma@y41,0 < ).
Dies kann man wie folgt mit Hilfe der Identitdten

P[Xoq) = u] = F(du), P[May-1 < u] = (F(u))a(l)_l
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6 Rekorde

umschreiben:

P[Mag)-1 < Xaq) < a](F(z))" W = (F(z))" W / " Pldu)(F ()",

Das Integral lasst sich einfach zu folgendem Ausdruck integrieren:

oy, F@)" 0 (F(x))"

=PM, <z] - P&,q) = 1],

was die Aussage im Fall s = 1 beweist. Sei nun s € N. Es gilt

]P’[fa(l) =1,... ,fa(s) =1, M, < :L“] = P[Ma(l)fl < Xa(l) <z, Ma(l) o(2)-1 < Xa(g) <z,

Dies lasst sich ahnlich wie im Fall s = 1 schreiben als:

(Pl [

—00

xT

F(dul)(F(ul))a(l)—l . /m F(dus)(F(us))a(s)_a(s_l)—l,

Als Ubungsaufgabe bleibt zu zeigen, dass sich obiges Integral zu Folgendem errechnen
lasst:

= ]P[Mn < l‘] : P[&a(l)zl] e P[fa(s)zl].
O

Bemerkung 6.2. Es sei N(n) = > 7_, & die Anzahl der Rekorde im Intervall 1, ..., n.
Nach dem Satz von Rényi gilt

n n 1
EN(n):ZEﬁk:ZErvlogn, n — oo.
k=1 k=1

Es werden also relativ wenige Rekorde erwartet.

6.2 Rekordzeiten

Wir definieren nun die Rekordzeiten L(1) < L(2) < ...durch: L(1) = 1, L(2) = min{j >
1:&; =1} und allgemein

L(n+1) =min{j > L(n) : £ = 1}, n=23,....

Somit ist L(n) der Zeitpunkt, zu dem der n-te Rekord aufgestellt wird. Im néchsten Satz
beschreiben wir die gemeinsame Verteilung des Vektors (L(1),..., L(n)).
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6 Rekorde

Theorem 6.3. Fir1l=j(1) <j(2)<...<j(n) gilt

PIL(1) = j(1), L(2) = j(2),. .., L(n) = j(n)] = -

Beweis. Es gilt:

PIL(1) = j(1),..., L(n) = j(n)] =Pl = & = ... = &1 = 0,

S =L = =§e-1=0§e =1....§m = 1].

Wegen der sich aus Satz 6.1 ergebenden Unabhéngigkeit kann man dies in folgenden
Ausdruck umschreiben:

_ o Pl =1] Pl&m) = 1]

was sich ebenfalls, wegen des Satzes von Rényi, wie folgt darstellen l&sst:

(-2)(-8) () 55 - = 1

Durch geschicktes Umformen lésst sich das wie folgt darstellen:

2—-13-1 jn)—-1 1 1 1 1 1
2 3 0 jn) Jj@) -1 jm)—-1 jn)i2) -1 jn)-1
wobei sich die Gleichheit ergibt, da die ersten j(n) — 1 Faktoren ein Teleskopprodukt
bilden. O

Bemerkung 6.4. Die Verteilung der Rekordzeiten L(1), L(2), ... ist (abgesehen von der
Stetigkeitsannahme an die Verteilungsfunktion F') unabhéngig von der Verteilung der
Zufallsvariablen X1, X, .. ..

Bemerkung 6.5. Wir konnen nun die Verteilung von L(n) ausrechnen. Es gilt

k(G2)—=1) ... (j(n) = 1)

1=j(1) <j(2)<...<j(n)=k

Wir werden spéter eine explizite Formel fiir die Verteilung von L(n) herleiten.

41



6 Rekorde

Im néchsten Satz werden wir zeigen, dass die Folge der Rekordzeiten L(1), L(2),...
eine sogenannte Markov-Kette bildet. Angenommen, die ersten n Rekordzeiten sind be-
kannt: L(1) = 1, L(2) = i(2),...,L(n) = i(n). Wo liegt nun die néchste Rekordzeit
L(n + 1)7 Es stellt sich heraus, dass man fiir die Bestimmung von L(n + 1) lediglich
den Wert L(n) = i(n) benotigt, die Werte von L(1),..., L(n — 1) sind irrelevant. Diese
Eigenschaft wird als Markov-Eigenschaft bezeichnet.

Theorem 6.6. Firallel =i(1) <i(2) <...<i(n) =1 < j gilt die Markov-Figenschaft
der Rekordzeiten:

P[L(n+1) = j|L(n) = 1] = P[L(n+1) = j|L(n) = i, L(n—1) = i(n—1),..., L(2) = i(2)].

Auflerdem gilt:

P[L(n+1) =j|L(n) =i] = G-D

Beweis. Wir berechnen nur die Wahrscheinlichkeit P[L(n+1) = j|L(n) = 1], fiir die gilt:

P[L(n+1) = j|L(n) =1i] = P[L(n ;{2(:)],:6](71) = i])

was folgendem Ausdruck entspricht:

Do1i(l)<i(2)<..<i(n)mi<jmitn+1) PLL(L) =1, ...
Zl:i(1)<i(2)<.“<i(n)=iP[L(l) =1,..., L(n) = (n)]

Nach Satz 6.3 lasst sich dies umformen zu:

1 .
(@D Gr-D-DG-DG-» _ !

1
Zl:i(1)<i(2)<...<i(n):i<j:i(n+1) j

1 1 (s :
Z1=i(1)<i(2)<...<i(n)=i<j=i(n+1) i G(2)=1)-...-(i(n—1)—1)(i—1) ](] - 1)
O

Der obige Satz zeigt, wie man die Folge der Rekordzeiten am Rechner simulieren kann,
ohne dafiir die Variablen X, X», ... erzeugen zu miissen. Man startet mit L(1) = 1 und
geht induktiv vor. Sind die Werte L(1), ..., L(n) mit L(n) = i bekannt, so erzeugt man
eine Zufallsvariable auf {i+1,i+2, ...}, indem man den Wert j mit Wahrscheinlichkeit
z(z]Tn auswahlt. Dieser Wert ist dann der Wert von L(n + 1). Danach wiederholt man
das Ganze.

Der néchste Satz liefert eine einfache Darstellung der Rekordzeiten. Definiere die
GauB3-Klammer durch

[z] = max{n € Z :n < x}, r e R.
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6 Rekorde

Theorem 6.7. Seien Uy, Us, ... unabhdingig und gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1].
Definiere R(1) =1 und R(n+ 1) = %:)] + 1 fir n € N. Dann gilt die Gleichheit der
Verteilungen:
d
(L(1), L(2), ..., L(n) < (R(1), R(2). .., R(n).

Beweis. Wegen der Markov-Eigenschaft reicht es zu zeigen, dass
PR(n+1) =j|R(n) =i =P[L(n+ 1) = j|L(n) = 1].
Es ist

P[R(n+1) = j|R(n) = i] = P H—] +1=j|R(n) :z} =P HU

A n] +1:j\R(n):i].

Die Zufallsvariable R(n) hingt nur von Uy, ..., U,_; ab. Die Ereignisse {[ULH] +1=j}
und {R(n) = i} sind also unabhéngig und somit vereinfacht sich das Ganze zu folgendem
Ausdruck:

IP’[R(n+1):j|R(n):i]:IP’HULn] :j—q :P{Uine[j—l,j]}.

Da es sich bei U,, um eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable handelt ergibt sich:

P[R(n+1 :jRn:i:]P’{UnG(—_,, ”: :

[R(n+1) = j|R(n) = Y R
Der letzte Term ist geméf Satz 6.6 gleich der Wahrscheinlichkeit P[L(n+ 1) = j|L(n) =
i], was zu zeigen war. O

6.3 Anzahl der Rekorde

Wir haben schon gezeigt, dass fiir N(n) = > ;_, & (die Anzahl der Rekorde im Intervall
{1,...,n}) folgendes gilt: EN(n) = >, _, . Im niichsten Satz berechnen wir die kom-
plette Verteilung von N(n). Dabei stoflen wir auf die Stirling-Zahlen S*, die durch die
Gleichung

n

a:(x—l)...(x—n%—l)zZSSxk

k=0

definiert sind.
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6 Rekorde

Theorem 6.8. Fiir die Verteilung der Anzahl der Rekorde gilt

nekSn _ 1%

n! n!

P[N(n) = k] = (—1) . k=1,...,n.

Bemerkung 6.9. Setzt man x = —1 in die Definition der Stirling-Zahlen ein, so erhélt
man >_,_,(—1)""*S* = nl. Also summieren sich die Wahrscheinlichkeiten zu 1.

Beweis. Die Zufallsvariablen &1, ..., &, sind nach dem Satz von Rényi unabhéngig mit
Die erzeugende Funktion einer Zufallsvariable Z mit Werten in {0, 1,...} ist definiert
durch

= Et? = Z]P Ktk e < 1.
Im Folgenden werden wir die erzeugende Funktion von N(n) angegeben. Die erzeugende

Funktion von & ist
1 t
t)y=(1—— —.
Jeu (1) ( m> +

Es gilt N(n) =& + ...+ &, und deshalb ist:

IN(n )()_951 ggn H _1+t (_1)RHW

k=1 k=1

Mit Hilfe der Definition der Stirling-Zahlen lésst sich dies zu folgendem Ausdruck um-

formen:
Z t’“S’“

Auf der anderen Seite gilt definitionsgemé gy (t) = >, t*P[N(n) = k]. Durch
Vergleich der Koeffizienten erhalten wir

n+m

Inm(t) =

Sk |sm
— _ (_ n+k_n_ n
PIN(n) = K] = (-1 = 191,

wobei die letzte Gleichheit aus der Nichtnegativitat der Wahrscheinlichkeiten folgt. [

Aufgabe 6.10. Zeigen Sie mit dem obigen Satz, dass fiir die Verteilung der Rekordzeiten
gilt
1Sh-il

k' , k=nn+1,....

P[L(n) = k] =
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6 Rekorde

0.4 Zentrale Grenzwertsatze fiir Rekorde

Mit M (0, 1) bezeichnen wir die Starndardnormalverteilung mit Verteilungsfunktion

q)(t):\/%_ﬁ/ooe_

Theorem 6.11 (Zentraler Grenzwertsatz fiir die Anzahl der Rekorde). Es gilt

—N(n) —logn LN N(0,1) fiir n — oo.

Viogn n—00

Der Beweis basiert auf einer Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsatzes, die wir
ohne Beweis angegeben.

Theorem 6.12 (Zentraler Grenzwertsatz von Ljapunow). Fir alle natirlichen Zahlen n
seien Zni, ... Zon unabhdngz’ge Zufallsvariablen mit EZ,;, = 0, 02, := VarZ,; € (0,00)
firk=1,....n und >_,_, 02, = 1. Auferdem gelte >} _ 1E|an|2+5 — 0 fir ein 0 >0
und n — 00. Dann gilt:

Tt 4 o+ T - N(0,1).

n—oo

Bemerkung 6.13. Die identische Verteiltheit der Zufallsvariablen wird im zentralen
Grenzwertsatz von Ljapunow nicht benotigt und daher nicht vorausgesetzt.

Beweis von Satz 6.11. Esist N(n) =& +...4+&,, wobei die & nach dem Satz von Rényi
unabhéngig aber nicht identisch verteilt sind. Setze
_1
anzgk k, kzl,...,n,

On

mit
aizVar Z\/ar &) = Z——Z%wlogn, n — 00,

denn Y7, + ~logn und Y77, 5 < oo. DefinitionsgeméB gilt
EZx=0, Y EZ) =1

Wir zeigen, dass die Ljapunow-Bedingung mit § = 3 gilt. Die Zufallsvariable %

LUk it

nimmt nur zwei Werte an, und zwar IO_/—k mit Wahrscheinlichkeit 1 — % und
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6 Rekorde

Wahrscheinlichkeit % Es folgt
n 1) 1V 1 1N /1 1
E < ) a4 (=) 2= — 4= 0 fi
> —me) +(%)k ﬁk1m+gﬁ i 1 00,

k=1
da o3 ~ (logn)*? und >°7_, (& + 1) ~ logn fiir n — oco. Es sind also alle Vorausset-

zungen fiir den zentralen Grenzwertsatz von Ljapunow gegeben und damit folgt:

Nin) =Y
(n) = > k1% _ Zan N N(0,1) fiir n — oo.
O.n n—oo
k=1

&1
Un

Unter Beachtung des bereits gezeigten Zusammenhangs o2 ~ logn fiihrt das zur be-
haupteten Grenzaussage:

N(n)—1
N(n) — logn 25 N(0,1) fiir n — oo.

Jogn  now
(Man kann z.B. das Khintchine-Lemma verwenden). O

Mit Hilfe des obigen Satzes leiten wir einen zentralen Grenzwertsatz fiir die Rekord-
zeiten her.

Theorem 6.14 (Zentraler Grenzwertsatz fiir Rekordzeiten). Es gilt

logL(n) —n 4
T 1:0./\/‘(0, 1).

Beweis. Sei x € R fest. Mit n(z) = e"**V7 gilt

log L(n) —n
NG

Zur Vereinfachung sei n(z) € Z, dabei verliert der Beweis nicht an Allgemeingiiltigkeit,
da fiir n(z) ¢ Z einfach [n(x)] betrachtet werden kann. Nach Satz 6.11 gilt

P <z| =P[L(n) <n(x)] =P[N(n(x)) > n].

N(n(x) —logn(@) a4, gy

log n(x) n—00

Es folgt, dass

lim P[N(n(z)) >n] = lim P N(n(z)) —logn(z) S - (n+ zy/n)

n—oo - n—oo \ llog n(x) - \/Nn + x\/ﬁ

— 1-®(—2) = D(a),
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6 Rekorde

da lim,, e “=2VY — 4 Dabei bezeichnet ®(z) die Verteilungsfunktion von A/(0, 1).

\/ n+xy/n -

Aufgabe 6.15. Zeigen Sie, dass fiir die Anzahl der Rekorde auch das Gesetz der grofien
Zahlen gilt:
N
lim (n)

n—oo logn

=1 fs.

Theorem 6.16. Sei x > 1 eine natiirliche Zahl, dann gilt:

Sei x > 1 eine beliebige reelle Zahl, dann gilt:

i P || =

Das heifst, % konvergiert in Verteilung gegen eine Pareto-verteilte Zufallsvariable

mit Verteilungsfunktion 1 — i, x> 1.

Bemerkung 6.17. Man sieht hier noch einmal, dass Rekorde mit n — oo immer sel-
tener auftreten. Zum Beispiel ist mit Wahrscheinlichkeit 1/2 der Abstand zwischen der
(n + 1)-ten und der n-ten Rekordzeit grofier als die n-te Rekordzeit selbst. Mit Wahr-
scheinlichkeit 1/3 ist der Abstand zwischen der (n + 1)-ten und der n-ten Rekordzeit
mindestens doppelt so grofl wie die n-te Rekordzeit selbst, usw. Die Tatsache, dass Re-
korde immer seltener auftreten ist ziemlich natiirlich: die Rekordwerte steigen namlich
mit der Zeit und es wird immer schwieriger neue Rekorde aufzustellen.

Beweis. Sei x > 1. Dann gilt wegen des Gesetzes der totalen Wahrscheinlichkeit:
P[L(n+1) > zL(n)] = Y "P[L(n+ 1) > zi|L(n) = i] - P[L(n) = i

- ZIP’[L(n +1) > [zi]|L(n) = 4] - P[L(n) =],

denn L(n + 1) ist ganzzahlig und somit ist L(n + 1) > zi zu L(n + 1) > [zi] dquivalent.
Im Beweis von Satz 6.6 wurde die Wahrscheinlichkeit P[L(n + 1) > zi|L(n) = i| bereits
berechnet. Wir wollen das Ergebnis hier verwenden. So lésst sich obiger Ausdruck zu
folgendem vereinfachen:

P[L(n+1) > sL(n)] = 3 ﬁP[L(n) . (6.1)

i=n
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Sei zuerst z € N. Man sieht: ) >* ﬁIP’[L(n) =4 =13 P[L(n) =i = 1. Sei nun
x > 1 beliebig reell. Aus der Definition der Gau-Klammer folgt, dass [zi] < xi < [zi]+1.
Durch leichte Umformungen folgt:

1
< —<

[z1]

Deshalb kann man (6.1) wie folgt nach unten abschétzen:

SHE
SHE
+

[zi]x

> Pl =12 1 > PlL() =i = 1

Auflerdem kann man daher (6.1) wie folgt nach oben abschétzen:
i /1 1 1 11
—P[L(n) =1 —+—|P[L(n) =4 < -+ ——
; [x1] [E(n) =] < ; (x * [m]x) [E(n) =] < L [zn]’

da [zi] > [zn] fiir i > n. Insgesamt folgt mit dem “Sandwich-Prinzip” die Behauptung.
O]

Aufgabe 6.18. Zeigen Sie, dass fiir die Rekordzeiten auch das Gesetz der groflen Zahlen
gilt:

log N
i BNy g
n—oo n
Aufgabe 6.19. Ist es richtig, dass
N
lim ﬂ =1 f.s.?

n—oo en

Zum Schluss betrachten wir noch die Rekordwerte. Diese sind definiert als
X(n) = ML(n) = XL(n)-

Im Spezialfall der exponentialverteilten Zufallsvariablen besitzen die Rekordwerte eine
schone Darstellung.

Theorem 6.20. Seien X1, Xo, ... unabhdngig und exponentialverteilt mit Parameter 1.
Dann gilt:

(X(1),X(2),...,X(n) Z (1,1 + s, v+ o+ 1),

wobei vy, vy, ... unabhdngig unabhdngig und exponentialverteilt mit Parameter 1 sind.

Bemerkung 6.21. Mit anderen Worten, die Folge X (1), X(2),. .. ist ein Poisson-Prozess
mit Intensitét 1.
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Beweisidee. Der Beweis basiert auf der Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung.
Ist namlich X ~ Exp(1), so ist fiir jedes t > 0 die bedingte Verteilung von X —t gegeben,
dass X > t, ebenfalls eine Exponentialverteilung mit Parameter 1.

Nach Voraussetzung ist X (1) = X; ~ Exp(1). Wir halten nun X; = a; fest und warten
auf den zweiten Rekordwert X (2). Der Exzess X (2) — a; hat die gleiche Verteilung, wie
X — a; gegeben, dass X > aq, also die Exponentialverteilung mit Parameter 1. Nun
halten wir X (2) = ay fest und warten auf den dritten Rekordwert X (3). Der Exzess
X (3) — as hat die gleiche Verteilung, wie X — as gegeben, dass X > as, also wieder die
Exponentialverteilung mit Parameter 1, usw.

Anschaulich kann man die Verteilung der Rekordwerte X (1), X(2),... wie folgt er-
kldaren: Die Zuwéchse im Bild 6.1 sind immer standard exponentialverteilt und un-
abhéngig voneinander.

xA

1

- V3

Va

-V

1

Abbildung 6.1: Darstellung der Zuwéchse X (1) — X (i — 1)

Korollar 6.22. Unter Voraussetzungen des obigen Satzes gilt:

X(n) —n i>/\/’(O,1) fiir n — oo.

\/ﬁ n—00

Beweis. Aus Satz 6.20 wissen wir, dass X (n) i v1+...+v,. Dabeiist Ev; = Vary; = 1.
Der zentrale Grenzwertsatz ergibt, dass

e —Ly N(0,1) fiir n — oo.

\/ﬁ n—00

Daraus folgt die Behauptung. O]
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Bemerkung 6.23. Im Satz 1.7 haben wir nachgewiesen, dass fiir standard exponenti-
alverteilte Zufallsvariablen M,, — logn gegen die Gumbel-Verteilung konvergiert. Unter
passenden Normierungen gilt also M, — G(t) und gleichzeitig M,y — N(0,1). Die
Grenzverteilung wird also offenbar durch den Umstand, dass L(n) zufillig ist vollig
verdndert.
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{ Poisson-Punktprozesse

Poisson-Punktprozesse sind natiirliche Modelle fiir zuféllige Konfigurationen von Punk-
ten im Raum. Wie der Name sagt, spielt die Poisson-Verteilung eine entscheidende Rolle.
Wir werden also mit der Definition der Poisson-Verteilung anfangen.

7.1 Poisson-Verteilung

Man betrachte n Bernoulli-Experimente mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Bezeichnet man
mit S, , die Anzahl der Erfolge in diesen Experimenten, so ist .S, , eine binomialverteilte
Zufallsvariable, d.h.

n

Blsu = = ([ )ha-pr k=0

Der Poisson-Grenzwertsatz behandelt die Situation, in der die Anzahl der Experimente
sehr grof3, die Erfolgswahrscheinlichkeit jedoch sehr gering ist.

Theorem 7.1. Es sei p, eine Folge mit lim,, .o np, = X, wobei X > 0. Dann gilt

)\k
lim P[S,,, = k] =e™* k=0,1,....

n=>00 Kl
Definition 7.2. Fine Zufallsvariable S heifit Poisson-verteilt mit Parameter A\ > 0, falls
k

A
P[S:k]:e”y, k=0,1,....

Wir benutzen die Schreibweise S ~ Poi()A). Die obige Definition kann man etwas

erweitern. Wir sagen, dass S ~ Poi(0), falls S = 0 fast sicher. Aulerdem sagen wir, dass
S ~ Poi(+00), falls S = 400 fast sicher.

7.2 Beispiel zu Poisson-Prozessen

Wir betrachten nun wieder eine sehr grofie Zahl von unabhéngigen Experimenten mit
sehr kleinen Erfolgswahrscheinlichkeiten. Diesmal stellen wir uns aber vor, dass jedes
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Experiment aulerdem eine Position im Raum besitzt. Die Positionen der Experimen-
te, die mit einem Erfolg ausgehen, bilden eine zuféllige Konfiguration von Punkten im
Raum. Diese Konfiguration beschreibt man mit einem Poisson-Punktprozess.

Wir werden versuchen, ein stochastisches Modell fiir die Verteilung der Sterne im
Himmel zu finden. Ist A ein Gebiet (ein Teil des Himmels), so bezeichnen wir mit 7(A)
die Anzahl der Sterne in A. Diese Anzahl fassen wir als eine Zufallsvariable mit Werten
in Ny auf. Wir gehen davon aus, dass folgende Eigenschaft gilt:

Fiir disjunkte Gebiete Ay, ..., A, sind die Zufallsvariablen w(Ay), ..., m(Ay)

unabhdngig.
AufBlerdem machen wir folgende Annahme. Ist () ein kleines Gebiet mit Fldche € ~ 0, so
gilt

P[“Es gibt einen Stern in Q"] & e, e 0.
Das heifit, die Wahrscheinlichkeit, einen Stern in einem sehr kleinen Gebiet zu finden, ist
proportional zum Fliacheninhalt dieses Gebiets. Der Koeffizient A > 0 beschreibt dabei
die Intensitdat der Sterne im Himmel.
Wie ist nun m(A) fiir ein beliebiges Gebiet A verteilt? Dazu unterteilen wir A in

kleine Gebiete mit Flidche e. Die Anzahl dieser Gebiete ist ~ Fliache(A)/e. Aus unseren
Voraussetzungen und dem Poisson-Grenzwertsatz folgt, dass

Fliache(A)

€

m(A) ~ Bin < ,)\e) ~ Poi (X - Flache(A)) fiir € | 0.

Es gilt also:
Fiir jedes Gebiet A ist m(A) Poisson-verteilt mit Parameter X - Fliche(A).

Eine zufillige Konfiguration von Punkten im Raum, die die beiden oben genannten
Eigenschaften hat, bezeichnen wir als einen Poisson-Punktprozess.

7.3 Definition der Poisson-Prozesse

Wir werden nun eine mathematische Definition der Poisson-Punktprozesse geben.

7.3.1 ZahlmaBe

Die erste Frage ist, wie man eine “Punktekonfiguration” definiert. Wir bezeichnen mit
B? die o-Algebra der Borel-Mengen in R? und mit B¢ die Familie der beschrinkten
Borel-Mengen.

Definition 7.3. Ein Mafi u auf R heifit Zihlmaf, falls fir alle A € BS, p(A) eine
nicht-negative ganze Zahl ist.
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Beispiel 7.4. Sei z € R%. Das Dirac-Ma8 ¢, ist definiert durch

5,(A) = 1, €A,
¢ B 0, sonst.

Offensichtlich ist 0, ein Zdéhlmafl. Man kann sich ¢, als eine Punktekonfiguration vorstel-
len, die aus einem Punkt z besteht. Etwas allgemeiner, jede endliche oder abzihlbare
Summe p = Y 8, wobei n € NU {oo} und z1, x,... € R? ist ein Zdhlmaf, wenn
man zuséatzlich fordert, dass die Folge 1, x5, ... keine Haufungspunkte besitzt.

Beispiel 7.5. Kein Zihlmaf hingegen ist: g = >, 61/, denn hier ist ([0, 1]) = oo.

Umgekehrt kann man zeigen, dass jedes Zahlmafl p sich als

M= Z Oz,
=1

darstellen lisst, wobei n € NU{oo} und x1, xs, . .. eine endliche oder abzéhlbar unendli-
che Folge von Punkten in R? ist, die keine Hiufungspunkte besitzt. ZahlmaSe sind somit
(deterministische) Punktekonfigurationen ohne Haufungspunkte.

7.3.2 Punktprozesse

Wir wollen nun definieren, was eine zufdllige Punktekonfiguration ohne Haufungpunkte
(ein zufdlliges ZahlmaB) ist. Solche zufilligen Punktekonfigurationen heifien Punktpro-
zesse. Wir bezeichnen mit M die Menge aller Zdhlmafe.

Definition 7.6. Sei M C 2™ definiert als die o-Algebra erzeugt von Mengen der Form
{peM: u(4;) =k,i=1,...,n}, wobein €N, ky,..., k, € NU{0} und A;,..., A, €
Be.

Definition 7.7. Ein Punktprozess ist eine messbare Abbildung von einem Wahrschein-

lichkeitsraum (§2, A,P) nach (M, M).

Bezeichnet 7 einen Punktprozess, so sei m(A) definiert als die Anzahl der Punkte in

einer Menge A € B?. Somit ist 7(A) eine Zufallsvariable mit Werten in N.

Beispiel 7.8. Es seien X1, ..., Xy u.i.v. Zufallsvektoren mit Werten in R?. Der Punkt-

prozess
N

W:Z(;Xi

=1
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wird Binomialpunktprozess genannt, denn die Anzahl der Punkte in einer Menge A € B¢
ist binomialverteilt: 7(A) ~ Bin(N,P[X; € A]).

7.3.3 Poisson-Punktprozesse

Definition 7.9. Sei u ein Maf auf R? mit u(A) < oo fiir alle A € BS (Radon-Maf3). Ein
Punktprozess m auf RY heifst Poisson-Punktprozess mit IntensititsmafS pu, falls folgende
zwet Bedingungen gelten:

1. Fiir alle A € B: m(A) ~ Poi(u(A)).

2. Fiir alle disjunkten Mengen Ai,...,A, € B? sind die Zufallsvariablen
(A1), ..., 7(A,) unabhdngig.

Wir benutzen die Schreibweise m ~ PPP(u).

Bemerkung 7.10. Aus der ersten Eigenschaft folgt, dass Er(A) = u(A). Das Inten-
sitdtsmafl beschreibt also die erwartete Anzahl der Punkte in einem Poisson-Punktprozess.

Bemerkung 7.11. Eine messbare Funktion f : R? — R heifit lokal integrierbar, falls
[ 1f(t)|dt < oo fiir jede Menge B € Bf. Ist nun f > 0 eine lokal-integrierbare Funktion,
so kann man ein Radon-Maf o mit y(B) = [, f(t)dt definieren. Die Funktion f heift die
Dichte von g und wir schreiben p(dt) = f(t)dt. Einen Poisson-Punktprozess m ~ PPP(u)
werden wir dann auch mit PPP(f(¢)dt) bezeichnen. Die Funktion f nennen wir dann
die Intensitat von 7.

Beispiel 7.12. Im Beispiel mit dem Sternenhimmel haben wir einen Poisson-Punktprozess
mit einer konstanten Intensitét f(¢) = A > 0 betrachtet. Ein solcher Poisson-Punktprozess
heifit homogen.

Beispiel 7.13. Seien Ei, Es,... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit P[E; > t] = e ¢t > 0. Dann ist Y ., dp,+. 45, ein Poisson-Punktprozess mit
Intensitdt Al o). Um nun den eindimensionalen homogenen Poisson-Punktprozess mit
Intensitéit A zu konstruieren, muss man auf die gleiche Weise unabhéngig einen Poisson-
Punktprozess auf (—oo, 0) erzeugen und die Vereinigung der beiden Punktprozesse neh-
men.
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7 Poisson-Punktprozesse

7.4 Eigenschaften der Poisson-Punktprozesse

7.4.1 Superpositionssatz

Die Poisson-Verteilung ist faltungsstabil: sind X; ~ Poi(A\;),..., X, ~ Poi(\,) un-
abhéngige Zufallsvariablen, so gilt

Xi+ ...+ X, ~Poi(A + ...+ \y).
Wir beweisen, dass diese Eigenschaft auf unendliche Summen erweitert werden kann.

Theorem 7.14. Seien X; ~ Poi(\;), i € N, unabhingige Zufallvariablen mit \; € [0, 00].

Dann gilt:
i=1 i=1

Bemerkung 7.15. Wenn ) .°, \; = oo, dann gilt S = oo fast sicher.
Beweis. Sei S,, = X1+ ...+ X,, und o, = A\ + ... + \,. Bekannt ist bereits, dass
Sy ~ Poi(o,,). Sei r € Ny, dann gilt

{S1<r}2{Se<r}2...und N2, {S; <r}={5S<r}

Deshalb gilt:

n—00 n—00 k!’

r k
PSS <r]= lim P[S, <7r] = lim Ze*”"&
k=0

da S,, ~ Poi(c,,). Man kann hier zwei Fille unterscheiden:

Fall 1: 5, — 0, 0 < co. Dann gilt: P[S <r] =", _, e“"’k—T und daher ist S ~ Poi(o).

Fall 2: 0,, — co. Dann gilt: P[S < r] = 0 und dann ist S = oo fast sicher.
O
Die Superposition m = m 4+, . .. der Punktprozesse mq, s, . . . ist die Vereinigung aller
Punkte dieser Punktprozesse. Hierbei ist 7 nicht immer ein Zahlmafl. Im n&chsten Satz

beweisen wir, dass die Superposition von unabhéngigen Poisson-Punktprozessen wieder
ein Poisson-Punktprozess ist.

Theorem 7.16. Seien m; ~ PPP(u;), i € N, unabhdngige Poisson-Punktprozesse. Ist
p=> = 1 ein Radon-Mafs, so gilt:

= im ~ PPP(p).

=1
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7 Poisson-Punktprozesse

Beweis. Sei A € B Es gilt m;(A) ~ Poi(u;(A)), weil m; ~ PPP(p;). Mit Theorem 7.14
folgt

m(4) = 3" m(4) ~ Poi (Z m<A>) — Poi(u(4)).

Damit ist die Eigenschaft 1 aus der Definition gezeigt.
Seien nun Ay, ..., A, € B disjunkt. Es gilt fiir jedes i € N:

mi(A1),...,m(A,) sind unabhéngig, da m; ~ PPP(u;).
AufBlerdem sind Punktprozesse 7y, s, ... unabhéngig. Es folgt, dass
m(Ay) = Zm(Al), oo m(Ay) = Z m;i(A,) unabhéingig sind.
i=1 i=1

Daher ist auch die zweite Eigenschaft aus der Definition nachgewiesen, woraus die Be-
hauptung folgt. ]

Bemerkung 7.17. Aus A € B¢ folgt, dass m(A) ~ Poi(u(A)) < oo, woraus folgt, dass

7 ein Punktprozess ist.

7.4.2 Abbildungssatz

Definition 7.18. Sei T : R — R% cine Borel-Abbildung. Sei v ein Maf auf R%. Das
Bild von v ist ein Mafl Tv auf R mit

(Tv)(A) = v(T7Y(4)), Ae Bk

Beispiel 7.19. Sei § ein Zéhlma$, mit 6 = >, d,,. Dann ist 70 = ). 0y, .

Beispiel 7.20. Wir konstruieren ein Radon-Mafl v und eine Abbildung 7" mit der Ei-
genschaft, dass Tv kein Radon-Maf ist. Sei T : R? — R mit 7'(z,y) = = und sei v das
Lebesgue-Maf3 auf R?. Dann folgt Tv((a,b)) = oo, fiir alle a < b. Somit ist Tv kein
Radon-MaS.

Theorem 7.21. Sei T : R4 — R% eine Borel-Abbildung und © ~ PPP(u). Sei Ty ein
Radon-Maf$ auf R®. Dann gilt Tm ~ PPP(Tp).

Beweis. Wir iiberpriifen, ob die Bedingungen aus Definition 7.9 erfiillt sind. Sei A € B%.
Es gilt:
(Tm)(A) = 7(T7(A)) ~ Poi(u(T~'(A))) = Poi((T)(A))-
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7 Poisson-Punktprozesse

Fiir A € BP folgt auBerdem, dass (T'7)(A) ~ Poi((Tu)(A)) < oo fast sicher, weshalb
T ein Punktprozess ist.

Seien nun Ay, ..., A, € B® disjunkt, dann sind auch die Urbilder T7*(4,),...,T1(A,)
disjunkt. Es folgt, dass die Zufallsvariablen 7(T'(A;)),...,7(T"'(A,)) unabhingig
sind, da m ~ PPP(u). Deshalb sind die Zufallsvariablen (T'7)(A;),...,(T7)(A,) un-
abhéngig. O]

7.4.3 Laplacefunktionale

Definition 7.22. Es sei B(RY) die Menge aller Borel-Funktionen f : R? — R. Es sei
B, (R%) die Menge aller f € B(R?) mit f > 0.

Definition 7.23. Sei 7 ein Punktprozess auf RY. Fiir f € B, (RY) definiere die Zufalls-
variable Sy =% f(x). Dann heifst

Yr : B(RY) = [0, 00) mit 1, (f) = E[e™57]

das Laplace-Funktional von .

Im néchsten Satz berechnen wir das Laplace-Funktional eines Poisson-Prozesses.

Theorem 7.24. Sei 7 ein Poisson-Punktprozess auf RY mit Intensitit p, dann ist
E[e™5] = exp {—/ (1— e_f(z))du(x)} : (7.1)
Rd

Beweis. Schritt 1. (Indikatorfunktionen) Sei zuerst f(x) = ¢+ 14(x), mit ¢ > 0, A € Bl
Dann ist Sy = ¢ 7(A). Es gilt 7(A) ~ Poi(u(A)). Es fogt

- —cm = - /“L(A)k —c - - (/’L(A)e_c>k - —e~ ¢
E[e sf] —Ele (A)] _ Ze (A) o ok — ¢ ,L(A)z:T — g~ MA(1—ee)
k=0 k=0
Somit gilt die Behauptung fiir f(z) = c¢- 14(z).
Schritt 2. (Einfache Funktionen) Sei nun f(z) = ¢; - 14,(z) + ... + ¢p - 14, () mit
Ay, ..., A, € B¢, disjunkt, und cy, ..., c, > 0. Dann gilt:
E[efsf] _ E[efclfr(Al) .o e*Cnﬂ'(An)] _ HE[efcm(Ai)]’

i=1
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7 Poisson-Punktprozesse

da 7 ein Poisson-Punktprozess ist und daher die m(A;) unabhéingig sind. Da wir die
Giiltigkeit der Behauptung fiir diese Art von Funktionen bereits im ersten Schritt gezeigt
haben, folgt:

HE[G—W —exp{ ZM )(1—e c")}:exp{—/Rd(l—e_f@)d,u(x)}.

Schritt 3. Sei nun f > 0 eine beliebige Borel-Funktion. Dann gibt es einfache Funk-
tionen f;, die punktweise von unten gegen f konvergieren. Da wir die Richtigkeit der
Behauptung fiir einfache Funktionen bereits bewiesen haben, folgt mit der Monotonen
Konvergenz, dass sie auch fiir f gilt. O]

Bemerkung 7.25. Die Formel (7.1) gilt auch in folgender leicht allgemeiner Form:

Efe=95/] = exp {— /Rdu _ e"f(‘”))du(x)} C6>0

Die Richtigkeit dieser Behauptung lésst sich nachweisen, indem man 6 f(z) in (7.1) ein-
setzt.

Korollar 7.26 (Campbell). Sei 7 ~ PPP(u) auf R? und f € B, (RY), dann gilt:
E[S)) = [ f@)du(z).
R2
Beweis. Wegen Satz 7.24 gilt:

E[Sf] de lOgE f |9 0 d@ /]Rd(l_ )d:u ’9 =0

Durch Vertauschung von Integral und Ableitung lésst sich der Ausdruck wie folgt schrei-
ben und vereinfachen:

d
Bisy] = [ 50— du(o], = [ f)dn(o)

Aufgabe 7.27. Zeigen Sie:

B = [ Pdut) + [ f@int),

Im néchsten Satz zeigen wir, dass man einen Poisson-Punktprozess an seinem Laplace-
Funktional erkennen kann.
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7 Poisson-Punktprozesse

Theorem 7.28. Sei 7 ein Punktprozess auf R mit Ele=°7] = e~ Jra(1=e1@)du(z) fiir alle
Funktionen f € B, (RY), wobei u ein Radon-Maf ist. Dann ist © ~ PPP(u).

Beweis. Wir zeigen, dass m(A) ~ Poi(u(A)) fiir alle A € B Sei f(x) = 014(z) mit
6 > 0. Einsetzen liefert:

Ble "] = exp{—p(A)(1 — )}, fiir alle 6 > 0.

Da es sich bei exp{—u(A)(1 — e~ %)} um die Laplace-Transformierte einer Poi(u(A))-
verteilten Zufallsvariable handelt, folgt mit der Eindeutigkeit der Laplace-Transformierten,
dass 7(A) Poisson-verteilt mit Intensitét p(A) ist.

Seien nun Ay,..., A, € B¢ disjunkt. Wir zeigen, dass dann 7w(A;),...,m(A,) un-
abhéngig sind. Sei

f(flj') = 911A1(ZL') + ...+ inAn(x), mit 91, c ,Qn Z 0.
Einsetzen liefert:
E[e=01mAD.  e=0nm(An)] — exp {— / (1-— e_f(x))du(m)} = exp {— Z (A1 — e_ei)} .
R4 i=1

Weiterhin gilt:

exp {‘ > uA)( - >} = [T =TT Bl
=1 =1 i

woraus folgt, dass m(A;),...,m(A,) unabhéngig sind. ]

7.5 Markierungen von Poisson-Punktprozessen

Sei 7 ein Poisson-Punktprozess mit Intensitéit g auf R% . Erzeuge fiir jeden Punkt 2 € R%
eine Zufallsvariable m, mit Werten in R%. Wir bezeichnen die Verteilung von m, mit
Az (Az ist Wahrscheinlichkeitsmafl auf R% und darf von z abhéngen). Wir brauchen
folgende drei Annahmen:

1. mg, v € R%, sind unabhéingige Zufallsvariablen.
2. mg, v € R4, sind unabhéngig von .

3. ¥ — A\ (DB) ist eine Borel-Funktion fiir alle B € B%.
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7 Poisson-Punktprozesse

Wir definieren den markierten Poisson-Punktprozess 7 auf R4+ wie folgt:
xe™T

Die Schreibweise x € 7 bedeutet, dass die Summe iiber alle Punkte im Punktprozess 7
gebildet wird.

Theorem 7.29. 7* ist Poisson-Punktprozess mit Intensitit p* auf R4+ wobei

= // du(x)\s(dm), fiir C € B+,
(z,m)eC

Beweis. Sei f : R4 x R% — R mit f > 0 eine Borel-Funktion. Wir schreiben S* =
> (emyens S (€, m). Wir wollen zuerst folgenden bedingten Erwartungswert berechnen:

= [[Ele#m|x) = H/Rdz TEm g (m).

reT xeT

_S*

Mit Hilfe einer einfachen Transformation lésst sich obiger Ausdruck wie folgt darstellen:

—f@man, (m) = -y 1 / —femgy = :
g/ﬂwe =(m) exp{ Z og Rd26 (m) p =:exp Zf

o S

was sich mit Hilfe von Satz 7.24 wie folgt umformen l&sst:

ool e 1)

TET

Es folgt:

Ele ] = E,

7'('

Einsetzen von f* liefert nun folgende Formel:

exp {— |- ef*<f>>du<x>} — exp {— | [.a- ef<w’m>>du<x>A<dm>} |

wobei man du(z)A\(dm) = du*(xz, m) setzt. Mit Satz 7.28 folgt schlieflich, das 7* Poisson-
Punktprozess mit Intensitit p* ist. O]

Beispiel 7.30. Sei 7 ~ PPP(u). Farbe die Punkte x des Poisson-Punktprozesses mit
verschiedenen Farben ein, wobei gelten soll, dass x mit Wahrscheinlichkeit p; mit Farbe
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7 Poisson-Punktprozesse

i € N gefirbt wird und sich die Wahrscheinlichkeiten zu 1 summieren (3 .o, p; = 1). Alle
Punkte werden unabhéingig voneinander gefiarbt. Sei m; der Punktprozess der Punkte der
Farbe i. Dann gilt m; ~ PPP(p;u) und die Punktprozesse 7;, ¢ € N, sind unabhéngig.
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8 Konvergenz von Punktprozessen

8.1 Definition der Konvergenz von Punktprozessen

Sei 7 ein Punktprozess und seien By, ..., By € Bl. Dann ist (7(By),...,n(By)) ein k-
dimensionaler Zufallsvektor mit Werten in N£. Vektoren dieser Art heifien auch endlich-
dimensionale Verteilungen von .

Definition 8.1. Seien 7, m, s, ... Punktprozesse auf RY. Wir sagen, dass 7, gegen m
in Verteilung konvergiert (Bezeichnung: m, N ), falls fiir alle By, ..., By € BS mit
n—00

7(0B;) = 0 fast sicher gilt

(Ta(B1), ..., ma(Br)) —= (n(By), ..., m(By)).

n—oo

Mit anderen Worten gilt fir alle mq,...,my € Ny:

lim Plm,(By) = my, ..., m(Bx) = my] = Pr(B1) = mq, ..., m(Bg) = my).

n— o0

Warum in obiger Definition 7(0B;) = 0 fast sicher gelten muss, soll folgendes Beispiel
veranschaulichen.

Beispiel 8.2. Sei m,, = 91/, ™ = 0. Betrachten wir dazu denn Fall mit k = 1, B = (0, 2),
dann ist 7,(B) = 1 und 7(B) = 0. Hétten wir die Forderung 7(0B;) = 1 f.s. weggelassen,
so wiirde 7, nicht gegen 7 konvergieren. Das wére sehr unnatiirlich.

Definition 8.3. Eine Funktion f : R? — R hat kompakten Triger, falls es ein R > 0
gibt mit f(t) = 0 fiir alle t € RY mit |t| > R. Die Menge aller stetigen Funktionen auf
R mit kompaktem Triger sei mit C.(RY) bezeichnet. Es sei C.F(R?) die Menge aller
f € C.(RY) mit f > 0.
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8 Konvergenz von Punktprozessen

Theorem 8.4. Seien 7,7, 7o, ... Punktprozesse auf R?, dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

d
1. m, — .

n—oo

2. fir alle f € CHR?) gilt > v, F(T) SN Yowern f ().

n—oo

8. fiir alle f € CHRY) gilt

SIL IR

Beweis. Ohne Beweis. O

lim E

n—oo

8.2 Konvergenz der Uberschreitungszeitpunkte gegen
einen Poisson-Punktprozess

Theorem 8.5. Fiir alle n € N seien €,;, © € Z, unabhdingige und identisch verteilte
Zufallsvariablen mit Ple,,; = 1] = p, bzw. Ple,; = 0] = 1—p,,, wobei lim,,_, np, = A > 0.
Dann gilt:

S ewids —5 PPP(Adt).

n M—00
1E€EZ

Beweis. Fir f € CF(R) definieren wir

exp{ > f(x) }] baw. ¢(f)

TETY

On(f) =

=K exp{—;f(x)}] .

Wir zeigen, dass lim,, o &,(f) = ¢(f). Wegen der Unabhéngigkeit von &,,; gilt:

exp{ S et ( )} _ B[ = [[Re=d ) = [[(4pale/5-1)).
1€EZ

i€z i€z it
Mit der Ungleichung |log(1 + z) — z| < 2?/2 ergibt sich

On(f) =

log o, (f) = Zlog(l + pale” 16 — Zp -1 _ 1) + Ry,

1EZ i€Z
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8 Konvergenz von Punktprozessen

wobei wir spéter zeigen werden, dass lim,,_,, R, = 0. Es folgt, dass

lim log ¢,,(f) = lim (np,) %Z(e—ﬂi’ —1)=A / (7 —1)at,

n—oo
i€z R

wobei letzteres einfach die Definition des Riemann-Integrals ist. Zusammenfassend gilt
also

lim ¢, (f) = exp {—/\ /R(1 — e_f(t))dt} :

n—o0

was der Laplace-Transformierten eines Poisson-Punktprozesses mit Intensitdt A\ ent-
spricht. Mit Satz 8.4 folgt

d
T = ) el —— PPP(Adt).
€L

Der Term R, kann wie folgt abgeschétzt werden. Die Funktion f hat einen kompakten
Tréger, also verschwindet sie aulerhalb eines Intervalls [— A, A]. Es folgt, dass hochstens
2An Werte von f(i/n) ungleich 0 sind. Somit gilt

Ral < 392776 — 1) < 24nMp2 = o(1),

1E€EL

wobei M das Supremum von f ist. m

Theorem 8.6. Seien X;, i € Z, u.t.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Sei
uy, eine Folge mit lim,, oo nF(u,) = XA > 0. Dann gilt

S 6 =5 PPP(N).
1€Z: X >Uup "onee

Beweis. Sei €,; := 1x,>4,. Dann ist

lim nPle,; = 1] = lim nF(u,) = \.

n—0o0 n—oo

Damit sind die Bedingungen von Satz 8.5 erfiillt und es folgt die Behauptung. n
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8.3 Konvergenz der oberen Ordnungsstatistiken gegen
einen Poisson-Punktprozess

Theorem 8.7. Fiir alle n € N seien Y1, ..., Yy, w.iv. Zufallsvektoren in R? und sei
i ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit p,,(B) = P[Y,1 € B] fiir alle B € B¢, Sei pu ein
Radon-Map auf R® mit lim,, o njt,(B) = u(B) fiir alle B € BE mit 4(0B) = 0. Dann
gilt

Zdy L, PPP(y) =

n—oo
=1
Beweis. Sei f € CF(RY),

On(f) = Eexp {— D f(x)} =Eexp {—Zf(ym.)} — EHQ—ﬂYm).

TETY

Wegen der Unabhéngigkeit der Y,,; kann man diesen Ausdruck wie folgt schreiben:

HEe F(Yoa) H/Rd Dt —ﬁ<1 Jra(1 — . Tld#n()>.

i=1

Wegen npu,(t) — u(t) fiir n — oo folgt schliefllich:

<1 Jra(l—€ :L Indp,(t ))n—>exp{—/Rd(1—€f(t))du(t)},

was die Laplace-Transformierte eines Poisson-Punktprozesses mit Intensitiat p ist. Mit

Satz 8.4 folgt m, —— PPP(p). 0
n—oo
Theorem 8.8. Seien Xy, ..., X, u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max-Anziehungsbereich

der Gumbel-Verteilung e~ ", d.h. es gibt Folgen a,,,b, mit

Xi,oo o, X0t —
wax{, o Kol — o g, e 8.1)

b, n—»00

Dann gilt:

Zax “an —23 PPP(e7tdt) =

n—o0
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Bemerkung 8.9. Es gilt:
m(R") ~ Poi </ etdt> = Poi(1) < oo fast sicher
0

und o
m(R™) ~ Poi (/ e_tdt> = Poi(o0) = oo fast sicher.

Beweis. Es gilt: (8.1) ist dquivalent zu lim,, o nP[X; > a, + tb,] = e~*. Wir definieren
Y, = % fir i = 1,...,nund p,(B) := P[Y,; € B] fir B € B'. Dann gilt fiir Mengen
B der Form [t, 00):

X1 — Ap

n

n'un([t,oo)):n'P[Ymzt]zn-]}”{ zt}—het,n%oo,

da die Zufallsvariablen im Max-Anziehungsbereich der Gumbelverteilung liegen. Be-
trachten wir als néchstes Mengen B der Form [¢;,s):

—11 —t2

— €

- ([t 2)) = 1 ([t 00)) = 1+ pin([ts, 00)) — e ,1 = 00,

aus dem selben Grund wie zuvor. Es folgt:

to
et —et2 = / e~'dt = p([t1, t2)).

t1

Dieser Beweislogik folgend lisst sich die Konvergenz auch fiir beliebige Mengen B € B}
zeigen, worauf wir hier verzichten wollen. Es folgt:

npn(B) — p(B) fiir alle B € By.

n—oo

Mit Satz 8.7 folgt die Behauptung. O]

Beispiel 8.10. Seien X; unabhéngige und identisch exponentialverteilte Zufallsvariablen
mit Parameter 1, d.h. P[X; > t] = e fiir t > 0. Dann gilt nach Satz 1.7

e~

max{Xj,..., X,} —logn Ay e

n—oo

Mit Satz 8.8 folgt nun
> " 0x,-togn —> PPP(c™'dt).
n—oo

=1

Beispiel 8.11. Seien X; unabhéngige und identisch standardnormalverteilte Zufallsva-
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riablen. Dann haben wir bereits gezeigt, dass gilt:

V2logn(max{X,..., X} —a,) —= e "

n—0o0

1 og logn O, T .
mit a, = v/2logn — 2! gl\/gﬂ:glng%ﬁ. Es folgt mit Satz 8.8:

n . )
> O -anvTogn — PPP(e tdt).

i=1

Im Kapitel Ordnungsstatistiken haben fiir selbige folgende Notation eingefiihrt, die
wir nachfolgend wieder verwenden wollen:

M® = X, i1, k=1,...,n.

Korollar 8.12. Seien ey, es, ... unabhdingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Ple; > t] = e~ fiirt > 0. Definiere P, = ey + ...+ ey, dann gilt fiir alle k € N
S T2 ) 4 (g Py, ..., —log Py).
b, b, A

Fiir den Beweis des Satzes wird folgende Eigenschaft des Poisson-Punktprozess als be-
kannt vorausgesetzt:

> 6p, ~ PPP(1) auf (0,00).
i=1

Beweis. Es ist m ~ PPP(pu) =: >0 0y, mit pp = e 'dt und U; > U, > .... Aus Satz 8.8

folgt:
(1) (n)
— (Uy,...,Ug).
< bn ) ) bn ) n—>oo< 1 ) k)
Es ist also noch zu zeigen, dass gilt: (Uy,...,U) L (—log P,...,—log Py), was sich

auch dquivalent wie folgt formulieren lasst:
T(P), T(PR,)...~PPP(e”"dt), mit T'(t) = —log(t).
Sei dazu v definiert als das Lebesgue-Mafl auf (0, 00), dann ist

Pl,PQ,... ~ PPP(V)

67



8 Konvergenz von Punktprozessen

Mit dem Transformationssatz fiir Poisson-Punktprozesse folgt:
TP, TP,,... ~PPP(Tv).

Um den Beweis abzuschlieen, wollen wir nun noch nachweisen, dass T'v mit p {iberein-
stimmt:

Tv((a,b)) = vT (a,b) = v((e™e™®)) = e~ — " = u((a,b)).
Es gilt also Tv = p und deshalb folgt die Behauptung. O

Theorem 8.13. Seien Xi,X,o,... w.i.v. Zufallsvariablen aus dem  Max-
Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung ®,,, d.h.

Xy, ..., X, =@
max{ X7, , X} i> Do (t) = et , t > 0. (8.2)

by, n—00

Dann gilt:
Zax N PPP(—dt) auf (0, 00).

by N—00

Beweis. Bedingung (8.2) ist dquivalent zu lim,_. nP[X; > b,t] = o fiir alle ¢ > 0.
Wir definieren Y,,; = f—:l x;>0- Dann ist das Maf} p,, auf (0,00) die Verteilung von Y,,;.
Betrachten wir zuerst Mengen der Form [t, 00):

npta([t, 00)) = nP[Yas > 1] = nP[X; > th] - —

et n — 00,

weil die Zufallsvariablen im Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung sind. Be-
trachten wir nun Mengen der Form [t1, t5) mit t1,ty > 0:

1 1 2 g
nlun([tlﬁt?)) = n:un([tlvoo)) - n:“ﬂ([t% OO)) - t_a - t_a - / to+l dt
1 2 t1

aus dem selben Grund wie zuvor. Dieser Beweislogik folgend lésst sich die Konvergenz
auch fiir beliebige Mengen B € B} zeigen, worauf wir hier verzichten wollen. Es folgt:

lim npy, (B / —dt fiir alle B € Bj.
n—oo
Damit ist Satz 8.7 anwendbar und die Behauptung ist bewiesen. O

Beispiel 8.14. Seien X; u.i.v. Pareto-verteilt mit Parameter o, d.h. P[X; > t] = & fiir
alle t > 1. Wir haben in Satz 1.10 bereits nachgewiesen, dass Pareto-verteilte Zufallsva-
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riablen im Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung liegen, d.h.

max{Xy,..., X, } 4

nl/cx n—00

Mit Satz 8.13 gilt dann:

n

Y 6 % PPP (idt> .
T/a n—oo tat+l

i=1

Theorem 8.15. Seien X1, Xo, ... w.i.v. aus dem Max-Anziehungsbereich der Weibull-
Verteilung, d.h. der rechte Endpunkt x* sei endlich und

max{Xy,..., X, } —2*

; S U, (t)=e Y t<0.

Dann gilt:

bn  M—00

> 6x,wr —5 PPP(a(—t)°"ldt) auf (—00,0).
=1

Beweis. Ohne Beweis. O

Beispiel 8.16. Scien X; unabhéngig und identisch gleichverteilt auf [0, 1]. Es gilt:

n(max{Xi,..., X,} — 1) N e’ =Wy (z), <0

n—oo

Dann folgt aus Satz 8.15

> bxi—1yn — PPP(dt) auf (—c0,0).
n—oo

i=1

8.4 Konvergenz der Rekordzeiten gegen einen
Poisson-Punktprozess

Seien X1, Xo, ... uw.i.v. mit stetiger Verteilungsfunktion F'. Wie gehabt benutzen wir die
Notation M, = max{Xj,...,X,} fir das Maximum der ersten n Zufallsvariablen bzw.
& = 1x;5m;,,,7 = 1,2, ... fiir die Indikatorvariable des Ereignisses, dass zum Zeitpunkt
j ein neuer Rekord aufgestellt wird. Die ebenfalls bereits behandelten Rekordzeiten
L(1),L(2),... werden weiterhin wie folgt definiert: L(1) = 1 und

L(n+1) =min{j > L(n) : & = 1}.
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Theorem 8.17. Es gilt

T =Y due —— PPP(dt/t) auf (0,00).

n n N—00
=1

Beweis. Sei f € CH(0, 00). Es gilt
6u(f) =Eew {—Z f<x>} —Eew {—gf (%)} ~Eesp {—Zio;éjf (2) } ,

weil §; immer dann 0 ist, wenn kein neuer Rekord an Stelle j vorliegt. Man kann obiges
auch wie folgt schreiben und wegen der Unabhéngigkeit der {; nach Satz von Rényi
umformen:

Oulf) = EﬁleXp{—éjf (%)} = ﬁlEeXp{—gjf (%)} _ ﬁl (1 _ % n %e—f(i)) ,

wobei sich die letzte Gleichheit ergibt, da ebenfalls mit dem Satz von Rényi P[¢; = 1] =
1-Pg; =0] = % gilt. Es folgt:

g (1) = 3 tog (15 (9 = 1) ) = 305 (6 - 1) + Rt
Jj=1 j=1

dabei nutzen wir die Taylorentwicklung von log(1 + x) = = + Rest aus, wobei der Rest
hier gegen 0 geht fiir n — oco. Definiert man

und lédsst n gegen unendlich gehen folgt:

1 <=n j > > dt
- g P (G- — - _ 1) X2
" ;:1 ; (e 1) + Rest —>/0 g(t)dt /0 (e 1) T

Die Konvergenz von der Reihe zum Integral ergibt sich hier direkt aus der Definition des
Riemann-Integrals. Schliellich ist zu beobachten

lim ¢, (t) = exp {— /0 T (et -1y %}

was die Laplace-Transformierte eines Poisson-Punktprozesses mit Intensitét % ist. Es

70



8 Konvergenz von Punktprozessen

folgt die Behauptung. O]

8.5 Extremwertprozess

Seien X7, Xs,... unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungs-
funktion F. Sei M,, = max{Xy,..., X, }. Esgilt M} < My < M3 < ...

Theorem 8.18. Seienty <ty < ... <ty, mitt; € Ngundzq,...,x, € R. Die Verteilung
von (My,, ..., M,,) ist gegeben durch:

]P)[Mtl S ilgoooay Mtk S .CL']C]

= Pt (g ) Fre1~b—2(mindxy, o, 2x}) - ... F%*17%2(min{z,,...,z:}).

Bemerkung 8.19. Es gilt die Markov-Eigenschaft:

P[M,1 < ulMy =my,..., M, =m,| =P[M,1 <u|M, =m,].

Theorem 8.20. Sei m =Y, dx,.v;) ~ PPP(1) auf [0,00) x R mit

p(la, 0] x [e, d]) = (b — a) - (log F'(d) — log F(c)).

Sei Z; = sup{Yy : Xy <t} mitt > 0. Dann gilt

(My)een = (Zi)een.

Der obige Satz zeigt, dass man den Maximumsprozess (M;)qen in einen sog. Extrem-
wertprozess (Z;)i>o in stetiger Zeit einbetten kann.

Beweis. Seit; <ty < ... <t t; €N, dann gilt:

P(Zy, <wuy,..., 2y, <up) =P[r(A;) =0fiiralle j=1,... k] =P [r (Ul_A;) =0],
wobel hier A; = [t;_1,t;] x (min{ug, ug_1,...,u;},00) ist. Obiges ldsst sich, da 7 ein
Poisson-Punktprozess ist, zu Folgendem vereinfachen:

k k
o r(Uima4y) — He—u(Aj) — He(tj—tjq)logF(min{chUk_l ----- u}) P[M;, < ui,..., M, <.
j=1

j=1

O
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9.1 Wiederkehrperiode

Seien X1, X5, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen und sei u € R ein
Schwellenwert. Es sei p := P[X; > u| # 0. Wir definieren

Ty :=min{i € N: X; > u} und T, := min{i > T, : X; > u}.

Man kann sich 77, T3, ... als Zeitpunkte denken, zu denen ein bestimmtes Ereignis (eine
Uberflutung) eintritt. Wir definieren aulerdem W,, = T,, — T,,_1, wobei Ty = 0 gesetzt
wird.

Theorem 9.1. Fiir alle n € N gilt W,, ~ Geo(p), d.h. P[W,, = k] = p(1 — p)*~! fiir alle
k=1,2,....

Bemerkung 9.2. Es folgt EW,, = é. Die Zahl é heiBt die Wiederkehrperiode. Es ist

der erwartete Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Uberflutungen.

Beweis von Satz 9.1. Wir beweisen den Satz nur fiir n = 1:
PWy =kl =P[X; <u,..., X1 <u, Xg >ul = (1—p)"'p.
O

Beispiel 9.3. Per Definition ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein 100-Jahresereignis in
einem Jahr eintritt, gleich p = 1/100. Die Wiederkehrperiode ist somit 100 Jahre. Wie
grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein 100-Jahresereignis in den néchsten 100 Jahren
nicht eintritt? Diese Wahrscheinlichkeit ist

Auflerdem kénnen wir direkt angeben, wieviele 100-Jahresereignisse etwa in 100 Jahren

stattfinden. Diese Zahl ist némlich Bin(100, 1), also approximativ Poi(1)-verteilt.
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9.2 Gumbel-Uberschreitungsmethode

Seien X1, X5, ... u.i.v Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'. Die absteigend an-
geordneten Ordnungsstatistiken von Xi, ..., X,, seien mit Mél) > M7(L2) > .. > Mé")
bezeichnet. Wir definieren

T
Strn=5=D 1 _ o
=1

)

Somit ist Sk ,.,, die Anzahl der Uberschreitungen des Schwellenwerts Mék im Zeitintervall

n+l,...,n+r.
Theorem 9.4. Die Verteilung von Sk, ist gegeben durch
(r+n—k—j)(j+k—1)

n—k k—1

SO

Beweis. Unter Anwendung der totalen Wahrscheinlichkeit gilt:

3=0,...,r

P[S = j] = /RIP’ (S = j|MP) = u] dF, (u).

)

Dabei ist F}, ;, die Verteilungsfunktion von M,gk . Es ist zu beachten, dass

S}M,(Lk) =u ~ Bin(r, F'(u))
beziehungsweise

n!

(k—Dl(n—k)!

dF, 1 (u) = Fr R (u) F*Y (u)dF (u).

Es folgt:

s =il = [ (1) Fr i) g P W),

J

was sich unter der Substitution F'(u) =t wie folgt schreiben lésst:

s == [ (7)ot 00
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was sich schliellich unter Beachtung der bekannten Formel fiir die Beta-Funktion

R

zu Folgendem umschreiben léasst:

(T n! (k+ji—Dl(r—j+n—k)!
s == (1) '

j I(n—k)! (r+n)!

]

Beispiel 9.5. Die maximalen jahrlichen Wasserstdnde an einem Fluss seien seit n = 100
Jahren bekannt und mit X,..., X, bezeichnet. Wie hoch muss ein Deich sein, bei dem
die Wahrscheinlichkeit einer Uberflutung in den néchsten r = 12 Jahren P = 0,3 sein
soll? Wir setzen die gesuchte Deichhohe als M mit einem unbekannten & an. Im obigen
Satz wurde gezeigt, dass

n-n—1)-...-(n—k+1) |

PLSrn = 0] = (r+n)-(r+n—1-...-(r+n—~k+1) =07

Als Losung der obigen Gleichung mit n = 100, r = 12 ergibt sich k = 3. Die Deichhthe
kann als die dritte Ordnungsstatistik MY gewahlt werden. Der Vorteil dieser Methode
besteht darin, dass die (unbekannte) Verteilungsfunktion von X; keine Rolle spielt (und
nicht geschétzt werden muss). Der Nachteil ist, dass die Methode bei einer kleineren
Uberflutungswahrscheinlichkeit P nicht funktioniert.
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