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Abgabe am 15. 07. vor Beginn der Ubung

Ubungsblatt 10 ist das letzte Blatt auf das Punkte vergeben werden.
Um die Vorleistung zu bestehen sind somit 140 Punkte notig.
Bitte bis zum 20.07. im Hochschulportal zur Vorleistung anmelden.

Nach bestandener Vorleistung bitte im Hochschulportal zur Klausur anmelden (bis spétestens
4 Tage vor der Klausur).

Aufgabe 1 (1,5+2+2,5+3 Punkte)

Eine Brauerei hat beobachtet, dass die Abfiillmenge von Bierflaschen (in ml) zufillig ist. Man nimmt
an, dass die Abweichung der abgefiillten Menge von der Normmenge als eine N(u, o%)-verteilte
Zufallsvariable angesehen werden kann. Fiir 13 unabhiingig ausgewihlte Bierflaschen ergaben sich
folgende Abweichungen von der Normmenge:

-0.014,-0.013,-0.014, -0.031,-0.01, 0.016, 0.008, —0.006, —-0.019, 0.017, 0.003, —0.021, 0.012

(a)

(b)

(©)

(d)

Priife mit einem zweiseitigen statistischen Test zum Niveau @ = 0.05 die Hypothese, dass
die abgefiillte Menge im Mittel nicht von der Normmenge abweicht gegen die Alternative,
dass die abgefiillte Menge im Mittel von der Normmenge abweicht. Nimm an, dass o = 0.01
bekannt ist und nutze eine TestgroBe die auf dem Stichprobenmittel basiert.

Sei nun —0.008 der tatsdchliche Wert von u. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler
zweiter Art bei dem in (a) verwendeten Test?

Konstruiere einen einseitigen statistischen Test zum Niveau @ = 0.05 fiir die Hypothese, dass
die abgefiillte Menge im Mittel nicht von der Normmenge abweicht gegen die Alternative,
dass die abgefiillte Menge im Mittel kleiner als die Normmenge ist. Nimm an, dass o = 0.01
bekannt ist und nutze eine TestgroBe die auf dem empirischen zweiten Moment basiert. Die
Nullhypothese soll abgelehnt werden, wenn die Testgroe zu hohe Werte annimmit.

Nun soll die Hypothese Hy : u = po gegen die Alternative H; : u > po zum Niveau « € (0, 1)
bei unbekannter Varianz getestet werden. Hierzu soll der Test
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betrachtet werden.
Zeige, dass der Test ¢ unverfilscht ist, die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler zweiter Art je-
doch beliebig nah an 1 — a liegen kann.



Aufgabe 2 (1+2+2+1,5+1,5 Punkte)

Betrachte die Zufallsstichprobe (X1, ..., X)), wobei X; ~ Bin(1, p) mit p € [0, 1] und n = 10. Weiter
sei @ = [0,0.6] und ®; = (0.6, 1]. Zur Uberpriifung der Nullhypothese Hy : p € ©, gegen die
Alternativhypothese H; : p € O, soll der Test ¢(x;, ..., x,) = Lo7.1(X,) verwendet werden.

(a) Wie viele Einsen darf eine Realisierung der Stichprobe hochstens enthalten, damit H nicht
verworfen wird?

(b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler erster Art, wenn p = 0.4 ist?
(c) Fiir welches p € 0 ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler erster Art maximal?
(d) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler zweiter Art, falls p = 0.757?

(e) Skizziere die Giitefunktion des Tests ¢. (Einzelne Werte der Giitefunktion konnen mit R aus-
gerechnet werden.)

Aufgabe 3 (2+2 Punkte)

Betrachte die Zufallsstichprobe (X1, ..., X)), wobei X; ~ U(0,0) mit 6§ € ® = (0, 1). Gegeben sei der
Test
1, falls max (xi,...,x,) > 6 oder max (xi,..., x,) < 6pa'’",
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0, sonst,

fiir die Nullhypothese Hy : 6 = 6, gegen die Alternativhypothese H; : 6 # 6, fiirein a € (0, 1).
(a) Zeige, dass der Test ¢ das Signifikanzniveau a besitzt.

(b) Zeige, dass der Test ¢ konsistent ist.

Aufgabe 4 (4+2+2 Punkte)

Die Lebenszeit einer Gliihlampe kann als eine normalverteilte Zufallsvariable mit unbekanntem Er-
wartungswert u und bekannter Varianz o betrachtet werden. Eine Firma behauptet, dass die von
ihr produzierten Glithlampen eine erwartete Betriebszeit von yy = 850 Stunden besitzen. Eine Ver-
braucherschutzorganisation hat hingegen die Vermutung, dass die Lampen in Wahrheit eine andere
Lebenszeit aufweisen. Zu diesem Zweck werden die beiden folgenden statistischen Tests basierend
auf dem Stichprobenmittel einer N(u, o2)-verteilten Zufallsstichprobe (X, ..., X,) betrachtet:

e ¢ sei ein zweiseitiger Parametertest der Nullhypothese H, : u = uo gegen die Alternativhy-
pothese H; : u # po zum Signifikanzniveau @ = 0.05,

e ¢, sei ein einseitiger Parametertest der Nullhypothese Hy : ¢ = uy gegen die Alternativhypo-
these H; : u < yp zum Signifikanzniveau o = 0.05.

Der einseitige Test soll dabei so konstruiert sein, dass eine Ablehnung eintritt, wenn das Stichpro-
benmittel signifikant kleiner als y ist. Im Folgenden soll die Macht beider Tests verglichen werden.



(a) Plotte mit R die Macht der Tests ¢; und ¢, bei y; = 810 in Abhingigkeit vom Stichproben-
umfang n fiir n € {1, ..., 100} in eine gemeinsame Abbildung, wenn bekannt ist, dass o = 50
gilt.

(b) Plotte mit R die Macht der Tests ¢; und ¢, bei y; = 810 in Abhédngigkeit von der Standard-
abweichung o fiir o € (20,...,300) in eine gemeinsame Abbildung, wenn bekannt ist, dass
n = 50 gilt.

(c) Ermittle mit Hilfe von R welchen Stichprobenumfang » man jeweils wéhlen muss, damit fiir
o = 150 die Tests ¢; und ¢, bei y; = 810 jeweils eine Macht von 0, 9 haben.
Hinweis: Verwende eine Schleife iiber alle moglichen Stichprobenumfinge.



