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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Zwei dynamische Systeme A = (Ω,F , P,T) und B = (Ω′,F ′, P ′,T′) über ein und derselben
Gruppe G heißen isomorph, wenn es zwischen den Wahrscheinlichkeitsräumen eine messbare
Bijektion φ : Ω −→ Ω′ gibt, sodass

P ′ = P ◦ φ−1 und φ ◦Tx ◦ φ−1 = T′x

für alle x ∈ G gilt. Zeige, dass im Falle der Isomorphie A genau dann ergodisch ist, wenn B
ergodisch ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei (Ω,F , P,T) ein dynamisches System über einer Gruppe G und X : Ω −→ R eine Zufalls-
variable mit E |X| <∞. Zeige, dass∫

Ω
X(ω)P (dω) =

∫
Ω
X(Txω)P (dω)

für alle x ∈ G gilt.
Hinweis: Verwende algebraische Induktion.

Aufgabe 3 (2 Punkte)
Sei {Sn, n ≥ 1} ein stationärer Poissonscher Cluster-Prozess auf dem kanonischen Wahrschein-
lichkeitsraum (N,N ,P). Sei

A = {Es existieren i1, i2, . . . ≥ 1 mit |Si2 − Si1| ≥ |Si3 − Si2 | ≥ . . .}.

Zeige P(A) ∈ {0, 1}, wobei ohne Beweis angenommen werden darf, dass A ∈ N .

Aufgabe 4 (5 Punkte)
Betrachte den kanonischen Wahrscheinlichkeitsraum (N,N ,P) und das Mengensystem

R =
{
{ϕ ∈ N : ki ≤ ϕ(Bi) ≤ `i, i = 1, . . . ,m},m ≥ 1, Bi ∈ Qd, ki, `i ∈ {0, 1, . . .} ∪ {∞}

}
,

wobei Qd die Familie der beschränkten halb-offenen Quader in Rd ist. Zeige, dass R ein
Halbring ist.



Aufgabe 5 (5 Punkte)
Sei {Sn, n ≥ 1} ein homogener Poisson-Prozess in R2 mit Intensität λ > 0. Betrachte den Gauß-
Poisson-Prozess {NB, B ∈ B(R2)} mit Primärprozess {Sn, n ≥ 1} und Sekundärprozessen
{N (1)

B , B ∈ B(R2)}, {N (2)
B , B ∈ B(R2)}, . . . mit N (1)

B = δo(B) + δ(0,1)>(B) für jedes B ∈ B(R2).
Sei Ar = {NB(o,r) ≥ 2} für jedes r ≥ 0. Zeige

P 0
N(Ar) =


1− exp(2λr2π) , 0 ≤ r ≤ 1/2
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−λ
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√
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2
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, 1/2 < r < 1

1 , r ≥ 1.


