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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Beweise die sogenannte Independent-Thinning-Eigenschaft des homogenen Poisson-Prozesses,
d.h. zeige: Wenn jeder der Punkte {Sn, n ≥ 1} eines homogenen Poisson-Prozesses auf Rd mit
Intensität λ > 0 aufgrund einer Folge unabhängiger Bernoulli-Experimente gelöscht oder er-
halten wird, erhält man einen homogenen Poisson-Prozess mit Intensität pλ. Dabei bezeichnet
p ∈ [0, 1] die Wahrscheinlichkeit, dass ein Punkt erhalten bleibt.

Aufgabe 2 (3 + 2 Punkte)
Sei N = {NB, B ∈ B(Rd)} ein Poisson-Prozess mit Intensitätsmaß µ. Seien B,B′ ∈ B0(Rd)
mit B ⊂ B′, 0 < µ(B) und µ(B′) <∞. Sei ferner n ≥ 0 beliebig.

(a) Zeige E(NB | NB′ = n) = nµ(B)/µ(B′).

(b) Zeige E(NB′ | NB = n) = µ(B′ \B) + n.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei λ > 0 und sei N = {NB, B ∈ B((0,∞))} ein Poisson-Prozess auf (0,∞) mit Intensi-
tätsfunktion λ(x) = λ exp(−x) für jedes x ∈ (0,∞). Definiere die Abbildung T : (0,∞) −→
(0,∞), x 7→ 1/x. Zeige, dass durch N ′ = {N ′

B, B ∈ B((0,∞))} mit N ′
B = NT−1(B) für alle

B ∈ B((0,∞)) ein Poisson-Prozess gegeben ist und bestimme das dazugehörige Intensitäts-
maß.

Aufgabe 4 (2 + 2 + 2 + 1 Punkte)
Sei {Sn, n ≥ 1} die messbare Indizierung eines Poissonprozesses N = {NB, B ∈ B(W )} auf
W = [0, 1]2 mit Intensitätsfunktion λ : W −→ [0,∞).

(a) Zeige

P(S1 ∈ B1, . . ., Sn ∈ Bn, NW = n) =
1
n! exp

(
−
∫
W
λ(x)dx

) ∫
B1
. . .
∫
Bn

λ(x1) . . . λ(xn)dx1 . . . dxn,

für jedes n ≥ 0 und für alle B1, . . . , Bn ∈ B(W ).



(b) Nun betrachten wir den Fall, dass die Intensitätsfunktion durch λθ((x, y)) = 2000(θ+1)xθ
für (x, y) ∈ W gegeben ist, wobei θ > 0. Das Ziel ist, für ein beobachtetes Punktmus-
ter {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} den Parameter θ mit der Maximum-Likelihood-Methode zu
schätzen. Zeige, dass die Log-Likelihood-Funktion logL wie folgt gegeben ist:

logL({(x1, y1), . . . , (xn, yn)}, θ) =
n∑
i=1

log λθ((xi, yi))−
∫ 1

0

∫ 1

0
λθ((x, y))dxdy

(c) Bestimme den Maximum-Likelihood Schätzer θ̂ für θ.

(d) Lade die Textdatei

Blatt2dat.txt

von der Vorlesungshomepage herunter. Die Datei enthält Punkte einer Realisierung ei-
nes Poissonprozesses mit Intensitätsfunktion λθ. Schreibe ein Programm (mit R oder
Matlab), um den Schätzwert für θ zu berechnen.


