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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei B(x, r) = {y ∈ Rd : |y − x| ≤ r} die d-dimensionale Kugel mit Mittelpunkt x und
Radius r ≥ 0 und sei κd = νd(B(o, 1)). Außerdem sei {NB, B ∈ B(Rd)} ein homogener
Poisson-Prozess mit Intensität λ > 0. Dann heißt die Funktion HS : [0,∞) → [0, 1] mit
HS(r) = P(NB(o,r) > 0) die sphärische Kontaktverteilungsfunktion des Poisson-Prozesses,
wogegen die Funktion D : [0,∞)→ [0, 1] mit

D(r) = lim
ε↓0

P(NB(o,r) > 1 | NB(o,ε) > 0)

Nächster-Nachbar-Abstandsverteilungsfunktion des Poisson-Prozesses genannt wird. Zeige,
dass

Hs(r) = D(r) = 1− exp(−λκdr
d)

für jedes r > 0.

Aufgabe 2 (2 + 3 + 3 + 3 Punkte)

(a) Generiere 10 Realisierungen eines Poisson-Prozesses {NB, B ∈ B(R2)} auf W = [0, 100]2
mit Intensitätsfunktion λ(x1, x2) = 10−5x1x2 für x1, x2 ∈ [0, 100].

(b) Implementiere den Intensitätschätzer

λ̂h(x) =
Nx+[−h/2,h/2]2∩W

ν2(x+ [−h/2, h/2]2 ∩W ) ,

mit x ∈ W und der Notation x + B = {x + b, b ∈ B} für B ⊂ R2. Der Intensitäts-
schätzer soll dabei als Methode implementiert werden, der sowohl x ∈ W als auch h > 0
übergeben wird.

(c) Bestimme für jede der 10 Realisierungen aus Teilaufgabe (a) eine optimale Bandbreite
ĥ aus der Menge H = {11, 12, . . . , 30} mittels Likelihood-Cross-Validation.

(d) Berechne für jede der 10 Realisierungen die Approximation

ẽh = 1
1002
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2 , j + 1
2
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(
i+ 1

2 , j + 1
2

))2

des mittleren quadratischen Fehlers für alle h ∈ H. Minimiert die in Teilaufgabe (d)
ermittelte optimale Bandbreite ĥ auch den mittleren quadratischen Fehler unter allen
möglichen Bandbreiten h ∈ H?



Aufgabe 3 (3 + 3 + 3 + 3 + 3 Punkte)
Sei {Sn, n ≥ 1} ein Punktprozess im Rd mit dem Intensitätsmaß µ : B(Rd) → [0,∞] und sei
f : Rd ∪ {∞} −→ [0,∞) eine nichtnegative Borel-messbare Funktion mit f(∞) = 0

(a) Zeige

E
( ∞∑

n=1
f(Sn)

)
=
∫
Rd
f(x)µ(dx).

Hinweis: Führe den Beweis mittels algebraischer Induktion nach f

(b) Sei U1, U2, . . . eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit U1 ∼ U([0, 1]d), die ferner unab-
hängig vom Punktprozess {Sn} ist. Zeige

E
( ∞∑

n=1
f(Sn + Un)

)
=
∫

[0,1]d

∫
Rd
f(x+ u)µ(dx)νd(du).

(c) Sei d ≥ 1. Sei {Sn} ein Punktprozess in Rd mit Intensitätsmaß µ = λνd. Definiere die
Zufallsvariable X = ∑

|Sn|<1 |Sn|. Bestimme EX.

(d) Sei von nun an {Sn} ein homogener Poisson-Prozess mit Intensität λ. Berechne VarX.

(e) Definiere den Punktprozess {S ′n, n ≥ 1}, wobei S ′2n−1 = Sn und S ′2n = Sn + Un, wobei
die U1, U2, . . . wie in Teilaufgabe (b) gegeben sind. Bestimme das Intensitätsmaß von
{S ′n, n ≥ 1}.


