Normalapproximation flr
glatte Funktionen

Seminar Stochastische Geometrie und
ihre Anwendungen

Tina Mayer | 11. April 2016 | Institut fir Stochastik




Normalapproximation flrr glatte Funktionen | Tina Mayer | 11. April 2016

Inhaltsverzeichnis

Motivation

Distanzen

Grundlagen der Stein-Methode

Normalapproximation fur glatte Funktionen



Normalapproximation fir glatte Funktionen | Tina Mayer | 11. April 2016

Warum beschaftigen wir uns mit Stein?

» Zentraler Grenzwertsatz fir Summen unabhangiger
Zufallsvariablen wird regelmagig in der Statistik
angewendet

» Klassischer Beweis beruht auf Fourier Methoden

» dieser kann keine Aussage Uber die
Konvergenzgeschwindigkeit machen

» zudem liegen in der Anwendung meist abhangige
Zufallsvariablen vor
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Warum beschaftigen wir uns mit Stein?

» Problem: Fourier-Methode ist schwerer anzuwenden und
Grenzen flr die Genauigkeit der Approximation sind
schwerer zu finden

» Ldsung: Systematische Methodik, die fir unabhangige
Zufallsvariablen anwendbar ist und zudem auch
Abschatzungen fir die Approximationsgenauigkeit angibt.
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Einflhrung Abstande

» Um analysieren zu kdnnen, wie nahe die Verteilung fur
festes n an der Normalverteilung ist, konnen verschiedene
Abstande verwendet werden.

» Diese unterscheiden sich durch die Eigenschaften der
Funktionen.

» Im Folgenden werden einige wichtige Abstande
eingeflhrt.



Normalapproximation flr glatte Funktionen | Tina Mayer | 11. April 2016

Totalvariationsnorm

dry(P. Q) —sup|/th /hdoy
heH

_sup]P A-Q

wobei H = {1, : A messbar}
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Kolmogorov-Abstand

de(P. Q) —supl/th /th|
heH

= SUplP(—OO,Z] - (—OO,Z:H
zeR

wobei H = {1(_ 7 : Z € R}
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Wasserstein-Abstand

dw —sup|/th /th|
heH

wobeiH={h:R —R; || /' ||[< 1} =: Lip(1) und
g:R — R, ||g|| bezeichnet sup |g(x)|
X€ER
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beschrankter Wasserstein-Abstand
dBW(k)(P Q = SUp |/h aP — /h dQ|
wobeiH={h:R —R; | h||<1,| H ||< k}, das heiBt H ist

die Menge der durch 1 beschrankten Lipschitzstetigen
Funktionen mit Lipschitzkonstante < k.
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Charakterisierungen

Im Folgenden gilt:

Z ~ N(0,1),Cpq = {f : R — R, f stetig und stlickweise
stetig differenzierbar und E|f'(Z)| < .

Die Stein-Methode wird durch folgendes Lemma motiviert:
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Lemma 1

Sei W eine reellwertige Zufallsvariable. Dann ist
W ~ N(0, 1) genau dann, wenn fiir alle f € Cp, g mit
E|f'(W)| < co folgendes gilt:

Ef (W) = E{Wf(W)}
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Beweis Lemma 1

W~N(0,1) = (1): nachrechnen
Sei W eine standardnormalverteilte Zufallsvariable. Dann gilt
fir f € Cb’dl

Ef (W) = \/;? /Z f(w)e**/2dw
—/0 f’(w)(/w (—x)e™**/2adx)dw
/ f'(w / xe **2dx)dw

Fubini _
="en | x) — £(0)]xe~**/2dx
r/ ©

= EWf(W
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Beweis Lemma 1

(1) = W~N(0,1):
Fur festes z € R bezeichnet f(w) := f,(w) die Lésung der
folgenden Gleichung

f'(w) — wi(w) = 1(_o (W) — &(2) (2)

Multipliziert man (2) mit —e—**/2 auf beiden Seiten erhélt
man

(e /2f(w)) = —e™ "2 (1(_s.4(W) — &(2))
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Beweis Lemma 1
Daher is f, gegeben durch

bw) = [ (1 () - 0220

B \/Z;WZ/%(w)n —®(2)] falls w < z
| V2re" 2o(2)[1 — d(w)] falls w > z
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Beweis Lemma 1

f; ist eine beschrankte, stetige und stlickweise stetig
differenzierbare Funktion. Gelte (1) fir alle f € Cp 4. Dann gilt
(1) auch fir f; und daher gilt mit (2):
0 = E[f)(W) — WE(W)]

=E[1(_g(W) — ®(2)]

=P(W<2z)—d(2)

Daher ist W standardnormalverteilt. O
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Bemerkung

Gleichung (2) ist ein Spezialfall der Stein-Gleichung
f'(w) — wf(w) = h(w) — Eh(Z) (4)

welche nach f zu I16sen ist, wobei h eine reellwertige,
messbare Funktion mit E|h(Z)| < oo darstellt.
Die Losung f = f, fur (4) ist gegeben durch

fo(w) = —e"*/2 / Oo[h(x) — Eh(Z)]e **/2dx (5)

w

wobei hier ahnlich wie bei (3) vorgegangen wird.
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Eigenschaften der Losungen fir die Stein-Gleichungen

Im folgenden werden Eigenschaften der Losung (5) der
Stein-Gleichungen (4) aufgelistet. Wir benétigen diese um
im Folgenden die Fehlergrenzen fiir die verschiedenen
Approximationen abschatzen zu konnen.



Seite 18 Normalapproximation firr glatte Funktionen | Tina Mayer | 11. April 2016

Lemma 2

Flr jede absolut stetige Funktion h: R — R erfillt die
Lésung f, der Stein-Gleichung (4) folgende Eigenschaften:

rfhu<mmﬁh _ERZ)|,2H])

174l < min(2|[A(-) — EA(Z)I|, 4[[H]])
171 < 2[1H] (6)

[ohne Beweis]
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Konstruktion der Stein-Gleichungen

Seien &1, &2, ...y unabhangige Zufallsvariablen, die E¢; = 0
fir1 <i<nund ) 7, E¢? = 1 erfillen. Dabei missen die ¢
nicht identisch verteilt sein. Wir setzten

n

W=> ¢und WO =w-g
i=1

und definieren

Ki(t) = E{&i(lo<t<en — lie;<t<0y)}

Zudem gilt K;(t) > 0 fir alle reellen Zahlen ¢, sowie

| Kt =B und [ jeiki(tdt = 5Bl
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Konstruktion der Stein-Gleichungen

Sei h eine messbare Funktion mit E|A(Z)| < cound f = f,
sei die Losung der Stein-Gleichung (4). Das Ziel ist es

Eh(W) — Eh(Z) = E{f (W) — Wf(W)}
abzuschatzen.

Fir das weitere Vorgehen ist folgender Ansatz fundamental:
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Konstruktion der Stein-Gleichungen

E{WA(W)} = > E{&f(W)}
i=1
= E{GIf(w) — (W)
i=1
- iE{g,- / ’ (WO + t)dt}

= ZE{/ WO + 1)¢i(lo<t<ey — lie<t<oy)dt}

:Z / E{f(WO + 1)}K(t)dt (7)
=177
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Konstruktion der Stein-Gleichungen
Aus der Definition von K und }_7 ; E¢Z = 1 folgt

Br(w) =Y [ By K(d: ®)
=17
Daher folgt aus (7) und (8)

B((w) - wiw)) =3 [ EW) - w0 )kt
i=1 /o0
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Ziel

Das Ziel ist es Eh(W) — Eh(Z) fir verschiedene Klassen
von Zufallsvariablen W abzuschatzen, wobei h eine
ausreichend glatte Funktion ist, welche

I7]] := sup [H(x)| < oo
X

erfallt.
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Theorem 1

Wir nehmen an, dass ein ¢ existiert, so dass fir jede
Lipschitzstetige Funktion h

[ER(W) — Eh(Z)] < 6|
gilt. Dann folgt
dw(L(W),N(0,1)) := sup |EhR(W)—-Eh(Z2)| <o

heLip(1)
dx(L(W), N(0,1)) :=sup |[P(W < z) — d(2)| < 25'/2
V4

[ohne Beweis]
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Ziel

Im Folgenden wird gezeigt, dass Theorem 1 mit passendem
0 auch erfillt ist, wenn W eine Summe unabhangig verteilter
Zufallsvariablen oder lokal abhangiger Zufallsvariablen ist.

Dabei miUssen die Zufallsvariablen nicht identisch verteilt
sein!
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Theorem 2

Seien &1, &0, ..., £y Unabhangige Zufallsvariablen, die E¢; = 0
und E|¢;[3 < oo fir 1 < i < nerfillen, sodass 37 E¢Z = 1
gilt. Dann kann Theorem 1 angewendet werden mit

n
§=3) Elg° 9)
i=1
Es gilt also

2 n
w2 <33 Bl
i=1
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Beweis Theorem 2
Mit (6), (8), (9) und dem Mittelwertsatz folgt:
[E{fp(W) — th( W)}

<ZE\f’ W) — f (WD + t)|Ki(t)dt

<2an2/ E(t] + & Ki(tdt

ngHHZ( 'g" +E|&[EE?)
i=1

n
< 3|0 Elg
i=1
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Theorem 3

Seien &1, &0, ..., £y Unabhangige Zufallsvariablen, die E¢; = 0
fr alle 1 < i < nerflillen, sodass 2721 Ef,? =1 gilt. Dann
kann Theorem 1 angewendet werden mit

6 = 4(4p2 + 33s3)

wobei

n n
Bo =y E&lyg 1y und B3 =Y EI&Pleg <1y
i=1 i=1

[ohne Beweis]
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Korollar: Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg

Theorem 1 und Theorem 3 zusammen liefern den Zentralen
Grenzwertsatz von Lindeberg wie folgt:

vn € N sei Xp1, ..., Xnon : 2 — R unabhéangige
Zufallsvariablen mit

EX, — 0
0 < 02, = Var(Xy) < oo

fir k € {1,...,n} und Y_§_, 02, = 1. Fir jedes € > 0 gelte
n—-o0

n
im ) "B Xok[PL x5} = O. (10)
k=1

Dann gilt:
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Beweis Satz von Lindeberg

Verwende Theorem 3 mit & := X,,;, i =1,2,...,n. Nach
Voraussetzung gilt:

E{,‘ = ]EXn,' =0 und

n n
Y EE =) oh=1i=1,..2
i=1 i=1
Daher ist Theorem 3 anwendbar und es ist
6 = 4(4052 + 303) < 16(52 + ()

n n
=Y EXZlgx =1y + O EXnilPlx, <1y
i=1 i=1
Der erste Summand konvergiert wegen (10) fir n — oo
gegen 0.
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Beweis Satz von Lindeberg

Fur den zweiten Summand und ¢ € (0, 1) beliebig gilt:

n
> EXnilP1x,<1y

i=1

n n
=D EXGxi<ey + D BIXail i<y
i=1

i=1

n n
<Y EXnl + S EXnPL x5
i=1 i=1

n
=c-1+ ZE|Xni’2]l{|Xni|>E}7
i=1
wobei auch hier der zweite Summand wegen (10) far
n — oo gegen 0 konvergiert.
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Beweis Satz von Lindeberg

—> § < . Da ¢ beliebig klein gewahlt werden kann, gilt also
limp_. & = 0 und somit gilt wegen Theorem 1 die
Behauptung. O
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Definition m-abhangig

Eine m-abhangige Folge von Zufallsvariablen &;, i € Z hat die
Eigenschaft, dass flr jedes i die Mengen der
Zufallsvariablen {¢;,j < i} und {&;,j > i + m} unabhangig
sind.

Ein Spezialfall sind 0-abhangige Folgen von Zufallsvariablen.
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LD

Sei J eine endliche Indexmenge der Kardinalitat n und sei
{&;, i € J} ein Indexfeld mit Mittelwert 0 und endlicher
Varianz. Definiere W = >, & und nehme an, dass
Var(W) = 1 gilt. Fir A C J bezeichne {¢;,i € A} und
A®={jeJ:j¢ A}. Dann gilt

(LD) Fur alle i € J existiert ein A; C J sodass &; und Eac
unabhangig sind.
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Theorem 4
Theorem 1 kann mit
§ = 4E| Z{fﬂh —E(&mi) }H + ZE|§/77/
ied ied
unter (LD) angewendet werden.
Bemerkung:
FUr unabhangige Zufallsvariablen ist der Wert von § in

5 s El¢i[® etwas groBer als die Beschrankung, die in
Theorem 2 gegeben ist.
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