ulm university unlverSItat |

m
i |

Die Methode von Stein ftr
multivariate Normalverteilung

Seminar zur Methode von Stein
Stefan Roth | Institut fir Stochastik | 6. Juni, 2016 Universitat Ulm



Inhalt

Motivation
Multivariates Lemma von Stein

Stein Gleichung
Stein Gleichung fur A(0, Iy)
Stein Gleichung fur positiv definite Kovarianzmatrizen

Schranken flir den Wassersteinabstand

Literatur



Multivariate Stein Methode | Stefan Roth | 6. Juni, 2016

Motivation

» Lemma von Stein: Sei Z eine reellwertige
Zufallsvariable. Dann gilt:

Z~N(0,1) < E[f(Z)-Zf(Z)] =0,

fOr jede stetige und stuckweise stetig differenzierbare
Funktion f : R — R (f € Cpg) Mit E|f'(Z)| < 0.

» Stein Gleichung: Seien Z ~ N(0,1)und h: R — R
messbar, so, dass E |h(Z)| < co. Dann existiert eine
Funktion f, € Cpg mit

fi(w) — wh(w) = h(w) —Eh(Z), VweR.

~ Ziel: Verallgemeinerung fir Zufallsvektoren.
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Notation

> (-, -Ygd, || - ||ge - euklidisches Skalarprodukt und
euklidische Norm in RY

» My(R) - reellwertige d x d - Matrizen
» A B e My(R):

(A,B)ys =Tr(AB"), |[|Allts = /(A A)ns,

Hilbert-Schmidt Skalarprodukt und Hilbert-Schmidt
Norm.

> Ac My(R):
|Allop = SUP{[|AX||ga : X € R, |IX||gs = 1},

Operatornorm von A.
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Multivariates Lemma von Stein
Seien
» C € Mqy(R) positiv semi-definit und symmetrisch
» N = (Ny,..., Ny) ein R%-wertiger Zufallsvektor

Dann gilt: N ist genau dann ein Gausscher Zufallsvektor
mit Kovariantmatrix C, wenn

E[(N, VI(N))re] = E[(C,Hi(N))Hs] (1)

fir jede C2-Funktion f : R — R mit beschrankter erster
und zweiter Ableitung.

Bemerkung:
» C2={f:RY = R: fzweimal stetig diff’'bar}

T
_ [ of of _ d?f
» V= (W""’TXd) , Hf - (8Xfa)(/)1<ij<d
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Beweisidee: Notwendigkeit von (1): Sei N ~ A/(0, C),
C= (C,'j)1§,',j§d. Dann gi|t

d
of
E[N,f(N1, .,Nd)] = ;C,]]E |:8XJ(N1,,Nd):| ,
fur jedes i € {1,...,d}, und damit

E[(N, VF(N Rd]—ZE[N N1,---7Nd)]

—ZZC,/]E[ N1,...,Nd)}

i=1 j=1
=E[(C,Hi(N))nsl



Multivariate Stein Methode | Stefan Roth

6. Juni, 2016

Hinlanglichkeit von (1): Sei G ~ N(0, C) unabhangig
von N sowie f : RY — R wie im Lemma. Es genligt zu
zeigen:

E[f(N)] - E[f(G)] =0,
fur alle f € C2 mit beschrankten Ableitungen. Fiir
e(t) = E[f (VIN + /1 —tG)] gilt wegen

1
(1) — 9(0) = /O (e,

dass

E[f(N)] — E[f{(G)]
1 d
/O E [E [(vr (VN 4+ vT— 1) N)_] } NT?

_ /01 E|E |[(Vf(Vix+ vT—1G) ’G>Rd} XZN} 2\/C1L—t
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Wegen (1) qilt:

M= [(VF (VIN+VT=T) N), |
= VIE [<C’ Hi(VIN + V1~ Z‘X)>/-/s}

sowie
he(x) == E |(Vf (Vix + VT —1G). G>Rd}
=V1—1E [<c He(Vix + \/ftG)>HS}
Damit folgt

E[f(N)] - E[f(G)] = O,

fir alle f € C2 mit beschrankten Ableitungen.
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Stein Gleichung fir N(0, Iy)

Sei N ~ N (0, Iy) und h: RY — R mit E |A(N)| < .
Stein Gleichung:
Af(X) — (x, VE(x))pe = h(x) —E[A(N)], x € R%.

Eine Funktion f heiBt Losung der Stein Gleichung, falls
sie in C? liegt und vorherige Gleichung fiir jedes x € RY
IOst.
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Theorem 1: Ist h: RY — R eine Lipschitzfunktion mit

L-Konstante K = sup,., W > 0, so ist
R

fa(x) = /OOO E [h(N) —h(e”!'x+ V1 - e—ZtN)] at,

x € RY, eine Lésung der Stein Gleichung. AuBerdem

gilt:
sup ||Hy,(x)||ws < VK.

XERY
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Stein Gleichung fur positiv definite Kovarianzmatrizen

Sei nun C € My(R) eine positiv definite Kovarianzmatrix
und N ~ A (0, C) sowie h: R? — R so, dass
E |h(N)| < oo.

Stein Gleichung:
(C.Hi(X)) s — (%, VI(x))ges = h(x) = E[A(N)], x € R

Eine Funktion f heiBt Losung der Stein Gleichung, falls
sie in C? liegt und vorherige Gleichung fiir jedes x € RY
|6st.
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Theorem 2: Ist h: RY — R eine Lipschitzfunktion mit
L-Konstante K > 0, so ist

fo(x) = /O TR [h(N) —h(e~tx + V1 — e—2tN)] o,

x € RY, eine Lésung der Stein Gleichung. AuBerdem
gilt:
sup [|Hy, (¥)l[ms < VAK|IC~"[[opl Cllop -

XERI

Bemerkung: Ist C € My(R) positiv definit, so gibt es
eine positiv definite Matrix A € My(R) mit C = A2.



Seite 11 Multivariate Stein Methode | Stefan Roth 6. Juni, 2016

Beweisidee: Sei A € My(R) wie zuvor und

V(x) :/ E[ha(A~'N)—ha(e~Ix+v1 — e 2ATN)]dt,
0
mit ha(x) = h(Ax). Dann gilt f,(x) = V(A~'x). Wegen
AN ~ N(0, Iy) folgt aus Theorem 1
AV(x) = (X, VV(x))ga = ha(x) = E[ha(Y)];
fir alle x € RY und fir Y ~ N(0, Iy). Es gilt:

AV(x) = (C, Hy,(AX) s
(X VV(X))ga = (AX, Vn(AX)) ga
E[ha(Y)] = E[A(N)]
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Wegen ha(x) = h(Ax) also

(C,Hy, (AX)) s — (AX, V(AX))ga = AV(X) — (X, VV(X))ga

= ha(x) — E[ha(Y)]
= h(Ax) — E[A(N)]

Mit der Substitution x — A~ x folgt
(C,Hy, (%)) g — (X, VIn(X))ga = h(x) — E[A(N)]
Bleibt die Abschatzung

sup [|Hy, ()|l < VAK||CVlopl|Cller

XERY

zu zeigen.
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Zunachst folgt aus der Abschatzung von Theorem 1:

sup[[Hy(X)l|ns < VAK]|Al|op
XAy

Aul3erdem:

sup ||Hz, (x)llns = sup [[A~THy(A""X)A™|us

xeRd XxERY
= sup ||A"THy(X)A |us
xeRd
-2
< |[A™%|[op sUp [[Hv(X)||Hs
xeRd

< [|A72||opVAK]||Allop
= |1C V| opl[ClIsp2VAK
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Schranken flr den Wassersteinabstand

Sei # die Menge der Lipschitzfunktionen h : R — R mit
Lipschitzkonstante 1 und seien F, G Zufallsvektoren mit
E[h(F)],E[h(G)] < oo,V h e H.

Wassersteinabstand:

dw(F, G) = sup | E[h(F)] — E[A(G)]]
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Theorem 3: Sei C € Mgy(R) positiv definit und
N ~ N(0, C). Dann gilt fir jeden quadratisch
integrierbaren Zufallsvektor F

dw(F,N) < sup [E(C,Hi(F))ns — E(F,VI(F))gal,
feFd,(C)

wobei F3/(C) = C2 N {f : RY — R : sUP,cpa ||Hs(X)||Hs <
_ 1/2
Va||C|oplIClI6EY
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Beweis: Es qilt

dw(F,N) = sup [E[h(F)] — E[A(N)]]

heH

= sup [E(C,Hy,(F))Hs — E(F, Vn(F))gd|
heLip(1)

< sup [E(C,H(F))ns — E(F, VI(F))pdl,
feFd(C)

wobei die zweite Gleichheit wegen Theorem 2 gilt.
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