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Allgemeines Setting

(S,S,u) - Wahrscheinlichkeitsraum
x ={h: S — R|h messbar}

Xo C X, 8.d.Vhe xo: [glhldp < oo

po - MaB auf(S,S), s.d. Yh € xo :
Jg|hldpo < oo und [g hdpyg ist berechenbar

v

v

v

v
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Die Stein Gleichung

Ziel: Berechne fir h € xo : [ghdu~ [ghduo
— Fehlerabschatzung

Stein Gleichung
Finde T, : 79 — x, sodass Vh € xq:

Tof = h—/hduo
S

eine Losung in Fy hat.

— Ifs Tof du| = Approximationsfehler
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Konstruktion des Stein Operators
Prozedur von Stein (1986)

» Wahle Tupel (X,Y) von vertauschbaren
Zufallsvariablen auf einem W-Raum (Q,.4,P) mit
Marginalen L.

» Wahle o : Fg — F, wobei
F = {F : S? - R| F messbar & antisymmetrisch }

» Setze T: F — x, TF(x) =E[F(X,Y)|X=x]Vx e S
» Definiere Top=T o «

= Stein Identitat [ Tofduo =0



Poisson Approximation | Stein’s Methode und Poisson Approximation | 14. Juni 2016

Uberblick
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Konstruktion des Stein Operators
> (S,8,1) = (No,P(No), 1)
> g = Poi(\),\ >0
» Fo=x= Tof : x = x
» (X,Y) = (24,2), wobei Z = {Z;|t e Ry} - ein
Geburts-Todesprozess mit Geburtenrate A > 0 und
Todesrate 6; = i

» (ag)(k,l) = g(k) — g(l) fur (k,I) € Ng
» (TF)(k) = E[F(Z,2u)| 20 = K] fir k € Ny
= Tof(k) = lim L(Toag)(k)
_ SF(k+ 1) — Ki(K)
(k-

fir k € No, f(k) = g(k) —g(k — 1) €
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Lésung der Stein Gleichung

Theorem 1
Die Stein Gleichung

Tof =h— hdpug
No

hat flr jedes pg-integrierbare h € x eine Lésung f;,, die
fir k € N eindeutig bestimmt ist durch:
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Eigenschaften der Losung

Theorem 2
Sei p ein MaB auf (Np,P(Np)). Dann gilt:

w~ Poi(\) < Tofdp = 0Vf: No — R beschrankt
Beweis. o

o /N Tof = Z% Tof(k)u(k)

[ele} B )\k
= gx(f(/w 1) — kf(k))e AH =0

, < “Wahle h =14 fir A ¢ No.
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Theorem 3
Sei f, € x die eindeutige beschrankte Losung der Stein
Gleichung flr ein beschranktes h € x. Dann:

Ifall < ks (A)(sup (i) = inf (7))

i€Ny

1A% < Ke(A)(sup A(7) — inf h(i))

IEO

, . /2 1-e?
Mit k1(\) = min <1; e)\> und ko(\) = P
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Beweis.

. i—1
= f{k}(i) — (1;1)! IZO(]l{k}(/) — ;Lo(k))?‘—!’7 ieN
= Afgoy (i) < fug(k+1) — fug (k) < =82 vie N
» hy = h— inf h(i)

i€Np

= f(i) = 3 hy (K)fuq (i), i € N Ist die St.glg fiir b,
k=0
» h_ =suph(i)—h

i€Ny
= —f 16st die St.glg fir h_
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Totale Variation

{Xili € I ={1,..n}}, n € N Indikator ZV
W= ZielXI

A=E(W) =g/ E(X) = X/ pi

= L(W), po = Poi(X)

drv(u, po) = SUP |1(A) — po(A)]

= sup [E[Ma(W + 1) — Wia(W)]|
ACNy

v

v

v

v

v
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Der lokale Ansatz
» Faric Iteile I'\ {i} in 2 Teilmengen /7 und /¥,
sodass
= {j € I\ {i}|X; hangt ,stark* von X; ab}

jefl? jety

Theorem 4

drv(L(W), Poi(\)) < ka(A) Y (PIE(Xi + Z)) + E(XiZ,))
iel

+ k(N S Elpy — E(X| W)

iel
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Lemma 1
Mit den Notationen aus Theorem 4 gelten folgende
elementare Ungleichungen:

[E[pifa(W; 4+ 1) — Xifa(W; + 1)]| < ||fal|E|p; — E[Xi| W]]|

[fa(W +1) — fa(Wi +1)| < [[Af4]|(Xi + Zi)
[ Xifa(Wi + 1) = Xifa(W)| < [|Afal| XiZi
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Der Paar Ansatz
> Definiere fiir i € | ZVen W/ und W}, sodass:
L(W]) = L(WIX; = 1) und L(W]) = L(W))

Theorem 5

drv(L(W), Poi(\)) < ke(N) Y (BE(Xi + Z)) + E(XiZ,))
icl
+ k()Y pEIW - W)

iel
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Das klassische Geburtstags Problem

» n € N Balle werden unabhéangig in d € N Boxen
geworfen

» W sei die Anzahl an Paaren von Ballen in der
selben Box.

Beispiel 1

8\(1—e™?)

ory(L(W), Poi(N)) < ===

wobei A = E(W) = (5)d .
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Beweis.
» I={ic{1,..,n}i| =2}
> Xi = Xqj, i,y = 1{Bélle i1&i>landen in der selben Box}
» W= X = A\=EW=(J)d"’

iel

s S ={je IN{}inj £ 0} 1Y ={je I\ {i}linj=0}

drv(L(W), Poi(N) < ko(N) 3" (PE(X; + Z)) + E(XZ))

iel
+ki(A) Y Elp; — E(Xi| W)
iel
PN
_8\(1—e™)

n—1
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Das klassische Belegungsproblem

» n € N Balle werden unabhéangig in d € N Boxen
geworfen

» W sei die Anzahl an leeren Boxen.

Beispiel 2

dry(L(W), Poi(A)) < (1—e~9@)")(d(ag)"~(d~1)(ad-1)")

wobei a4 = 451
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Beweis.
» X; = 1{i-te Box leer}
F=0,1"=1\{i}
XNﬂj = 1{j-te Box leer, nach erneutem Wurf aus Box i}
LXK € 1) = £(X.j € I"1X; = 1)
W= X =w,

jelv

v

v

v

v

dr(L(W), Poi(})) < ko(X) 3" pEIW] — W/|
iel
< k(V[(EW)® + EW — EW?



	Die Methode von Stein
	Poisson Approximation
	Fehlerabschätzung
	Beispiele

