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Punktprozesse

Sei S der Raum (N, \) der endlichen Zahimafe
(Punktmuster) Uber einem kompakten metrischen Raum
(W, po). Ein Punktmuster ¢ lasst sich darstellen als

n
ﬂ} = Z 5)(,-
i=1

wobei und x4, ..., x, € W die Punkte des Musters sind.

Ein Punktprozess ist ein zufélliges Element W aus S.
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Poissonprozesse

Sei W c RY. Ein Poissonprozess I, mit Intensitatsmaf
A: B(W) — [0, 00) ist ein Punktprozess fir den gilt:
> TA(A) ~ Pois(A(A)) fir A e B(W)
> Ma(A1),...,MA(An) sind paarweise unabhangig fur
disjunkte A1, ..., A, € B(W)
Wir schreiben 7 fir die Verteilung von M. Falls A eine
Dichte A bezlglich v4 besitzt schreiben wir auch 7.
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Gibbsprozesse

Ein Punktprozess V auf W heif3t Gibbsprozess, wenn er
eine Dichte u: N — R, bezlglich 74 hat und
u(y) =0 = u(¢) =0falls ¢ C ¢ erflllt. 5*: W x N — R, mit

50 = A

heiBt bedingte Intensitat von W und erflllt die
Georgii-Nguyen-Zessin Gleichung

E (/W h(x, Vv — 6X)\U(dx)> = /WIE(h(x, V) 5%(x, V)) dx

fir jedes h: W x N — R,.
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Abstande zwischen Punkimustern

Seien 1, ¢ zwei Punktmuster aus N mit Darstellungen

Y =>",0x, ¢»=> 140, undo.B.d.Am< n Wahle

¢ > diam(W). Der Abstand zwischen ¢ und 1) wird definiert
als:

p1 (Y, 0) = (mm > po (X Voriy) + c(n - m))

Dabei ist X, die Gruppe der Permutationen auf {1,..., n}.



Punktprozesse | Poissonprozess Approximation | 20. Juni 2016




Punktprozesse | Poissonprozess Approximation | 20. Juni 2016

Abstande zwischen Punktprozessen

Wir definieren den Totalvariations-Abstand zwischen den
Verteilungen zweier Punktprozesse ¢, W iber (N, NV) als

p1v(Po, Py) = sup [P(V € A) — P(® € A)
AeN

= sup [Ef(V) — Ef(®)]
fEFu
wobei F, = {f: N — [0, 1], f messbar}. Ersetze F, durch
Fw ={f: N =R, [f(¢) — f(¢)| < p1(¢, ¢) flr ¢,y € N} oder
Few = {f € Fw, f(N) C [0, 1]}, so erhalt man den
Wasserstein-Abstand pyy.
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Allgemeine Stein-Gleichung

Stein-Gleichung:
f(x) — /fdQ = Ah(x)
Fir den Stein-Operator A soll gelten:

Z, ist gemaB Q verteilt < EAh(Z,) = 0 fur ausreichend
viele Funktionen h: S — R.



Seite 10 Wiederholung | Poissonprozess Approximation 20. Juni 2016

Generator-Ansatz

Markov-Prozess Z auf S:
P(Z(t+r) e A{Z(s),s <t})=P(Z(t+r) € AIZ(1))
firjedes Ac Sund t > 0.

Stationare Anfangsverteilung Q:
/ P(Z(r) € AIZ(0) = x) Q(dx) = Q(A)

D.h. falls Z(0) ~ Q verteilt ist, dann ist auch Z(t) ~ Q fur
jedes t.
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Generator-Ansatz

Infinitesimaler Generator G:
Gh(x) = & E(h(Z(1)12(0) = Xl <o

= lim 1 [E (h(Z(£))|Z(0) = x) — h(x)]

Wobei dom(G) diejenigen h: S — R umfasst, fur die obiger
Grenzwert existiert.
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Generator-Ansatz

Q ist stationare Verteilung von Z genau dann, wenn
/Qh dQ=0

fOr ausreichend viele h: S — R.
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Sei Zy ein Markov-Prozess mit Z,(0) = x fast sicher, G der
Generator und Q die stationare Verteilung. AuBBerdem sei
die Abbildung t — Ef(Z(t)) stetigund hs: S — R mit

he(x) = — / EA(Z (1) — E((Z.)) ot
0
wobei Z, ~ Q sei wohldefiniert.

Dann I6st hy die Stein-Gleichung

f(x) — /de = Gh(x)
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Immigration-Todes Prozess

Ein raumlicher Immigrations-Todes Prozess auf W mit
Immigrationsmaf A mit Dichte A und Pro-Kopf-Todesrate 1
hat den Generator

AB() = [ P0-+5)h(0) M)+ | =5 =h(w) (ko)

und die stationare Verteilung 7, da EAh(My) = 0.
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Immigrations-Todes Prozess
Fur einen I-T Prozess Z,(t) gestartet bei i = Y1, dy, gilt

Z,(t) 2 Zy(t) + Dy(1),

wobei
» Zy(t): I-T Prozess gestartet bei ()

» Dy (t): reiner Todesprozess gestartet bei ), unabhangig
von Zy(t)
Zy(t) ist ein Poissonprozess mit IntensitatsmaR (1 — e~!)A
und Dy(t) = Y7, 1{U; > t} o5, mit Us,..., Upiid.
standard-exponentialverteilt.
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Kopplungsstrategie

Seien v = 37 6.6 = 371 0y X = Yk_y 0z, € N s0 dass
¢, x keine gemeinsamen Punkte haben. Seien

> Zyo(t) = Zy(O) + X 1{V; > 1},
> Zy(t) = Zy(t) + gy 1{We > 1} 0,
I-T Prozesse wobei V;, Wy iid. standard-exponentialverteilt.
Dann ist ihre Kopplungszeit
Typtparix = INF{E >0, Zy14(1) = Zy1 (1)}

unabhangig von Z, und hat Verteilungsfunktion
F(t)=(1—e O™ firt > 0.
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Lésung der Steingleichung

Sei A der Generator des I-T Prozesses und f: N — R
beschréankt und messbar. Dann I6st

he() = - /0 TEA(Z,(t) - Ef(M)at

die Stein-Gleichung
f(4) — Ef(N) = Ah(+)
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Oberschranke fir Ahy

Es qilt
Ahy = sup [he(¢ + dx) — he(¥)]|
PpeN,xeW
_ 1 wenn f € F,
~ ] min {1, '09(‘/"*7;\"9_'/\‘/"\')} wenn f € Fy

wobei v die Euler-Mascheroni-Konstante ist
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Approximation von Gibbsprozessen

Sei ¥ ein Gibbsprozess mit bedingter Intensitat 5* und A ein
endliches Maf auf W mit Dichte A. Dann gilt:

p(Pu,mp) < Dby /WE 1806, W) — A(X)] dx
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