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Aufgabe 1 (2 + 3 + 4 Punkte)
Seien X und Y unabhängige Zufallsvariablen mit X ∼ Γ(b, p1) und Y ∼ Γ(b, p2) für beliebige
b, p1, p2 > 0.

(a) Sei c > 0. Zeige cX ∼ Γ(b/c, p1).

(b) Berechne die Dichte von Y/X.
Hinweis: Verwende Theorem 3.16 aus dem WR-Skript.

(c) Betrachte die Zufallsvariable Z = X/(X + Y ). Es bezeichne fZ die Wahrscheinlichkeits-
dichte von Z. Zeige, dass

fZ(z) = Γ(p1 + p2)
Γ(p1)Γ(p2) z

p1−1(1− z)p2−1 1(0,1)(z).

Beachte: Eine Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeitsdichte fZ heißt beta-verteilt mit Pa-
rametern p1 und p2.

Aufgabe 2 (1,5 + 1,5 + 2 + 3 Punkte)
Sei x1, . . . , xn eine beliebige konkrete Stichprobe der Länge n ≥ 2. Es bezeichne s2

n = s2
n(x1, . . . , xn)

die zugehörige Stichprobenvarianz. Ferner seien a > 0 und b ∈ R beliebig.

(a) Zeige, dass s2
n(x1 + b, . . . , xn + b) = s2

n(x1, . . . , xn).

(b) Zeige, dass s2
n(ax1, . . . , axn) = a2s2

n(x1, . . . , xn).

(c) Zeige, dass

s2
n = 1

1− n

(
nx̄2

n −
n∑

i=1
x2

i

)
.

(d) Betrachte die Abbildung ψ : R −→ [0,∞), definiert durch

ψ(y) =
n∑

i=1
(xi − y)2.

Für welchen Wert y ∈ R wird ψ(y) minimal?

Bitte wenden.

http://www.uni-ulm.de/fileadmin/website_uni_ulm/mawi.inst.110/lehre/ws10/WR/skript.pdf


Aufgabe 3 (2 + 1 Punkte)
Betrachte die Stichprobenvariablen X1, X2, wobei X1, X2 unabhängig und identisch verteilt
sind mit X1 ∼ Ber(p) für beliebiges p ∈ (0, 1).

(a) Bestimme die gemeinsame Verteilung von X̄2 und S2
2 .

(b) Sind X̄2 und S2
2 unabhängig?

Aufgabe 4 (2 + 3 Punkte)
Sei r ∈ N und Ur eine χ2

r-verteilte Zufallsvariable. Zudem bezeichne Φ die Verteilungsfunktion
der Standardnormalverteilung.

(a) Zeige, dass

lim
r→∞

P

(
Ur − r√

2r
≤ z

)
= Φ(z).

(b) Zeige, dass
lim

r→∞
P (
√

2Ur −
√

2r − 1 ≤ z) = Φ(z).


