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Angewandte Stochastik 1 - Ubungsblatt 5
Abgabe: 23. Juni vor Beginn der Ubung. (¥ = 40 Punkte)

Aufgabe 1 (3 + 3 + 4 Punkte)
Fiir i = 1,2,3 sei im Folgenden (X;,Y;) : Q — R? jeweils ein Zufallsvektor mit Verteilungsfunktion
F; : R? — [0, 1]. Bestimme die Randverteilungen® von X; und Y;, i = 1,2, 3, falls

(a) Fy die Zahldichte

Yi| Xi=1 2 3

2 0.1 0.06 0.2
4 0.06 015 0.1
) 0 0.2 0.15

besitzt.

(b) F» die Wahrscheinlichkeitsdichte fo(z,y) = Llk(z,y), (z,y) € R? mit K = {(z,y) € R* :
22 4 y% < 1} besitzt?.

(c) F3 die Wahrscheinlichkeitsdichte

1
™3

e~ 5@ =Tyt (4 ) € R2

f3($a y) =

besitzt.

Aufgabe 2 (3 + 2 Punkte)

Frau Miiller bringt ihrem Sohn jeden Tag nach der Arbeit eine rotationssymmetrische schokoladige
Leckerei mit, die ein wechselndes Spielzeug als Beigabe im Inneren enthélt. Da sich ihr Sohn am meisten
freut, wenn es sich bei dieser Beigabe um ein Auto handelt, hat Frau Miiller darauf geachtet, bei welchem
Supermarkt die Wahrscheinlichkeit dafiir am hochsten ist. Sie hat dabei folgende Vermutung bzgl. der
Wahrscheinlichkeiten fiir ein Auto aufgestellt:

Supermarkt A: 20 %, Supermarkt B: 30 %, Supermarkt C: 10 %, Supermarkt D: 5 %.

Da Frau Miiller an sténdig wechselnden Orten arbeitet, kauft sie mit unterschiedlichen Wahrscheinlich-
keiten in den Supermérkten A-D ein:

Supermarkt A: 20 %, Supermarkt B: 40 %, Supermarkt C: 25 %, Supermarkt D: 15 %.
Nimm nun an, dass die von Frau Miiller geschiatzten Zahlen stimmen.

(a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Frau Miillers Sohn ein Auto findet?

'd.h. im Falle einer absolutstetigen Zufallsvariablen die Wahrscheinlichkeitsdichte und im Falle einer diskreten Zufallsva-
riablen die Z&hldichte.
2Hierbei handelt es sich um die Dichte der Gleichverteilung auf dem Einheitskreis.



(b) Er hat heute ein Auto gefunden. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Frau Miiller im Supermarkt
C eingekauft?

Aufgabe 3 (2 Punkte)

Betrachte einen Tetraeder, der auf drei Seiten jeweils mit griin, blau bzw. rot eingefiarbt ist. Die vierte
Seite ist in drei Teile unterteilt, die mit jeweils einer der Farben geférbt ist; somit tritt auf dieser Seite
jede der drei Farben auf. Wir werfen den Tetraeder und interessieren uns fiir die Ereignisse ,,auf der
unten liegenden Seite findet sich griin“, ,auf der unten liegenden Seite findet sich blau“ und ,auf der
unten liegenden Seite findet sich rot“. Zeige, dass diese Ereignisse zwar paarweise unabhéngig, jedoch
nicht unabhéngig sind.

Aufgabe 4 (1 + 2 + 4 Punkte)
Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Auflerdem bezeichne M C F die Menge aller Ereignisse
die von sich selbst unabhéingig sind.

(a) Zeige: M # 0.

(b) Welche Eigenschaften gelten fiir die Elemente von M hinsichtlich ihrer Wahrscheinlichkeiten?
Finde eine dquivalente Charakterisierung fiir M. Begriinde deine Aussagen!

(c) Zeige, dass M eine o-Algebra ist.

Aufgabe 5 (3 Punkte)

Betrachte folgendes Experiment: Zunéchst wird ein fairer Wiirfel geworfen. Die gefallene Augenzahl
sei durch die Zufallsvariable X beschrieben. Anschlieflend wird X-Mal eine Miinze geworfen (die nicht
zwingend fair sein muss!). Die Zufallsvariable Y sei die Anzahl der Miinzwiirfe, bei denen "Kopf" oben
liegt. Bestimme die Zahldichte des Zufallsvektors (X,Y).

Aufgabe 6 (3 + 4 Punkte)
Bestimme fiir den Zufallsvektor (X,Y) jeweils die bedingte Verteilung® von Y gegeben {X = x}, falls

(a) (X,Y) die Dichte f3 aus Aufgabe 1, (c) besitzt.

(b) (X,Y) fiir (n, k) € N x Ny die Zéhldichte

0 k>n

P(X=n,Y =k)={ ’

( ) {(Z)pk:-l-l(l _p)Zn—k—l’ k <n
besitzt, wobei p € (0,1) ein Parameter sei.

Aufgabe 7 (6 Punkte)

Die Zufallsvariable N ~ Poi(\), A > 0 beschreibe die Anzahl der Fehlermeldungen eines Systems an
einem bestimmten Tag. Mit Wahrscheinlichkeit p € (0,1) wird eine Fehlermeldung durch ein im System
defektes Bauteil ausgelost. Die Anzahl der Fehlermeldungen eines Tages, die auf ein defektes Bauteil
zuriickzufithren sind, sei durch die Zufallsvariable Z beschrieben. Zeige, dass Z ~ Poi(\p), falls davon
ausgegangen wird, dass sowohl die Ursachen der einzelnen Fehlermeldungen unabhéingig sind als auch
deren Anzahl N unabhingig von den Fehlerursachen ist.

3d.h. im Falle einer absolutstetigen Zufallsvariablen die bedingte Dichte und im Falle einer diskreten Zufallsvariablen die
bedingte Zahldichte.



