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1 Einleitung

1.1 Was ist Stochastik?

Der Begriff Stochastik stammt urspriinglich aus dem Griechischen und bedeutet dort: die Kunst des geschickten
Vermutens. Die mathematische Stochastik befafit sich mit der Beschreibung und Untersuchung von Ereignissen,
zeitlichen Entwicklungen bzw. rdumlichen Strukturen, die vom Zufall beeinfluffit werden. Solche Ereignisse,
Entwicklungen bzw. Strukturen werden oft durch Daten dokumentiert, fiir deren Analyse die Statistik — ein
Teilgebiet der Stochastik — geeignete Methoden bereitstellt.

1.2 Typische Fragestellungen und Ergebnisse
Zu den Aufgaben der Stochastik gehort die Bewertung von Ereignissen, Entwicklungen bzw. Strukturen durch
die Bestimmung ihrer Wahrscheinlichkeit, die eine Mafizahl fiir die Chance ihres Eintretens ist.

Das Phinomen ,Zufall” kommt in vielfdltiger Weise in zahlreichen Bereichen des téglichen Lebens vor, z.B. bei
der Vorhersage von zukiinftigen Aktienkursen bzw. Zinssdtzen, bei der Wettervorhersage, bei Wiirfel- bzw.
Kartenspielen, beim Zahlenlotto, usw.

Stochastische Modelle sind in vielen Disziplinen der Wissenschaft ein wichtiges Hilfsmittel, so in

e Informatik und Ingenieurwissenschaften (z.B. bei der Dimensionierung und Leistungsanalyse von Kommunikations-

und Rechnersystemen)
e Physik, Chemie und Materialwissenschaften (z.B. bei der Strukturanalyse von Werkstoffen)

e Wirtschaftswissenschaften (z.B. beim Risikomanagement von Versicherungen und Banken, Analyse von
Finanzmarkten)

e Biologie, Medizin, Gesundheitsokonomie und Epidemiologie (z.B. bei Kostenanalyse, Mustererkennung,
Bildanalyse)

Es ist iiblich, die Stochastik in die folgenden Teilgebiete zu unterteilen:

e Wahrscheinlichkeitsrechnung
o Statistik
e stochastische Prozesse und Felder (z.B. Markov-Modelle)

e stochastische Simulation (z.B. Markov-Chain-Monte-Carlo)
Typische Fragestellungen und Ergebnisse der Stochastik sind

e geschlossene Formeln fiir die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen, Entwicklungen bzw. Strukturen (oftmals
nur unter restriktiven Modellannahmen mdglich)

o Grenzwertsitze (Ndherungslosungen, z.B. Gesetz der grofien Zahlen, Zentraler Grenzwertsatz)

e Methoden zur Schitzung unbekannter Modellparameter; Tests hypothetischer Modellannahmen (Signifikanztests)

e Kopplung von stochastischer Modellierung, statistischer Datenanalyse und Computer-Simulation
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1.3 Beispiel

Betrachten Roulette-Spiel mit 38 mdglichen Ausgingen, ndmlich 18 rote Felder, 18 schwarze Felder und 2 griine
Felder. Betrachten Spieler, der auf ,Rot” setzt. Er gewinnt 1 Euro mit der Wahrscheinlichkeit % und verliert 1
Euro mit der Wahrscheinlichkeit %. Sei nun X, der zufillige ,,Gewinn” beim n-ten Spiel. Dann gilt:

9 10

Die Zufallsgrofien X1, Xo, . . . sind unabhdngig und identisch verteilt. Betrachten Gesamtgewinn S, = X1+...+X,
aus den ersten n Spielen. Die Folge S1, S5, ... heifst Random Walk.

Wie grofs ist der erwartete Gewinn E X, beim n-ten Spiel? Wie grof ist der erwartete Gesamtgewinn E S, aus
den ersten n Spielen? Es gilt:

EX, = 1-{+(-1)- =—-0.05263
ES, = EX;+...+EX,=-n-0.05263

(Schwaches) Gesetz der grofen Zahlen ,Fiir grofie n ist 5= nahe bei E X; mit hoher Wahrscheinlichkeit.”

n

Zentraler Grenzwertsatz Fiir grofle n 1afit sich die Wahrscheinlichkeit P (an < % < bn) durch die Nor-
malverteilung approximieren.”

Beachte Den Begriffsbildungen ,,Zufallsgréfse”, ,unabhéngig”, ,identisch verteilt”, fiir grofe n”, ,nahe bei E X1,
,mit hoher Wahrscheinlichkeit” bzw. ,,Normalverteilung” liegen mathematische Definitionen zugrunde. Sie
gehoren zu den Grundbegriffen der Stochastik, die in den folgenden Abschnitten detailliert erldutert werden.
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2 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

2.1 Ereignisse als Mengen

Wir modellieren Ereignisse als Mengen. Dabei ist eine Menge eine Zusammenfassung von wohldefinierten und
unterscheidbaren Dingen (Elemente) zu einem Ganzen.

Schreibweise () Grundmenge, w Element
w € Q: w ist Element von 2
w ¢ Q: w ist nicht Element von 2
A ={a,b,c,...}: Die Menge A besteht aus den Elementen a,b,c, ...
A ={w:w € Q, w hat Eigenschaft E}: A besteht aus denjenigen Elementen w von {2, die die Eigenschaft
E haben.

Beispiel Q =N, 4A={2,4,6,...} = {n:n € N,n ist durch 2 teilbar}

Der Vergleich von Ereignissen erfolgt durch den Vergleich der Mengen, durch die die Ereignisse modelliert werden.

Definition 2.1

1. A; C Az bedeutet, A; ist Teilmenge von Az, d.h. aus w € A; folgt w € A,y
2. A = Ag, falls A; C A und A5 C A;.

Betrachten Ereignisse, die bei einem Zufallsexperiment (z.B. Miinzwurf, Werfen eines Wiirfels, Roulette-Spiel,
Erzeugen einer Pseudozufallszahl mit einem Zufallszahlengenerator) eintreten konnen. Dann ist

e O = Menge aller moglichen Versuchsergebnisse (Grundmenge, Grundgesamtheit, Merkmalraum, Stich-
probenraum);

A1, A2 C Q: Ereignisse = Teilmengen von Versuchsergebnissen mit bestimmten Eigenschaften;

{w} C Q: Elementarereignis = ein (einzelnes) Versuchsergebnis;

e Angenommen: bei einem Versuch wird das Ergebnis w erzielt. Dann sagen wir: Das Ereignis A tritt ein,
falls w € A.

Fir A; C A gilt: Wenn A; eintritt, dann tritt auch A ein.

Beispiel (einmaliges Wiirfeln): Q = {1,2,3,4, 5, 6}; Elementarereignisse {1},{2},...,{6}.
Das Ereignis A; = {2} tritt genau dann ein, wenn die Zahl 2 gewiirfelt wird.
Das Ereignis Ay = {2,4,6} tritt genau dann ein, wenn eine gerade Zahl gewiirfelt wird.
Also gilt: A; C As, d.h., wenn A; eintritt, dann tritt auch A, ein.

Definition 2.2  Diejenige Teilmenge von {1, die kein Element enthilt, heift leere Menge und wird mit ()
bezeichnet.

Beachte Das Ereignis () tritt niemals ein und wird deshalb unmdgliches Ereignis genannt.
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2.2 Ereignissysteme

Aus gegebenen Ereignissen Ap, Aa, ... kann man durch deren ,Verkniipfung” weitere Ereignisse bilden. Dies wird
durch die folgenden Mengenoperationen modelliert.

Definition 2.3

1. Vereinigungsmenge A; U As: Menge aller Elemente, die zu A; oder A gehdren.

o
U A; = A1 U A2 U...: Menge aller Elemente, die zu mindestens einer der Mengen A; gehoren.
i=1

2. Schnittmenge A1 N Ay: Menge aller Elemente, die zu 4y und A, gehoren.
oo

N A; = A1 N A2 N...: Menge aller Elemente, die zu jeder der Mengen A; gehoren.
i=1

3. Differenzmenge A; \ Aa: Menge aller Elemente von A, die nicht zu Ay gehdren.
Spezialfall: A° = Q\ A (Komplement)

Beispiel Sei Q ={a,b,c,d}, A1 ={a,b,c}, Ay = {b,d}.
Dann gilt 41 U Ay = {a,b, c, d}, A1 NAs = {b}, Ay \A2 = {a,c}; Af = {d}

Beachte

1. Das Ereignis A; U A, tritt genau dann ein, wenn A; oder A, oder beide eintreten.
2. Das Ereignis A; N As tritt genau dann ein, wenn A; und A, eintreten.

3. Das Ereignis A; \ Aa tritt genau dann ein, wenn A; eintritt und A nicht eintritt.
Lemma 2.4 Fiir beliebige Mengen A;, Ay C Q gilt: A; \ Ay = 4; N AS.
Beweis Kklar
Definition 2.5 Die Mengen A;, As,... C Q heifien paarweise disjunkt, falls A; N A; = () fiir beliebige i # j.
Bemerkung Jede beliebige Folge von Mengen A;, As,... C 2 kann man in eine Folge von paarweise disjunkten
Mengen A}, A5, ... Uberfithren: Sei A} = A;, A) = Ay \ A}, A = A3\ (AJUA)),...

o o0
Dann gilt: AN A} =0 fiir i # j,und J 4= U 4,
n=1 =1

Weitere Eigenschaften Sei A,B,C C (.
1. Eindeutigkeitsgesetze: AUD = A, AND=0,AUQ=0,ANQ=A
(allgemein: falls A C B, dann gilt ANB =A,AUB = B)
2. de Morgansche Gesetze: (AU B)® = A°N B¢, (ANDB)° = A°UB°
3. Assoziativ-Gesetze: AU(BUC)=(AUB)UC,AN(BNC)=(AnB)NC
4. Distributiv-Gesetze: AU(BNC)=(AUB)N(AUC),AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Es ist oft nicht zweckméfig, alle moglichen Teilmengen von 2 in die Modellierung einzubeziehen, sondern man
betrachtet nur die Familie derjenigen Teilmengen von {2, deren Wahrscheinlichkeiten tatsichlich von Interesse
sind. Diese Mengenfamilie soll jedoch abgeschlossen sein beziiglich der Operationen U, N, \, was durch die folgende
Begriffsbildung erreicht wird.

Definition 2.6 FEine nichtleere Familie F von Teilmengen von 2 heifst Algebra, falls

(Al) Ae F=AeF
(A2) A17A2€.7:$A1UA2€.¢
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Beispiel Q= {a,b,c,d}, F1 = {0,{a},{b,c,d},Q} ist eine Algebra, F» = {0,{a}, {b,c},Q} ist dagegen keine
Algebra.

Lemma 2.7 Sei F eine Algebra und Ay, Ao, ... , A, € F. Dann gilt

0,QeF
AiNAy e F
Al\A2€.7:

- W

U A,’E]‘-,.nAiE]‘-

=1 =1
Beweis
1. Weil F nicht leer, gibt es ein A € F, A C Q. Also gilt A° € F wegen (A1) bzw.
AU A° € F wegen (A2) bzw. Q° € F wegen (A1)
S—— ~~
=Q =0
2. AiNAs = (ASUAS) e F
3. Al\AQ :AlﬂAg :(AiUAz)C eF
4. Induktion

Um Grenzwerte bilden zu konnen, ist es erforderlich, daff das Mengensystem F nicht nur abgeschlossen ist
beziiglich Vereinigung bzw. Durchschnitt von endlich vielen Mengen (vgl. Teilaussage 4 von Lemma, 2.7), sondern
auch beziiglich Vereinigung bzw. Durchschnitt von abzdhlbar unendlich vielen Mengen. Dies wird durch die
Hinzunahme der folgenden Bedingung erreicht.

Definition 2.8 Eine Algebra F heifit o-Algebra, falls zusétzlich

(A3) A, Ay, .. .EF = UAzG}"gllt
=1

1=

Beachte

1. Das Paar (Q,F) heiflt Mefraum, falls F eine o-Algebra ist.

2. Sei 2 = N, und sei F die Familie derjenigen Teilmengen A von N, so daf entweder A oder A° nur
endlich viele Elemente hat. Das Mengensystem F ist eine Algebra, jedoch keine o-Algebra.

3. Fiir jedes Q ist die Potenzmenge P, d.h. die Familie aller Teilmengen von 2, stets eine o-Algebra.

4. Falls 2 endlich oder abzdhlbar unendlich ist, kann F = P gewdhlt werden. Falls Q nicht abz&hlbar
ist (z.B. @ = R oder Q = [0,1]), dann mufs eine kleinere o-Algebra betrachtet werden (nicht P), vgl.
Abschnitt 3.1.

2.3 Wahrscheinlichkeitsmafie

Gegeben sei ein Mefiraum (2, F). Betrachten eine Mengenfunktion, d.h. eine Abbildung P : F — [0, 1], die jeder
Menge A € F eine Zahl P(A) € [0,1] zuordnet. Dann heifft P(A) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A € F.

Definition 2.9 Die Mengenfunktion P : F — [0,1] heifit Wahrscheinlichkeitsmaf auf F, falls
(P1) P(Q2) =1 (,Normiertheit”)
oo o0
(P2) P(U Ai) = > P(A;) fur paarweise disjunkte A;, Az, ... € F (,,o-Additivitat”)
i=1 i=1

Falls (Q,F) ein Mefraum und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf F ist, dann heifit das Tripel (2, F, P)
Wahrscheinlichkeitsraum.
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Theorem 2.10 Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, A, As,... € F. Dann gilt
P(A°) =1- P(4)

Ay C A #P(Al) < P(AQ)

P(A1 UAQ) = P(Al) +P(A2) — P(Al ﬂAQ)

4. P((J A)) < 2 P(4)

w oo

Beweis

1. 1= P(Q) = P(AU A°) = P(A) + P (4°)

2. P(Ag) = P(Al @] (A2 \Al)) = P(Al) + P(A2 \Al) = P(Ag) > P(Al)
>0

3. Wegen Al U A2 = (A]_ \ (A2 n Al)) U (Al n Az) U (A2 \ (Al n Az)) gllt

P(A;UAy)=P(A1\ (A2 NA;)) + P(A1 N As) + P(Ay \ (A1 N Ap)).
Weil P(A\ B) = P(A) — P(B) fiir A, B € F mit A D B gilt, folgt hieraus die Behauptung.

4. Ubungsaufgabe

2.4 Endliche Wahrscheinlichkeitsriume
2.4.1 Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum

Fiir jedes A C Q bezeichne |A| die Anzahl der Elemente, die zu A gehdren. Es gelte |Q] < oo (und damit auch
|A| < oo fiir jedes A C Q). Ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit || < oo heifit endlicher Wahrschein-
lichkeitsraum.

Definition 2.11 Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (Q,P(Q), P), bei dem alle Elementarereignisse gleich-

wahrscheinlich sind, d.h. P({w}) = IQ\ ,Yw € Q, heiflt Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum.

Beachte Sei (2, P(f2), P) ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir jedes A C Q gilt dann P(A) = |A|/|Q|
wegen der o-Additivitat von Wahrscheinlichkeitsmafien. Die so gegebene Wahrscheinlichkeit P(A) = |A|/|]
heifit Laplacesche Wahrscheinlichkeit.

Beispiel (zweimaliges Wiirfeln)
= (4,§) (¢ = Augenzahl beim 1. Wurf; j = Augenzahl beim 2. Wurf)
O ={(i,7) : 1 < i,k <6}; |Q =36; F =P(Q).
Sei p: Q — [0,1] mit p(w;) = p(ws) Ywi,ws € Qund Y p(w) = 1. Hieraus folgt, dak p(w) = 35 Yw € Q.
weR
Fiir ein beliebiges Ereignis A C § definieren wir P(A) = Z p(w). D.h. P(A) = |A|/|9.

Sei beispielsweise A = {Gesamtaugenzahl > 10} = {(s, 6) (6 5),(5,6),(6,4),(4,6),(5,5)}.

Dann gilt [A| = 6 und somit P(4) = & = ¢.

2.4.2 Einfache Urnenmodelle

Gegeben sei eine Urne mit N Elementen, die mit den Zahlen 1,2,... , N numeriert werden. Aus dieser Urne
werden n Elemente ,zuféllig” entnommen. FErgebnis des gesamten Losvorganges ist ein n-Tupel (i1,... i)
Dabei gibt i; die Nummer des Elementes an, das bei der j-ten Ziehung entnommen wird. Wir betrachten vier
verschiedene Arten von Losvorgéngen, die sich durch Kombination der folgenden Vorgehensweisen ergeben:

e mit Zuriicklegen (d.h., Mehrfachziehungen sind mdglich)

e ohne Zuriicklegen (d.h., jedes Element kann maximal einmal gezogen werden)
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o mit Reihenfolge (d.h. (1,1,4,2) # (1,2,4,1))
e ohne Reihenfolge (d.h. (1,1,4,2) = (1,2,4,1))

Sei D = {1,2,...,N} die Menge der Elemente, die sich zu Beginn des Zufallsexperimentes in der Urne befinden.
Die Grundmengen Qj — Qy, die die vier verschiedenen Arten von Losvorgingen modellieren, haben die folgende
Gestalt:

1. Stichprobe mit Reihenfolge und mit Zuriicklegen
Qr={w=(w1,... ,wp),w; € Dfiri=1,... ,n} =D"
] = N7

2. Stichprobe mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen
Qr={w=(w1,... ,wn),w; € D,w; #wj fiir i # j}
Stufe 1: N Moglichkeiten
Stufe 2: N — 1 Moglichkeiten

Stufe n: (N —n + 1) Moglichkeiten
Also: |2y =N -(N=1)-...-(N—n+1) = 7
Wichtiger Spezialfall: n = N (Permutationen) = |Qrr| = N!

3. Stichprobe ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen
Qrrr = {w = {wl,... ,wn},wi EDw <w <...< wn}
Also: |Qrrr| = (1v+n')'m = (]Z) (Binomialkoeffizient)

4. Stichprobe ohne Reihenfolge und mit Zuriicklegen

Qry = {w = {wl,... ,wn},wi €D,w <w < ... Swn}
|QI | — (N+n—1) — (N4n-1)!
v n nl.(N—1)!
Zusammenfassung
Stichprobe vom
Umfang n aus mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen
{1,2,...,N}
. . ! terscheidbare
mit Reihenfolge || =N" |Qr| = ﬁ uMna.rlien 8
ohne  Reihen- N+4n—1 N ununterscheidbare
folge Qv|= (") Q| = () Marken
Verteilung von
mit Mehrfachbelegung | ohne Mehrfachbelegung | n Marken auf N
Zellen
Beispiele

1. Von den 16 Mannschaften, die am UEFA-Cup eines bestimmten Jahrganges teilnehmen, seien 2
Mannschaften aus Deutschland. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit einer rein deutschen Paarung
in der ersten Runde?

Liésung: N = 16,n = 2 (mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen) 8 - 2 - 14!/16! = 1/15.

2. Angenommen: 4 identische Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
daf die vier Augenzahlen voneinander verschieden sind?
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Erste Losungsidee: Stichprobe ohne Reihenfolge und mit Zuriicklegen. = |Qry| = (6+i_1) = 126.
Problem: keine Chancengleichheit der Elementarereignisse, denn {1,1, 1,1} ist (4!)-mal weniger wahrschein-
lich als {1,2, 3,4} (wegen der Permutationen).
besser: Wir nehmen an, daff wir die 4 Wiirfel nacheinander werfen und dabei auf die Reihenfolge der
erzielten Augenzahlen achten.
= Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum.
|27| = 6* (Anzahl der moglichen Fille), A C Qy, A = {Stichproben, bestehend aus 4 unterschiedlichen
Augenzahlen}, |A| = 6-5-4-3 (Anzahl der giinstigen Fille)

1A 6-5-4-3 5

P(4) = Q7 64 18

3. Zahlenlotto: n = 6 aus N = 49 (ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen)
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens 4 Richtige zu haben?
Losung: D = {1,...,49}, |Qrr1] = (469), Qrrr ={w={wi1,... ,we},w; € Dyw; <...<wg}
A; = { genau i Richtige }, P(As U A5 U Ag) =7
Weil A; N Aj = Vi 75 7, gllt P(A4 UAs U Ae) = P(A4) + P(A5) + P(Ae)
Dabe ist [ 44| = (3 (5). 1451 = () (%), 14l = () (5) = 1

pay = W) +(4(§)) (V)1 _ (000087

Beachte Dieses Beispiel ist ein Spezialfall der hypergeometrischen Verteilung.

=

Hypergeometrische Verteilung  Betrachten Urne mit N Elementen, wobei zwei Typen von Elementen
vorhanden seien (S schwarze Kugeln, R rote Kugeln); N = S + R. Sei n =Anzahl der insgesamt ent-
nommenen Kugeln; s =Anzahl der entnommenen schwarzen Kugeln; P(s,n;S, N) =Wahrscheinlichkeit,
dafs s schwarze Kugeln bei der Entnahme von insgesamt n Kugeln gezogen werden, falls von den N vorhan-
denen Kugeln S schwarz sind.

()G

()

= P(s,n;S,N) =
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3 Zufallsvariable und ihre Charakteristiken

3.1 Zufallsvariable

Betrachten einen beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) und ein beliebiges Element w € 2, wobei wir so
wie bisher {w} als Elementarereignis bzw. Versuchsergebnis interpretieren.

Beachte Hiufig interessiert nicht w selbst, sondern eine (quantitative oder qualitative) Kennzahl X (w) von w,
d.h., wir betrachten die Abbildung w — X (w).

Beispiele

1. © = Menge von Eintragungen in einem Telefonbuch
w = Familienname, X (w) = Anzahl der Buchstaben von w
oder
w = Telefonnummer, X (w) = Anzahl der Ziffer ,1” in w
2. zweimaliges Wiirfeln Q = {w = (w1;w2),w; € {1,...,6}}
Augensumme w — X (w) = w1 + we
Sei A = {w: X(w) =10} = {(6,4),(5,5),(4,6)} bzw. allgemeiner A = {w : X(w) = k}, wobei
ke{2,...,12}.
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(A). Hierfiir ist es erforderlich, daf A € F.
Allgemein muf also {w : w € Q, X (w) = k} € F fiir jedes k = 2,...,12 gelten.
Bei diesem Beispiel ist das gleichbedeutend mit {w : w € @, X (w) < z} € F fiir jedes z € R.

Das fiihrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition 3.1 Sei (Q,F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbildung X : Q@ — R heift Zu-
fallsvariable (bzw. Zufallsgrifle), falls

{wweX(w)<z}eF VzeR. (1)
Beachte

1. Die Regularitétsbedingung (1) wird MefSbarkeit der Abbildung X beziiglich der o-Algebra F genannt.

2. In vielen Fallen interessiert nicht nur die Wahrscheinlichkeit, daf die Werte X (w) der Zufallsvariable X
einen vorgegebenen Schwellenwert z nicht iberschreiten, d.h., daf X Werte im Intervall B = (—o00, z]
annimmt.

3. Oftmals interessiert auch die Wahrscheinlichkeit, daft X Werte in einer allgemeineren Teilmenge B C R
annimmt, wobei B beispielsweise die Vereinigung von mehreren disjunkten Intervallen sein kann.

4. Deshalb wird nicht nur im Grundraum (2, sondern auch im Bildraum R ein System von Teilmengen
von R betrachtet, das abgeschlossen beziiglich der Mengenoperationen U, N, \ ist, d.h. eine o-Algebra
ist.

5. Dabei wird oft die sogenannte Borel-o-Algebra B(R) betrachtet, die definiert ist als die kleinste o-
Algebra von Teilmengen von R, die alle offenen Intervalle (a,b) enthilt; —oco < a < b < co. D.h.

B(R) = a({(a,b), —co<a<b< oo})
Erzeug;system

6. Insbesondere enthélt B(R) auch alle halboffenen bzw. abgeschlossenen Intervalle, denn es gilt

(a,b] = ﬁ(a,b-m’l) € B(R), [a,b) = ﬁ(a—n’l,b) € B(R), [a,b] = ﬁ(a—n’l,b-i—n’l) € B(R).

7. Fiir jede abzdhlbare Teilmenge C = {z1,%2,...} von R gilt C € B(R), denn fiir jedes z € R gilt
{z} =N, (z—n"t,z+nt) € B(R) und damit auch C = |J;2,{z;} € B(R).
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3.2 Verteilung von Zufallsvariablen

Die Regularititsbedingung (1) in Definition 3.1 kann durch die folgende (scheinbar schirfere, in Wirklichkeit
jedoch dquivalente) Bedingung ersetzt werden: Fiir jede Zufallsvariable X : Q — R gilt

{w:we,Xw)eB}eF VBeBR).
Dies fiihrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition 3.2 Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und X : © — R sei eine beliebige Zu-
fallsvariable. Die Verteilung der Zufallsvariable X ist die Mengenfunktion Px : B(R) — [0, 1] mit

Px(B)=P(w:we€ Q,X(w) € B) VB € B(R). (2)

Beachte

1. Die in (2) definierte Mengenfunktion Px ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf dem Mefiraum (R, B(R)).
2. Die Abbildung P — Px nennt man Maftransport vom Mefraum (Q, F) in den Mefraum (R, B(R)).

Die folgende Kurzschreibweise ist iiblich: P(X € B) = P({w:w € Q, X (w) € B}) VB € B(R)
Speziell: P(X <z)=P({w:we€ N, X(w) <z}) Vz € R

3.2.1 Diskrete Zufallsvariable; Wahrscheinlichkeitsfunktion

Wir unterscheiden 2 (Grund-) Typen von Zufallsvariablen: diskrete und absolutstetige Zufallsvariable.

Definition 3.3 Die Zufallsvariable X (bzw. ihre Verteilung) heift diskret, falls es eine abzahlbare Teilmenge
C C Rgibt, soda P(X € C) = 1.

Beachte Der Begriff der absolutstetigen Zufallsvariable wird spéter in Definition 3.6 eingefiihrt. Wir erw&hnen
jedoch schon jetzt ein wichtiges Unterscheidungsmerkmal:

1. diskrete Zufallsvariable haben einen abzdhlbaren Wertebereich, z.B. N,Z,Q C R
z.B. sei X = Augensumme bei zweimaligem Wiirfeln = X : Q@ — {2,3,...,12}

2. absolutstetige Zufallsvariable haben einen tiberabzéhlbaren Wertebereich, z.B. [a, b], [a, 00), (—o0, b], R
z.B. Roulette mit drehbarem Zeiger und ,kontinuierlicher” Skala, wobei
X = Wert des Spiels = Winkel des Zeigers, d.h. X : Q@ — [0, 2)

Definition 3.4 Sei X eine diskrete Zufallsvariable, d.h., es gebe eine abzdhlbare Menge C' = {z1, z2, ... }, so
daf P(X € C) = 1. Dann heiftt die Folge p1,po, ... mit pp = P(X = z) Wahrscheinlichkeitsfunktion (bzw.
Zahldichte) von X.

Beachte

o0
1. Fiir jede Wahrscheinlichkeitsfunktion {py} gilt pr > 0 fiir jedes k=1,2,... und ) pr = 1.
k=1
2. Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen X wird eindeutig durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion
{pr} bestimmt. Fiir jedes zj € C heifit die Zahl p, = P(X = zy,) Einzelwahrscheinlichkeit von X.

Beispiele

1. zweimaliges Wiirfeln

e Sei X = Summe der Augenzahlen beim zweimaligen Wiirfeln.
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e Dann gilt P(X € C)=1mit C ={2,3,...,12},dh. z, =k + 1.
e Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X ist gegeben durch:

w2 ]3] a]s 6] 7]s]o]w|n|n
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
pk“%‘%‘%‘%‘%‘%‘%‘%‘%‘%‘%

2. Bernoulli-Schema

e Einmaliger Miinzwurf: Oy = {0, 1}, ,,0° = Wappen, ,1” = Zahl

e n-maliger Miinzwurf: Fiir ¢ = 1,... ,n setzen wir Q; = {0, 1}, wobei P;({w;}) = % im Fall einer
fairen Miinze bzw. allgemein P;({1}) = a; und P;({0}) =1 —a;.
o Bei identischen Versuchsbedingungen nehmen wir an, daf a; = a2 =...=a, =p, p € [0, 1].

e Unabhingige Versuche modellieren wir durch den Ansatz (2, F, P) mit

D=0 Xx...xQ, ={w= (w1, -..,wn), w; € {0, 1}}, F =P(Q),

wobei P das sogenannte Produktmaf auf F ist, fir das gilt: P({w}) = [[ Pi({w:})-
i=1

e Sei w = (wi,...,wn) € Q ein beliebiges Elementarereignis. Dann gilt

P{{w) = J] a JI @ —ay)

twi;=1 J:w; =0
e Fir w € Qmit [{i:w; =1} =k und a1 = as = ... = a, = p gilt dann insbesondere
P({w}) =p* A -p)"7*.

e Deuten ,1” als Erfolg und ,,0” als Mifierfolg.
e Sei X = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen. Falls a; = a2 = ... = a,, = p, dann gilt

P(X =k) = (Z)pk(l —p)"t VE=0,1,...,n.

e Sprechweise: X ist binomialverteilt mit den Parametern n und p.
e Spezialfall: Falls n = 1, dann sagen wir, daft X Bernoulli-verteilt ist.

3.2.2 Grundlegende Klassen diskreter Verteilungen (Zusammenfassung)

1. Hypergeometrische Verteilung (Urnenmodell)

Betrachten Urne mit N Elementen (S schwarze, R rote Kugeln), d.h. N = S + R;

n Elemente, n < N, sollen insgesamt ausgewihlt werden;

X = zufallige Anzahl von schwarzen Kugeln bei n Entnahmen

() Goi)

)

X :Q—-40,1,... ,min{n, S}}, pr=P(X=k)= k=1,...,min{S,n}

3 Parameter: N, S < N, n < N;

e Berechnung der Einzelwahrscheinlichkeiten py ist schwierig, falls N und S grofs sind;

Ausweg: Binomialverteilung liefert Niherungsformel, falls N, .S — oo, % ¢
,N—oc0
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2. Binomialverteilung (Bernoulli-Schema))

e n-maliger Miinzwurf;

identische Erfolgswahrscheinlichkeiten ay = ... = a, = p;
e X = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen

X:Q-{0,1,...,n}, pk=P(X=k)=<

Fiir jedes £k =0,1,... ,n gilt
DD | (=
(%)
falls N, S — oo, & e o

2 Parameter: n und p (Schreibweise: Bin(n,p));

Berechnung der Einzelwahrscheinlichkeiten py, ist schwierig, falls n grofs und p klein ist;

Ausweg: Poisson-Verteilung liefert Naherungsformel, falls n — oo und p — 0 mit n - p — A, so daf
0<A<oo0.

3. Poisson-Verteilung (Gesetz der seltenen Ereignisse)

e Betrachten diskrete Zufallsvariable X : Q — {0,1,...};
e die Einzelwahrscheinlichkeiten pr, = P(X = k) seien gegeben durch

DL
pkzﬁe , k=0,1,...;
e 1 Parameter: A (Schreibweise: Poi(\));
o (Gesetz der seltenen Ereignisse: Fiir jedes k =0,1,... gilt

n\ & e A
falls n > cound p > O mit n-p — .

4. geometrische Verteilung

e Sei X = die Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg im Bernoulli-Schema (mit n = o0), d.h.
X:Q->{1,2,...}

e die Einzelwahrscheinlichkeiten pr, = P(X = k) sind dann gegeben durch
pk:p(l_p)k_l, k:15277

e 1 Parameter: p € [0,1].

3.2.3 Verteilungsfunktion; absolutstetige Zufallsvariable

Sei (Q, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X : @ — R eine beliebige Zufallsvariable.

Definition 3.5 Die Funktion Fx : R — [0,1] mit Fx(z) = P(X < z) heifit Verteilungsfunktion von X.
Eigenschaften von Verteilungsfunktionen

1. Asymptotisches Verhalten im Unendlichen: Fx(—oo) = lim Fx(z) =0, Fx(o0) = lim Fx(z)=1

Tr——00 I —r00
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2. Monotonie: Fx(z) < Fx(xz + h) Vzx € Rund h >0
3. Rechtsstetigkeit: Fx(z) ist rechtsseitig stetig, d.h. fiir jede Folge {h,} mit h, > 0 und lim h, = 0 gilt
n— oo

lim Fx(z + h,) = Fx(z) Vz € R.

n—oo

Beachte
1. Mit Hilfe der Verteilungsfunktion F'x lassen sich auch die folgenden Wahrscheinlichkeiten ausdriicken
Pla<X<b), Pla<X<bh), Pla<X<b), Pla<X<bh),

denn es gilt beispielsweise

Pla<X <b) = PUX <b}\{X <a})
P(X <b) - P(X < a)

Fx(b) —E%Fx(a— ]'L) -

2. Im allgemeinen gilt jedoch nicht F'(a) = lg?olF x(a — h).
3. Fiir die Verteilungsfunktion Fx einer diskreten Zufallsvariable X gilt fiir jedes = € R:
Fx(x) = P(X<z)
= P( U (x=mu})

k:zxp<z

Y P(X =u)

k:zxp<z

Z pk?

k:zp <z

wobei p, = P(X = zy,).

4. Die Verteilungsfunktion F'x einer diskreten Zufallsvariablen X ist eine sogenannte Treppenfunktion,
d.h. eine stiickweise konstante Funktion mit der Sprunghthe py im Punkt zy.

Definition 3.6 Die Zufallsvariable X : ) — R (bzw. ihre Verteilung) heifit absolutstetig, falls die Verteilungs-
funktion F'x von X die folgende Integraldarstellung

Fy(z) = / fx@Wdy  VeeR 3)

besitzt, wobei fx : R — [0, 00) eine (integrierbare) Funktion mit nichtnegativen Werten ist, die Dichte (bzw.
Wahrscheinlichkeitsdichte) von X genannt wird.

Beachte
1. Die Verteilungsfunktion F'x (und damit auch die Verteilung Px) einer absolutstetigen Zufallsgrofe X
wird eindeutig durch die Dichte fx bestimmt.

2. Bei vielen Anwendungen ist die Dichte fx eine (zumindest stiickweise) stetige Funktion. Das Integral
in der Definitionsgleichung (3) ist dann ein gewohnliches Riemann-Integral.

3. Falls X absolutstetig ist, dann hat die Verteilungsfunktion Fx keine Spriinge, d.h., Fix ist eine (im
iiblichen Sinne) stetige Funktion. Hieraus folgt insbesondere, daft

P(X=2)=0 VxzeR. (4)
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Beweis von (4). Es gilt
PX=z) = lgirolP(w—h<X§$+h)=1211&(P(X§m+h)—P(X§$—h))
= %%(Fx(w+h)—FX(w—h))=1}}£%Fx(w+h)—lhl%FX(m—h)
= Fx(w)—Fx(w)ZO

4. Die Verteilungsfunktion Fx einer absolutstetigen Zufallsvariablen X ist jedoch im allgemeinen nicht
iiberall differenzierbar. Und zwar ist F'x dort nicht differenzierbar, wo die Dichte fx Sprungstellen
hat.

Beispiele Um die Verteilung einer absolutstetigen Zufallsvariable X zu beschreiben, geniigt es, die Dichte fx
zu betrachten, weil durch fx die Verteilungsfunktion F'x und damit auch die Verteilung Px von X eindeutig
bestimmt wird.

1. Normalverteilung N(u,o?) mit den Parametern p € R und o2 > 0:

_ 1 (x — p)?
fx(z) = = P (— 552 Vz € R (5)
Spezialfall: Standardnormalverteilung N(0,1). Dann nimmt die Dichte fx(z) in (5) die folgende Form
an:
fx(x) 1 e ( $2) Vz € R (6)
- — — ex _—
X o p D)

2. Ezponentialverteilung Exp(A) mit Parameter A > 0:

Ae=? fallsz >0
0, falls x <0

fx(z) =

3. Gleichverteilung U(a,b) mit den Parametern a,b € R, wobei a < b:

, fallsa<z<b
fX (Qj) = b —a
0 sonst

Beachte
e Absolutstetige Verteilungen treten oft als (asymptotische) Niherungslosungen beim Ubergang zu Gren-
zwerten auf.

e So 1afit sich beispielsweise die Binomialverteilung mit den Parametern n und p durch die Standard-
normalverteilung approximieren, falls n grof ist. Denn fiir beliebige p € (0,1) und a,b € R mit a < b
gilt

X —_
1imP(a< n _ NP

n—00 vnp(1 —p)

wobei X,, binomialverteilt (mit den Parametern n und p) und X standardnormalverteilt ist.

<b) =Pla<X <), (7)

o Dies ist der sogenannte zentrale Grenzwertsatz von DeMoivre-Laplace. Weitere Grenzwertséitze werden
in Abschnitt 4 der Vorlesung diskutiert.

e Wenn fiir die Schranken a und b in (7)

k—1—-np
a=—F— und =
np(l —p) np(l—p)

k—np
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eingesetzt wird, dann ergibt sich aus (7), dak fiir grofle n

k—1—mnp k—np )

vnp(l—p) <= vnp(l - p)
1 fX( k—np )
np(l —p) np(l —p)

fiir jedes k =0,1,...,n, wobei fx die in (6) gegebene Dichte der Standardnormalverteilung ist.

P(Xn=k) = P(

e Die Niherungsformel

N 1 k—np
Pldn =k~ Vvnp(l—p) fX(\/np(l —p)) )

wird im Internet durch zahlreiche JAVA-Applets illustriert, vgl. beispielsweise
http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib /lehre/skripte /biomathe /binorm.html

wobei in diesem Applet die rechte Seite von (8) durch eine blaue Kurve dargestellt wird (und das
Symbol N anstelle von n benutzt wird).

3.3 Zufallsvektoren
3.3.1 Definition

Bei Anwendungen besteht oft die Notwendigkeit, nicht nur eine Kennzahl X (w), sondern gleichzeitig mehrere
Kennzahlen X;(w),...,Xn(w) von w € Q zu betrachten.

Beispiele

1. zweimaliges Wiirfeln
e Als Grundraum wahlen wir so wie bisher Q = {(¢,5) : 1 < i,k < 6}, vgl. Abschnitt 2.4.1.
e Sei X : Q0 — {0,1,2} bzw. Y : Q — {0,1, 2} die (zufillige) Anzahl, mit der die Augenzahl ,,6” bzw.
,»1” beim zweimaligen Wiirfeln erzielt wird.
e Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten P(X = z,Y = y) bzw. fiir die Einzelwahrscheinlichkeiten
P(X =z)und P(Y =y) von X und Y:

Yy
PX=zY=y)| 0 1 2 |PX=x)

16 8 1 25
0 36 36 36 36
8 2 10
1 1
2 55 0 0 36

_ 25 10 1

P(Y =y) 36 36 36

e Aus der Tabelle kann man auch die Einzelwahrscheinlichkeiten der Summe X + Y erhalten.
Beispielsweise gilt

8 8 16
P(X+Y_1)_P(X_l,Y_0)+P(X_0,Y_1)_%4-%_%_
e Analog ergibt sich A
16
P(X—}-Y_O)_%, P(X+Y_)_%
bzw. 5 94
PX-Y=1)=— PX-Y=0)=_—.
( )=, PX-Y=0)=1
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2. Analyse von Kommunikationsnetzen

e Betrachten ein Kommunikationsnetz mit n Komponenten.

e Sei Q= x...xQ,, wobei Q die Menge aller moglichen Momentanzustinde w = (wy, ... ,wy) des
Netzes und ; die Menge aller mdglichen Momentanzusténde w; der i-ten Komponente bezeichnet;
t1=1,...,n.

e Dann kann beispielsweise durch die Abbildung w — X;(w) die Belastung X;(w) der i-ten Kompo-
nente in Abhingigkeit vom Momentanzustand w des Netzes modelliert werden.

e Die (globale) Belastung des gesamten Netzes kann dann durch den Vektor (Xi(w),...,X,(w))
beschrieben werden.

Die gleichzeitige Betrachtung mehrerer Kennzahlen X (w),. .. , X (w) von w € Q fithrt zum Begriff des Zufallsvek-
tors.

Definition 3.7 Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X;,..., X, eine beliebige Folge
von Zufallsvariablen X; : @ - R; ¢ = 1,... ,n. Die Abbildung X = (X1,...,X,) von Q nach R™ heifst

dann n-dimensionaler Zufallsvektor mit den Komponenten Xi,... ,X,. Die Funktion Fx : R* — [0, 1] mit
FX(xla---axn):P(Xlsxla"';anmn) (9)
heifit (gemeinsame bzw. multivariate) Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X = (X1,...,X,).

3.3.2 Eigenschaften multivariater Verteilungsfunktionen

1. Asymptotisches Verhalten im Unendlichen: Fiir beliebige ¢ € {1,...,n} und z1,... ,z, € R gilt

(i) Fx(z1,... ,Ti—1,—00, Tit1,--- ,Zn) = 0, wobei
FX(wla--' s Li—1;, =00, Tjt1,5--- JZ.TL) = lim FX(xlr-' y Li—15 Ly Litly .- - an);
T;i—>—00
(ii) Fx(00,...,00) =1, wobei Fx(00,... ,00) =  lim  Fx(z1,...,z,);
L1geee 3T —>00
(iii) Fx(00,...,00,24 00,...,00) = Fx,(x;), wobei Fx(c0,...,00,2;,00,...,00) analog zu den in (i)—(ii)

betrachteten Grenzwerten definiert wird und F'x, Randverteilungsfunktion von X genannt wird.
2. Monotonie: Fx(x1+ h1,... ,Zn +hy) > Fx(21,... ,25) VZ1,... ,2, €R, hy,... ;hpy >0

3. Rechtsstetigkeit: Fx(x1,...,Tn) = X liné ¢0FX($1 +hi,o Tyt hy) Vor,... ;25 €ER

1yeen

Definition 3.8
1. Der Zufallsvektor X = (X1,...,X,,) heifit diskret, falls es eine abzidhlbare Menge C C R™ gibt, so daft
PXe(C)=1.
2. Sei X = (Xy,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor. Dann heifft {P(X = z),z € C} Wahrschein-
lichkeitsfunktion von X .

Beachte Falls X = (X1,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor ist, dann sind auch seine Komponenten X1,... , X,
diskrete Zufallsvariablen. Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion {P(X; = z;), z; € C;} von X; gilt
P(Xl = .Z'z)
= Z Z Z ZP(Xlzyl;---;Xi—l :yi—lyXiz-Z'i;Xi+1:yz’—i-l;---7Xn:yn)-

y1€C1 Yi—=1€C-1Yi+1€C541 Yn€CH
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Definition 3.9 Der Zufallsvektor X = (X1,...,X,,) heilit absolutstetig, falls es eine (integrierbare) Funktion

fx

: R™ — [0, 00) gibt, so daf

FX(ml,...,xn):/.../fX(yl,...,yn)dyl...dyn Vi,...,2, € R. (10)

Die Funktion fx heifst (gemeinsame) Dichte von X.

Beachte

Falls X = (X4,...,X,) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der Dichte fx ist, dann sind auch seine

Komponenten X, ... , X, absolutstetige Zufallsvariablen. Fiir die Dichte fx, : R — [0, 00) von X; gilt

oo oo

le("E’L) = / / fX(yla"' yYi—1,Ti Yit1,- - - 7yn) dyl dyifl dyi+1 dyn (11)

—00 —00
—_——
(n —1)-mal

Definition 3.10 Die in (11) betrachtete Funktion fx, heift Randdichte von X.

3.3.3 Weitere Beispiele

1. n-maliger Minzwurf

Betrachten den in Abschnitt 3.2.1 eingefiihrten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit der Grund-
menge
Q=0 x ...xQn:{w:(wl, ...,wn),wiG{O, 1}}
bei identischen Erfolgswahrscheinlichkeiten a; = ... = a,, = p;
Sei X = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen. Dann ist X binomialverteilt, d.h.

n

pk:P(XZk)Z(k

)pk(l—p)"k, k=0,1,...,n.

Aufierdem betrachten wir die (zufillige) Nummer Y desjenigen Versuches, bei dem zum ersten Mal ein

Erfolg eintritt, d.h.
inf{i >1: w; =1}, falls X(w)>1
Y (w) { = g } (w) 2
=0

n+1, falls X (w)
Gesucht sind die Einzelwahrscheinlichkeiten des Zufallsvektors (X,Y):
p(z,y) =P(X =2,Y =y) fir0<z<n,1<y<n+1

Offenbar gilt p(0,n + 1) = (1 —p)™ und p(0,y) =0 fir 1 <y < n.

Sei jetzt X(w) =2 > 1 und Y(w) =y, d.h.,, w; =0 flir { < y und w, = 1, und es miissen genau = — 1
Einsen unter wy41, ..., wy sein.

Dafiir gibt es (?_Y) Mdoglichkeiten, falls  — 1 < n —y, und 0 Mdglichkeiten, falls  —1 > n —y.

z—1
Also ist
<n B ?)p‘”(l —p)" %, fallszx—1<n-—y,
p(z,y) = T -

0, fallsz —1>mn —y.
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e Spezialfall. Sei jetzt n = 3 und p = 1. Dann sind die Wahrscheinlichkeiten P(X = 2,Y =y) bzw. die
(Rand-)Wahrscheinlichkeiten P(X = z) und P(Y = y) in der folgenden Tabelle gegeben:
Y

PX=2zY=y) |1 2 3 4| PX=n2)
1 1
0 0 0 0 & L
z 1 s 5 5 0 5
2 |3 h oo g
3 L 0 0 0 L

PY=y |E b &

2. zweidimensionale integrierte Gleichverteilung

e Sei X = (X1, X5) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der (gemeinsamen) Dichte

432'1.’[52 s falls O S T1, T2 S 1
fx(z1,22) =
0 sonst

e Fiir die Randdichten gilt dann

1
1
fX1(m1) = / fX(-Tl;mZ) dry = 4x; - 5 = 211 Vx, € [0, 1]
0

und analog
1
fX2 (1172) = / fX(-’L'l,IL'z) d.??l = 22132 \7’372 € [0, ].]
0
e Wir wollen nun noch die Wahrscheinlichkeit P(X; < 2X3) berechnen. Es gilt

3 229

P(X1 S2X2) = //4.’131:E2 dzy d$2+//4$1$2 dxq dzo

5 .
- foold] s fon]
0

3.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
3.4.1 Definition und Multiplikationssatz
Hiaufig verfiigen wir bei der Durchfiihrung von Experimenten iiber Vorinformationen, die bei der Berechnung von

Wahrscheinlichkeiten interessierender Ereignisse beriicksichtigt werden sollen.

Bei manchen Untersuchungen wird jedoch lediglich (hypothetisch) angenommen, daf eine bestimmte Vorinfor-
mation vorliegt, wobei dann unter dieser hypothetischen Annahme gerechnet wird. Diese sogenannte Bayessche
Methodik wird im weiteren Verlauf der Vorlesung noch genauer diskutiert.
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Beispiele

1. Skatspiel
e Die Kenntnis der eigenen 10 Karten soll als Vorinformation iiber die Verteilung der {ibrigen 22
Karten genutzt werden.
e Markieren die 32 Karten mit den Zahlen 1,2, ... ,32.
e Betrachten Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum, wobei 2 die Menge aller Permutationen von
32 Elementen ist (N = n = 32; mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen)

e Gesucht sei die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A N A3, wobei Ay = {Spieler 2 hat x Asse},
Aj = {Spieler 3 hat y Asse}, unter der Bedingung, daf das Ereignis A; = {Spieler 1 hat die Karten
mit den Nummern ki,... , kjo} eintritt.

e Lisungsansatz: Beziehen die Anzahl der Permutationen, bei denen As N A3 eintritt, nicht auf die
Gesamtanzahl 32! aller moglichen Permutationen, sondern lediglich auf diejenigen Permutationen,
bei denen das Ereignis A; eintritt.

e D.h., die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist die (bedingte) relative Haufigkeit |(Aa N Az) N Ay|/|A]
o Dabei benutzen wir die Schreibweise:

P(Ay N Az | A1) = |(A2 N Az) N A|/]Ad

und nennen diese Grofse bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A2 N Az unter der Bedingung,
daf das Ereignis A; eintritt.

2. Urnenmodell
e Betrachten Urne mit N Elementen (S schwarze, R rote Kugeln), dh. N = S + R, vgl. Ab-
schnitt 3.2.2;
e 2 Elemente, 2 < N, sollen insgesamt ausgewahlt werden (ohne Zuriicklegen);
e Sei A das Ereignis, beim zweiten Versuch ,schwarz” zu ziehen, und sei B das Ereignis, beim ersten
Versuch ,rot” zu ziehen.
e Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A | B), beim zweiten Versuch ,schwarz” zu ziehen,
falls beim ersten Versuch ,rot” gezogen wird.
e Es gilt
_|ANB|__ ~Nw4 S

P(A1B)= g

s
NN-1

Dies fiihrt zu der folgenden (allgemeineren) Begriffsbildung.
Definition 3.11 Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und A, B € F seien beliebige Ereignisse
mit P(B) > 0. Dann heifst

P(ANB)

P(A4|B)= 55

(12)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Beachte Die Definitionsgleichung (12) kann in der Form P(ANB) = P(B)P(A | B) geschrieben werden. Durch
Iteration dieser Uberlegung ergibt sich die folgende Aussage.

Theorem 3.12 (Multiplikationssatz)
Seien A, As, ..., A, € F Ereignisse mit P(A; N A2 N...NA,) > 0. Dann gilt:

P(A;NAsN...NAy) = P(A) P(As | A1) P(A3 | Ay N As) ... P(An | A N AsN ... N Apy).  (13)

Beispiel (Skatspiel)



3 ZUFALLSVARIABLE UND IHRE CHARAKTERISTIKEN 23

o Betrachten das Ereignis A; = {Spieler ¢ erhdlt genau ein As}; i =1,2,3.
e Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(A; N Ay N A3), daf jeder der drei Spieler genau ein As erhélt?
o Lisung: Es gilt

P(4) = (llﬁ =0.428, P(Ay | A) = (§)2(199) =0.42857,  P(A3| AiNAs) = @)1(190) =0.303.

(o)

e Hieraus und aus (13) ergibt sich

P(A1 NAsN Ag) = P(AI)P(AQ | Al)P(Ag | AN Ag) =0.0556.

3.4.2 Formel der totalen Wahrscheinlichkeit; Bayessche Formel

Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.

Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A € F ist es manchmal niitzlich, die (unbe-
dingte) Wahrscheinlichkeit P(A) als gewichtete Summe von bedingten Wahrscheinlichkeiten darzustellen.

Hierfiir ist es erforderlich, den Grundraum  wie folgt in (mefbare) Teilmengen zu zerlegen.

Definition 3.13 Sein € N eine beliebige natiirliche Zahl, und sei By, B, ... , B, € F eine (endliche) Folge von
Ereignissen mit den Eigenschaften

(Z1) BinB; =0 fiir i # j,

(22) U'?:l B’ = Q’

(Z3) P(B;) >0furallei=1,...,n

Dann heifst By, Bo, ... , B, mefbare Zerlegung von {.

Theorem 3.14 Sei A € F ein beliebiges Ereignis und By, Bs, ... , B, eine mefibare Zerlegung von 2. Dann
gilt

1. Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

2. Bayessche Formel
P(Bi)P(A | Bi)

[

;P(Bj)P(A | Bj)

P(B; | A) = (15)
fiir jedes i = 1,... ,n, wobei in (15) vorausgesetzt wird, dafs P(A) > 0.

Beweis Aus (Z1)—(Z3) und aus der Additivitat des Wahrscheinlichkeitsmafies P ergibt sich, daf

n

P(4) = P(Aﬂﬂ)=P(Aﬂ(UBi))
i=1
- P(O(AﬂBi)):iP(AﬂBi)

= ZP A”B) ip P(A| By),
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wobei im letzten Schritt die Definitionsgleichung (12) benutzt wird. Damit ist (14) bewiesen. Aus (12) und
(14) ergibt sich nun
P(B;N A) P(B;)P(A | Bi)

P(B;|A) = P(A) - Z?:l P(B;)P(A| Bj)

Beachte Die Aussagen von Theorem 3.14 bleiben giiltig, wenn anstelle einer Zerlegung von 2 in endlich viele
Teilmengen eine unendliche Folge By, Bs, ... € F von Ereignissen mit den Eigenschaften
(2’1) B;NB; =0 fir i # j,
(22) Uz, Bi =9,
(2’3) P(B;) >0fiir allei =1,2,...
betrachtet wird. Die Formeln (14) und (15) sind dann lediglich wie folgt zu modifizieren:
o
P(A) =) P(B;)P(4]| By), (16)
j=1
bzw.
P(Bi)P(A | Bi)

PUBAA) = s BB P(A | By) an

fiir jedes 1 = 1,2,..., wobei in (17) erneut vorausgesetzt wird, daff P(A) > 0.
Beispiel
e Betrachten eine Fufiballmannschaft, deren Siegeschance je Bundesliga-Spiel bei 75% liegt, falls ihr
Kapitin in guter Form ist.
e Falls ihr Kapitan jedoch nicht in guter Form ist, dann betrage ihre Siegeschance nur 40%.
e Bei 70% aller Bundesliga-Spiele seiner Mannschaft sei der Kapitan in guter Form.
e Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dafs

1. die Mannschaft ein Bundesliga-Spiel gewinnt,

2. der Kapitén bei einem Bundesliga-Spiel in guter Form ist, obwohl die Mannschaft das Spiel nicht
gewinnt.

e Lisung: Zerlegen den Grundraum 2 auf zwei verschiedene Weisen in zwei Komponenten.

o Sei A = {Kapitén ist in guter Form}, A° = {Kapitan ist nicht in guter Form}
bzw.
B = {Mannschaft gewinnt Bundesliga-Spiel}, B¢ = {Mannschaft gewinnt Bundesliga-Spiel nicht}

e Dann gilt P(B | A) =0.75, P(B | A°) = 0.40, P(A) =0.70
e Aus (14) bzw. (15) ergibt sich nun

P(B) = P(B|A)P(A)+ P(B|A°)P(A°)
= 0.75-0.704+0.40- 0.3 = 0.645

bzw.

P(B° | A)P(A)
P(B° | A)P(A) + P(B°|A°)P(A°)
0.25-0.70

= =0.493.
0.25-0.70 + 0.60 - 0.30 0493

P(A| BY)
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3.4.3 Bedingte Verteilung; bedingte Dichte

In Ubereinstimmung mit Definition 3.11 ist die folgende Sprechweise iiblich.

Definition 3.15

1. Sei (X,Y) ein diskreter Zufallsvektor mit P((X,Y’) € C) = 1 fiir eine abzdhlbare Menge C' = {(z;,y;) :
i,j € N}. Fir jedes j € N mit P(Y = y;) > 0 heifft dann {P(X = 2; | Y = y;),¢ € N} die

4.

Beispiele

1.

2.

bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion von X unter der Bedingung {Y = y;}. Sie bestimmt die bedingte
Verteilung {P(X € B |Y =y;), B € B(R)} von X unter der Bedingung {Y = y;} eindeutig.

. Analog heifst {P(Y =y; | X =2;),j € N} bzw. {P(Y € B| X =x;), B € B(R)} fiir jedes i € N mit

25

P(X = X;) > 0 die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. bedingte Verteilung von Y unter der

Bedingung {X = z;}.

Wenn (X,Y) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte f(x,y)(z,y) ist, dann heiit

die Funktion fx|y—, : R — [0, 00) mit

f(X,Y) (z,y)
fr(y)

fX|Y=y(37) =

die bedingte Dichte von X unter der Bedingung {Y = y}, wobei fy(y) > 0 vorausgesetzt wird.

Analog heifit die Funktion fy|x—, : R = [0, 00) mit

_ fxy) (z,9)
fY|X:m(y) = T(ﬂf)

die bedingte Dichte von Y unter der Bedingung {X = z}, wobei fx(z) > 0 vorausgesetzt wird.

zweimaliges Wiirfeln

Sei X : Q@ — {0,1,2} bzw. Y : Q — {0,1,2} die (zufillige) Anzahl, mit der die Augenzahl .6 bzw.
»1”7 beim zweimaligen Wiirfeln erzielt wird; vgl. Abschnitt 3.3.1. Dann ergeben sich die folgenden

bedingten Wahrscheinichkeitsfunktionen von X unter der Bedingung {Y = j}:

16 8 1
0 3% 25 38
8 2
2 1 0 0

integrierte Gleichverteilung
Sei (X,Y) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte

dzy, falls0<z,y<1
f(X,Y) (z,y) =
0 sonst

Fiir y € [0,1] gilt dann fiir die bedingte Dichte von X unter der Bedingung {Y = y}:

2z, fall 0.1
fX|y_y(a:):f(X;:7((;;y): z, falls z € [0,1]

0 sonst

Die bedingte Dichte fx|y—,(z) stimmt also bei diesem Beispiel mit der (unbedingten Rand-)Dichte

fx(z) von X {iberein; vgl. Abschnitt 3.3.3.



3 ZUFALLSVARIABLE UND IHRE CHARAKTERISTIKEN 26

3.5 Stochastische Unabhingigkeit

3.5.1 Unabhingige Ereignisse

Der Begriff der stochastischen Unabhingigkeit zweier Ereignisse A, B € F ist mit der intuitiven Vorstellung
verbunden, daff die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A | B) des Ereignisses A unter der Bedingung B mit der
yunbedingten” Wahrscheinlichkeit P(A4) von A iibereinstimmt, d.h. P(A | B) = P(A), wobei P(B) > 0 vorausge-

setzt wird.

Es ist jedoch zweckmafiger, die folgende (dquivalente) Gleichung P(A N B) = P(A)P(B) zu betrachten, weil
durch sie auch der Fall P(B) = 0 erfafst wird.

Definition 3.16

1. Die Ereignisse A, B € F heiften unabhdngig, falls P(AN B) = P(A)P(B).

Beachte
1.

Beispiel

. Sei A, As,..., A, € F eine beliebige Folge von Ereignissen. Dann sagt man, daff A;,As,..., A,

unabhingige Ereignisse sind, falls fiir jede Teilfolge {i1,i2,... ik} C {1,2,... ,n} gilt:

k
P(Ay NAi, N N4 =[] P(4;) (18)

Jj=1

Der Begriff der Unabhingigkeit wird auch fiir unendliche Folgen von Ereignissen bendtigt. Man sagt,
dak Ay, As,... € F unabhdngige Ereignisse sind, falls fiir jede endliche Teilfolge {i1,d2,...,ix} C
{1,2,...,} die Bedingung (18) erfiillt ist.

Das folgende Beispiel zeigt, daft aus der Unabhéngigkeit von Ereignis-Paaren A;, , A;, im allgemeinen
nicht die (vollstindige) Unabhingigkeit der gesamten Folge A;, As, ... , A, impliziert wird.

Sei (Q, F, P) gegeben durch Q = {1,2,3,4}, F = P(Q), P({k}) =  fiir jedes k € Q.
Sei Ay = {k,4} fiir k =1,2,3.
Dann sieht man leicht, dafl

1. die Paare Ay, As bzw. As, A3 bzw. Ay, Az jeweils unabhéangig sind,
2. die Ereignisse A, As, A3 jedoch nicht unabhéngig sind.

Denn es gilt

P(AiNAu) =P({(A)=7 = P(A) -PAp)=y-5=; firi=12
bzw. . L1
Jedoch . .
P(AiNA;NAs) = P({4}) =7 #  P(A)-P(4)-P(4s) = 3.

3.5.2 Unabhingige Zufallsvariable

Die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen wird durch die Unabhéngigkeit von Ereignissen ausgedriickt.

So heifien zwei Zufallsvariable Xy, Xo unabhingig, wenn die Ereignisse {X; < #1} und {Xs < z,} fiir beliebige
Z1,%2 € R unabhingig im Sinne von Definition 3.16 sind.

Fiir Folgen von Zufallsvariablen wird der Begriff der Unabhéngigkeit folgendermafien gebildet.
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Definition 3.17 Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.

1. Die Zufallsvariablen Xq,...,X, : Q@ = R heiflen unabhdngig, falls
F(Xl,...,X")(wla"' ;xn):FXl(xl)---FXn(wn) V(.Z'l,...,.’L'n)ERn. (19)

2. Sei X1,Xa,...: Q — R eine beliebige (unendliche) Folge von Zufallsvariablen. Dann sagt man, daff
X1,Xo,. .. unabhingige Zufallsvariablen sind, falls jede endliche Teilfolge X, ,... , X;, von X1, X, ...
aus unabhingigen Zufallsvariablen besteht.

Beachte

1. Aus den Definitionen 3.5 und 3.7 der Verteilungsfunktionen F(x, . x,) und FY,,..., Fx, ergibt sich
sofort, daf die Definitionsgleichung (19) dquivalent ist mit

P(Xls.'li'l,,XnSII}n):P(Xlsflfl)P(anxn) VSEl,...,ZlﬁnER. (20)
2. Dariiber hinaus kann man zeigen, daf (20) und damit auch (19) dquivalent ist mit

P(X,€B,..., Xn€By)=P(X1 €By)...P(X, € B,) VBi,...,B,€BR).

Hieraus und aus den Definitionsgleichungen (3) und (10) der Dichten f(x, .. x.)(Z1,... ,Z5) und fx, (21) ... fx, (zn)
ergibt sich unmittelbar die folgende Charakterisierung der Unabhingigkeit von diskreten bzw. absolutstetigen
Zufallsvariablen.

Theorem 3.18

1. Sei X = (Xi,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor mit P(X € C) = 1 fiir eine abzdhlbare Menge
C C R™. Seine Komponenten X, ..., X, sind genau dann unabhfngige Zufallsvariable, wenn

P(Xlz.rl,,Xn:.'lfn):P(Xlz.'El)P(Xn:.'L‘n) V(ml,,mn)EC (21)

2. Sei X = (Xy,...,X,) ein absolutstetiger Zufallsvektor. Seine Komponenten Xy, ..., X, sind genau
dann unabhingige Zufallsvariable, wenn

fx(:l;‘l,... ,.Z‘n) = le(.’L‘l) an(.iL'n) VYi,...,T, € R.

3.5.3 Beispiele

1. n-maliger Minzwurf

e Betrachten den in Abschnitt 3.2.1 eingefiihrten Wahrscheinlichkeitsraum (Q,P (), P) mit der Grund-
menge
D= x..xh ={w:w= (w1, ..., wn), w; €{0,1}}

und dem Wahrscheinlichkeitsmafs P, das durch
PHwh) = J[ @ J] 0-ay (22)

twi=1  jiw;=0

gegeben ist, wobei 0 < ay,...,a, <1.

e Betrachten die Zufallsvariablen Xi,..., X, : @ = R die gegeben seien durch die Projektion X;(w) =
w; firi=1,...,n.

e Aus (21) und (22) folgt unmittelbar, daff X7,...,X,, unabhingige Zufallsvariable sind.
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e Man kann jedoch auch in diesem Modell Zufallsvariablen konstruieren, die nicht unabhéngig sind. Sei
nimlich a; = 0.5, und sei Y7 : Q@ = R gegeben durch

1 fallsw; =0
0 fallsw; =1

Yl(w) =

e Dann sind X; und Y; nicht unabhéngig, denn es gilt
PXi=1,Y17=1)=0 # PXi=1)PY1=1)=-.

2. zweidimensionale Normalverteilung

e Betrachten zwei unabhéngige Zufallsvariable X;, X5, die standardnormalverteilt sind. D.h.,
]. ]- 2 .
(x) = —exp(—cz VeeR i=1,2.

e Fiir die (gemeinsame) Dichte fx(z1,x2) des Zufallsvektors X = (X1, X>) gilt
1 1
Ix(@1,22) = fx,(01) - fxa(@2) = 5= exp(—5(ad +3)) .
27 2

e Man sagt dann, daf auch der Zufallsvektor X = (X;, X») standardnormalverteilt ist.

o Verallgemeinerung: Sei p € [0,1), und sei X = (X1, X5) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der
Dichte

1 122 -2 2
(——ml p$1$2+$2) Vflfl,ﬂfg € R.

Ixtenm) = s i\ 1=,
e Dann gilt fiir die (Rand-)Dichte fx,(z1) von X;

le (wl)

/ Fx (@1, @) da

_lx% —2p2122 + xﬁ) des

1 oo
N -
21\/1 — p? / 2 1-p?

o0
quadratisché Ergéinzung 5 i : ox (_ % :I;%](-]_ — 52)) / exp (_% (.’1721_ p.’l;l)Q ) ds .
/1 —p p . p
e Durch die Substitution 1
u = T2 Z P bzw. du = ——dx»
1—p2 1—p2

ergibt sich also

e Analog gilt
_ 1 Lo
[xz(x2) = \/T—WGXP(—?%) .

e Die Komponenten X1, X, des Zufallsvektors X = (X7, X>) sind also fiir jedes p € [0,1) standardnor-
malverteilt.

e Beachte jedoch, dafs X7 und X» nur dann unabhingig sind, wenn p = 0. Denn fiir p > 0 gilt
fx(.’L'l,.’L'z) 7é fxl(ml) . fxz(m2) -
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3.6 Funktionen von Zufallsvariablen

3.6.1 Zusammengesetzte Abbildungen

Beispiel (Klassifikation)

e Manchmal ist es zweckméfig, die Werte von Zufallsvariablen X : Q — R zu klassifizieren. Dabei wird
der Wertebereich R von X in m Klassen zerlegt, die wir mit der Menge der ersten m natiirlichen Zahlen
{1,2,...,m} identifizieren.

e Mit anderen Worten: Aufler der Zufallsvariablen X betrachten wir noch eine weitere Abbildung ¢ :
R—{1,2,...,m}.

e Durch Nacheinanderausfithrung der Abbildungen X und ¢ ergibt sich dann die Abbildung p(X): Q —
{1,2,... ,m} mit p(X)(w) = p(X(w)), die jedem w € ) die Klasse p(X)(w) zuordnet.

e Um die Wahrscheinlichkeit bestimmen zu kdnnen, daf die Zufallsvariable X Werte in Klasse ¢ annimmt,
muf gewdhrleistet sein, daft

{w:weQoX)(w)=i}eF. (23)

e Die Abbildung ¢(X) muf also die Regularititseigenschaft einer Zufallsvariablen besitzen, d.h. der
Mefbarkeitsbedingung (1) geniigen.

e Um dies zu erreichen, wird {iber die Abbildung ¢ vorausgesetzt, daf {z : = € R, p(z) = i} eine
Teilmenge von R aus B(R), d.h. eine Borel-Menge ist, fiir jedes ¢ = 1,2,... ,m.

e Man kann zeigen, daff dann (23) fir jedes i € {1,2,... ,m} bzw. {w: w € Q,p(X)(w) < z} € F fiir
jedes z € R gilt, d.h., p(X) ist eine Zufallsvariable.
Beachte

e Es interessieren auch Funktionen ¢ : R* — {1,2,... ,m} von Zufallsvektoren X : Q — R".

e Damit auch in diesem Fall eine Bedingung an ¢ formuliert werden kann, so daf die zusammengesetzte
Abbildung p(X) : @ — {1,2,...,m} eine Zufallsvariable ist, wird die Borel-o-Algebra B(R™) von
Teilmengen des R™ betrachtet.

o Sie ist definiert als die kleinste o-Algebra von Teilmengen des R”, die alle offenen Quader X2, (a;,b;)
enthilt; —oo < a; < b; < 00. D.h.

B(R") = a({Xyzl(ai,bi), —co<a;i <b; < oo})

.

Erzeugersystem

e Die Abbildung ¢ : R* — R heifit Borel-mef$bar, wenn

{z:zeR*, px) <y} e BR) Vy € R. (24)
Allgemein gilt fiir zusammengesetzte Abbildungen

Lemma 3.19 Sei (Q,F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und X : @ — R"™ sei ein beliebiger Zu-
fallsvektor. Falls ¢ : R* — R eine Borel-mefibare Abbildung ist, d.h., falls die Bedingung (24) erfiillt
ist, dann ist die zusammengesetzte Abbildung ¢(X) : Q@ — R mit ¢(X)(w) = (X (w)) eine (rellwertige)
Zufallsvariable, d.h., es gilt

{w:weeX)(w)<z}eF Vz € R.

Beispiel
e Sei X = (Xy,...,X,) ein beliebiger Zufallsvektor.
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Betrachten die folgende Abbildung ¢ : R* — {0,1,...,m}, die als Klassifikation der Werte von X
aufgefafst werden kann.

Sei € > 0 eine beliebige, jedoch fest vorgegebene Toleranzgrenze.

Fiir jedes z = (z1,... ,2,) € R™ sei

p(e) ={(,j):1<i<j<n,—e<z -z <e}, (25)
d.h., ¢(z) ist die Anzahl derjenigen Paare von Komponenten z;,z; von z, die sich um nicht mehr als
¢ voneinander unterscheiden.

Der Wertebereich R” von X wird dabei in m + 1 = (;‘) + 1 Klassen zerlegt.

Es ist nicht schwierig zu zeigen, daf die in (25) gegebene Abbildung die Regularititsbedingung (24)
erfiillt.

Beachte

e Auflerdem kann man zeigen, daf jede stetige Funktion ¢ : R* — R die Bedingung (24) erfiillt, d.h.,
jede stetige Funktion ist Borel-mefibar.

e Es ist klar, dal ¢ insbesondere dann stetig ist, wenn ¢ ein Polynom ist, d.h.

k
o(x1,. .., Tp) = Zaiw’ln“ g (26)
=0

fiir ein k£ € N und fiir gewisse Konstanten ag,a1,... ,ar € R, m;1,... ,mi > 0.

e In den folgenden Abschnitten wird eine Reihe von Spezialfillen diskutiert, bei denen ¢ die in (26)
gegebene Form hat.

3.6.2 Lineare Transformation

Ein wichtiger Spezialfall einer zusammengesetzten Abbildung ist die lineare Transformation von Zufallsvariablen,
wobei n =1 und ¢ : R = R mit p(z) =azx + b; a,b € R

Theorem 3.20 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable und a, b € R beliebige Zahlen mit a # 0. Dann ist
aX + b eine Zufallsvariable, und

1. die Verteilungsfunktion von aX + b ist gegeben durch

Fx(2=t), fallsa > 0,
Fox(z) = ( ‘ ) (27)
1-Fx(22) + P(X = 22), falls a <0.
2. falls X absolutstetig ist mit der Dichte fx, dann ist auch aX + b absolutstetig mit der Dichte
1 z—b
fax1o(2) |a|fX( —) (28)

Beweis Falls a > 0, dann gilt

Fox4s(z) = P(aX + b < ) :P(X < w_b) =Fx(ma_b).
Analog ergibt sich fiir a < 0
Foxqp(z) = PaX +b<2)

—b
- P(sza )

= 1—P<X<$;b)

- em () er(x=22Y).
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Damit ist (27) bewiesen. Sei nun X absolutstetig. Falls die Dichte fx(x) von X eine stetige Funktion ist,
dann ergibt sich (28) durch beidseitiges Differenzieren von (27). Ansonsten nutzt man die Tatsache, daf§
zwischen Verteilungsfunktion und Dichte einer Zufallsvariablen eine eineindeutige Zuordnung besteht, und
zeigt, dak das Integral von |a| ™! fx ((z — b)/a) die Verteilungsfunktion von aX + b ergibt.

Beispiel

e Sei X standardnormalverteilt, und o > 0, u € R seien beliebige Konstanten.

e Gemif Theorem 3.20 ist dann die Zufallsvariable Y = ¢ X + p absolutstetig, und es gilt

fy(z) = Lexp(—%(ﬂE — H)2) . (29)

2mo o

e Eine Zufallsvariable Y, deren Dichte durch (29) gegeben ist, heifit normalverteilt mit den Parametern
p und o?; vgl. auch Abschnitt 3.2.3. Dabei verwenden wir die Schreibweise Y ~ N(u,02).

e Umgekehrt ergibt sich, ausgehend von einer normalverteilten Zufallsvariablen Y ~ N(u, 02), durch die
lineare Transformation X = (Y — u)/o eine standardnormalverteilte Zufallsvariable X ~ N(0,1).

3.6.3 Quadrierung

Theorem 3.21 Sei X : 2 — R eine beliebige Zufallsgrofie. Dann gilt

1. fiir die Verteilungsfunktion von X2

Fx(y/z) — Fx(—vz) + P(X = —/z), fallsz >0,
0, falls z < 0,

FX2 (.’IJ) =

2. falls X absolutstetig ist mit der Dichte fx, dann ist auch X2 absolutstetig, und es gilt

ﬁ(fx(ﬁ) + fx(—+/x)), fallsz>0,

Ix2(z) = (30)
0, falls z < 0.
Beweis analog zum Beweis von Theorem 3.20, wobei jetzt ¢ : R — R mit ¢(z) = z2.
Beispiel Falls X ~ N(0,1), dann ergibt sich aus (30):
1 T
exp(—%) fallsx >0,
frola) = § Vame D) - (31)
0, falls z < 0.

Beachte Die Summe von unabhingigen (und identisch verteilten) Zufallsvariablen, deren Dichte durch (31)
gegeben ist, heifit y2-verteilt. Die y2-Verteilung ist eine sogenannte statistische Priifverteilung, die im
weiteren Verlauf der Vorlesung noch genauer diskutiert wird.

3.6.4 Summe, Produkt und Quotient von unabhingigen Zufallsvariablen
Theorem 3.22 Sei X = (X1, X3) : Q — R? ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der (gemeinsamen) Dichte
fx. Dann ist auch die Zufallsvariable X; + X5 absolutstetig, und ihre Dichte ist gegeben durch

o

Fxoixa () = / fx(tz—t)dt VzeR. (32)

—00
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Falls die Zufallsvariablen X;, X5 unabhingig sind, dann gilt insbesondere die sogenannte Faltungsformel
oo
frura@= [ faOfxG-nd vieR. (33)

Beweis Wir benutzen die Tatsache, daff zwischen Verteilungsfunktion und Dichte einer Zufallsvariablen eine
eineindeutige Zuordnung besteht, und zeigen, daff das Integral der Funktion in (32) die Verteilungsfunktion
von X1 + X» ergibt. Und zwar gilt fiir jedes z € R

oo z

j]ofx(t,v—t)dtdv = //fx(t,v—tdvdt

—00 — 00 —00 —00

co z—t

= //fx(t,u)dudt

— 00 —O0

_ // Fx(t, u) dudt
(b, Crusa)
= P(X1 + X2 S Z) -

Die Faltungsformel (33) ergibt sich unmittelbar (32), weil f(x, x,)(z1,22) = fx,(21) - fx,(z2), falls X; und
X5 unabhingig sind.
Beachte

e Falls die Zufallsvariablen X;, X, unabhiingig sind mit X; ~ N(u1,0?) bzw. X ~ N(uz,03), dann
ergibt sich aus (33), daf auch die Summe X; + X, normalverteilt ist mit

X1+ Xy ~ N(py + po, 01 +03).

e Dieses Additionstheorem fiir unabhingige und normalverteilte Zufallsvariablen wird auch Faltungssta-
bilitdt der Normalverteilung genannt.

e Durch Tteration ergibt sich fiir jede beliebige Anzahl n > 2 von unabhéngigen Zufallsvariablen X, ... , X,
mit X; ~ N(u;,02) fiir alle i € {1,...,n}, daR

X1+ o+ Xy~ N+ ..o+ iy, 02 + ...+ 02).

Vollig analog zu Theorem 3.22 ergibt sich

Theorem 3.23 Die Zufallsvariablen X; und X, seien unabhingig und absolutstetig mit den Dichten fx, und
fx,- Dann sind die Zufallsvariablen X7 - X5 und X; /X, absolutstetig, und ihre Dichten sind gegeben durch

fron@ = [ ghaOiuGa veer (34
bzw.
fra@= [ G 0a®d  Viek. (3)

—0o0
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Beachte

33

e Der Fall X5(w) = 0, der bei der Bildung des Quotienten Xy /X5, zur Division durch Null fithren wiirde,

tritt nur mit Wahrscheinlichkeit Null auf (weil X, absolutstetig ist).

e Deshalb kann X;(w)/Xa2(w) fiir solche w € Q gesondert definiert werden (z.B. kdnnen wir dann

Beispiel

X1(w)/ X2(w) = 0 setzen).

Falls X; und X5 unabhingig sind mit X; ~ N(0,1) und X5 ~ N(0,1), dann gilt
f (2) = L VzeR
X/ X215 w(22+1) '
denn aus (35) ergibt sich, daf
@ = [ 0fa@d
— [ 1 24 42
= /|t|2ﬂ_exp< S0+ 1) di

Beachte

mmetri 1 t2
Symmetrie 2 /texp(— — (2% + 1)) dt
T 2

0
=v

1 /°° oy 1
= — e Vdv= ——5——.
(22 +1) Jo (22 +1)
—_——

=1

Eine absolutstetige Zufallsvariable mit der in (36) gegebenen Dichte heiftt Cauchy-verteilt.

(36)



4 WEITERE CHARAKTERISTIKEN VON ZUFALLSVARIABLEN; GRENZWERTSATZE 34

4 'Weitere Charakteristiken von Zufallsvariablen; Grenzwertsatze

4.1 Momente von Zufallsvariablen

Weitere wichtige Charakteristiken von Zufallsvariablen sind deren Momente, insbesondere der Erwartungswert
und die Varianz.

4.1.1 Erwartungswert

Bevor wir zur allgemeinen Definition des Erwartungswertes kommen, wollen wir die intuitive Bedeutung dieses
Begriffes anhand des folgenden Beispiels erldutern.
Beispiel (wiederholtes Wiirfeln)

e Betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (2, P(2), P) mit der Grundmenge

QzﬂlXQQX...Z{Q)ZU):(wl,W2,...,),Wi€{1,2,...,6}}

und dem Wahrscheinlichkeitsmafs P, das durch
. . 1
P{w:w e Quwiy =j1,... ,wi, =Jk}) = o
gegeben ist; k € N; 1 < iy < ... <ig; J1,--- .58 € {1,2,...,6}.

e Betrachten die Zufallsvariablen X, Xo,...: Q — R, die gegeben seien durch die Projektion X;(w) = w;
fir i =1,2,.... D.h., X; ist die (zufallige) Augenzahl, die beim i-ten Wiirfeln erzielt wird.

e Es ist nicht schwierig zu zeigen, daf X;, Xs,... unabhingige (und identisch verteilte) Zufallsvariable
sind.

e Betrachten die Zufallsvariable Y;, = n='(X; +... + X,,), d.h. die mittlere Augenzahl bei n-maligem
Wiirfeln.

e Man kann zeigen, daf es eine ,nichtzufillige” Zahl ¢ € R gibt, so dafs

P{w: lim Y,(w) =¢}) =1, (1)

n—oo

wobei
6 1
c=i;iP(X1=i)=EZi=3.5. (2)

e Die Formeln (1) und (2) bedeuten: Falls die Anzahl n der durchgefiihrten Versuche immer grofer wird,
dann

1. werden die Werte Y,,(w) der mittleren Augenzahl Y,, immer weniger von der jeweiligen Ausprigung
w des Zufalls beeinflufit,

2. strebt das ,,Zeitmittel” Y, bei n Versuchen gegen das ,, Scharmittel” ¢ jedes (einzelnen) Versuches.

e Die Formeln (1) und (2) sind ein Spezialfall des sogenannten Gesetzes der grofien Zahlen, das im
weiteren Verlauf der Vorlesung noch genauer diskutiert wird.

e Das Scharmittel ¢ in (2) wird Erwartungswert der Zufallsvariablen X; genannt und mit E X; bezeichnet.

Auf analoge Weise wird der Begriff des Erwartungswertes fiir beliebige (diskrete bzw. absolutstetige) Zufallsvari-
able eingefiihrt.



4 WEITERE CHARAKTERISTIKEN VON ZUFALLSVARIABLEN; GRENZWERTSATZE 35

Definition 4.1 Betrachten einen beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).

1.

Beachte

Beispiele

Sei X : @ — R eine diskrete Zufallsvariable mit P(X € C) = 1 fiir eine abzihlbare Menge C' C R.
Dann heifit das gewichtete Mittel

EX =) zP(X =) (3)
zeC
der Erwartungswert von X, wobei vorausgesetzt wird, dafs

Z |z|P(X =2) < 0. 4)

zeC

. Sei X : Q — R eine absolutstetige Zufallsvariable mit der Dichte fx (). Dann heifst das Integral

oo
EX = / zfx(x)dz (5)
—0Q
der FErwartungswert von X, wobei vorausgesetzt wird, daff

/ |z|fx(z)dx < 0. (6)

Die Summe in (4) bzw. das Integral in (6) kann man als Erwartungswert E |X| der Zufallsvariablen
| X | auffassen.

Man kann sich leicht Beispiele tiberlegen, bei denen die Summierbarkeitsbedingung (4) bzw. die Inte-
grierbarkeitsbedingung (6) verletzt ist.

Falls die Zufallsgrofie X nur nichtnegative Werte annimmt, d.h. P(X > 0) = 1, dann kann man den
Begriff des Erwartungswertes auch einfiihren, wenn die Bedingung (4) bzw. (6) nicht erfiillt ist.

In diesem Fall wird E X = oo gesetzt.

Sei X beispielsweise eine absolutstetige Zufallsvariable mit der Dichte

1
= R
fx(@) m(x? +1) Vo e R,
d.h. X ist Cauchy-verteilt, vgl. Abschnitt 3.6.4.
Dann gilt zwar P(0 < |X| < 00) = 1, jedoch
o0
EX| = / || ! dx
- m(1+2?)
-0

1 1
lim [5 log(1 + xz)] =5 lim log(1 +t*) = 0.

T t—o0

Wir zeigen nun anhand zweier Beipiele, wie die Formeln (3) und (5) zur Bestimmung des Er-

wartungswertes genutzt werden kdnnen.
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1.

Beachte

Binomialverteilung
Sei X binomialverteilt mit den Parametern n € N und p € [0, 1]. Dann ergibt sich aus (3), daf

— .(n ; n—i
EX = Zz(i)p(l—p)
i=1
o n—]. i—1 1Y (i—
— i 1— (n—1)—(i—1)
np; (z._1>p (1-p)
n—1 n ) )
= np (Z,>pz(l—p)"_z
0

i=

= npp+(1-p)" ' =np.

. Normalverteilung

Sei X normalverteilt mit den Parametern g € R und o > 0. Dann ergibt sich aus (5), daf

1 a:—u 2
EX = /:cex ) )da:
oV2r P
—00 ~
17 1,
= — ov + p)exp| —=v )d’u
V2T / ,u p 2
—0o0
o0 o0
0 14
= ve ——v dv+— ex ——v
271' / 271' p el
OO

= 27r

Die in (1) und (2) angegebenen Formeln fiir den Erwartungswert von diskreten bzw. absolutstetigen
Zufallsvariablen sind Spezialfille eines allgemeineren (und damit einheitlichen) Zuganges zum Begriff
des Erwartungswertes fiir beliebige Zufallsvariablen.

Dieser allgemeinere Zugang beruht jedoch auf einem (im Vergleich zum Riemann-Integral) modifizierten
Integral-Begriff, der iiber den Rahmen der einfiihrenden Stochastik-Vorlesung hinausgeht.

Sei ndmlich X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion Fx. Dann heifst
o0
EX = /xdFX(x) 7)

der Frwartungswert von X, wobei das Integral in (7) ein sogenanntes Stieltjes-Integral ist.

Schliefilich sei vermerkt, daf es noch eine weitere (mathematische dquivalente) Definitionsméglichkeit
des Erwartungswertes E X von X gibt, und zwar als ein sogenanntes Lebesgue-Integral

EX = [ X(w)P[dw) (8)
/

iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P).

Insbesondere kann man zeigen, daf die Integrale in (7) und (8) tibereinstimmen.
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4.1.2 Varianz und héhere Momente

Es ist klar, daf der Erwartungswert E X einer (diskreten bzw. absolutstetigen) Zufallsvariablen X eindeutig
durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. die Dichte von X bestimmt wird; vgl. Definition 4.1.

Umgekehrt ist jedoch im allgemeinen die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. die Dichte einer (diskreten bzw.
absolutstetigen) Zufallsvariablen X nicht eindeutig durch den Erwartungswert E X von X festgelegt.
Beispiel (symmetrische diskrete Gleichverteilung)

e Sei n € N eine beliebige natiirliche Zahl und X : @ — {-n,...,—1,0,1,... ,n} eine diskrete Zu-
fallsvariable mit P(X = i) = (2n + 1)~ fiir jedes i € {-n,... ,n}.

Dann gilt

1 ~ 1
EX=_- = 0=0.
2n+1iZZ o+ 1

Wihrend der Erwartungswert E X also nicht von n abhingt, sind die Werte von X mit wachsendem
n immer breiter um E X gestreut.

Eine Charakteristik, die den Streuungsgrad der Werte von X um den Erwartungswert E X mifst, ist
die erwartete quadratische Abweichung E ((X -EX )2) vom Erwartungswert E X, genannt Varianz von
X, die bei diesem Beispiel gegeben ist durch

1
2n+1

E(X-EX)*) = iiz

1_71_(71;+1)(2n+1) 1
6 2n+1

n(n +1)

—

= 2

Der Erwartungswert E X der Zufallsvariablen X wird manchmal auch das erste Moment von X genannt. Vollig
analog lassen sich die Begriffe der Varianz bzw. der hoheren Momente einer beliebigen Zufallsvariable X einfiihren,
und zwar durch die Betrachtung des Erwartungswertes E ¢(X) entsprechend gewéhlter Funktionen ¢(X) von X.

In diesem Zusammenhang ist der folgende Hilfssatz niitzlich.
Lemma 4.2 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable, und sei ¢ : R — R eine stetige Abbildung. Dann
1afst sich der Erwartungswert E ¢(X) der Zufallsvariablen ¢(X) : Q@ — R wie folgt darstellen.
1. Falls X diskret ist mit P(X € C') =1 fiir eine abzihlbare Menge C' C R, dann gilt
Ep(X) =) ¢@)P(X =2), (9)
zeC

wobei vorausgesetzt wird, dal Y |p(z)|P(X = z) < 0.
zeC

2. Falls X absolutstetig ist mit der Dichte fx(z), dann gilt

Ep(X) = / (@) fx(z) da, (10)

wobei vorausgesetzt wird, daR [ |o(2)| fx (z) dz < oco.

—00
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Beweis Wir zeigen nur die Giiltigkeit von (9). Die Herleitung von (10) erfordert mathematische Hilfsmittel,
die {iber den Rahmen dieser einfithrenden Vorlesung hinausgehen. Sei also X diskret ist mit P(X € C) =1
fiir eine abzdhlbare Menge C C R. Dann ist auch ¢(X) eine diskrete Zufallsvariable mit

P({w:we R p(X)(w) €p(C)) =1,

wobei p(C) = {p(z) : x € C}. Aus der Definition (3) fiir den Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen
ergibt sich somit

Ep(X)

Y yP(p(X) = y)

yEp(C)

- ¥ y( 3 P(X::c))

yep(C)  zp(z)=y

= > ¢@)P(X =1).

zeC
Definition 4.3

e Sei X : ) — R eine beliebige Zufallsvariable mit E (X?) < co.
e Betrachten die Abbildung ¢ : R — R mit ¢(z) = (z — E X)2

e Dann heifit der Erwartungswert E ¢(X) der Zufallsvariablen ¢(X) die Varianz von X
(Schreibweise: Var X).

e Fiir die Varianz von X gilt also
VarX =E ((X - ]EX)Q) . (11)

Beispiele

1. Binomialverteilung

e Sei X binomialverteilt mit den Parametern n € N und p € [0, 1].
e In Abschnitt 4.1.1 wurde gezeigt, dalk E X = np.
e Analog ergibt sich, daft

nz'2P(X: = . i(i—1)+4)P(X =1)
= Xn:z i—1)P l)+zn:iP(X=Z)

e Also gilt

n

VarX = Z(z —np)?P(X =1)

= Z(iz — 2npi + (np)*) P(X = i)
= Zz‘?P(X — 2anzP (np) ZP
= n(n—l)p2+np—2(np) + (np)® = np(1 - )-

2. Normalverteilung
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e Sei X normalverteilt mit den Parametern y € R und o > 0.
e In Abschnitt 4.1.1 wurde gezeigt, dafs E X = pu.
e Somit gilt

1 1 — \2
VarX = E((X -p)?) = (x—u)zexp<——($ H) )da:
oV 2 2\ o
—o0 S——
=t
17 1
= 0'2—2 /t2exp(— itz)dt
W,Oo ~—~
2 2 i
= o°—— | V2uexp(—u)du
27
0
2 2 2
= o’ /\/Eexp(—u) du =0
™
0

~T(3/2) = %m/z) = /7/2

Beachte

e Die Parameter (und damit die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. die Dichte) von Binomial- bzw. Nor-
malverteilung sind jeweils eindeutig durch den Erwartungswert und die Varianz dieser Verteilungen
festgelegt.

e Fiir die Normalverteilung ist dies offensichtlich. Denn, wie soeben gezeigt, gilt EX = p und Var X =
o2, falls X ~ N(u,0?).

e Sei nun Y ~ Bin(n,p). Dann kann man sich leicht iiberlegen, daf

2 _ o2
nzu—QJ pzlu )
p—o p
wobei
p=EY =np und 0? =VarY =np(l —p). (12)

e Im allgemeinen wird die Verteilung einer Zufallsvariablen jedoch nicht eindeutig durch den Erwartungswert
und die Varianz bestimmt.

e Beispiel. Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ N(u,0?) stimmen mit dem Erwartungswert
und der Varianz von Y ~ Bin(n,p) iiberein, falls 4 und o2 durch (12) gegeben sind.

Beachte Sei k € N, und sei X : Q2 — R eine beliebige Zufallsvariable mit E (| X|*) < oo.
e Betrachten die Abbildung ¢ : R — R mit p(x) = z*. Dann heifit der Erwartungswert E ¢(X) = E (X*)
von p(X) das k-te Moment von X.

e Betrachten die Abbildung ¢ : R — R mit ¢(z) = (z — EX)*. Dann heift der Erwartungswert
E¢(X) =E ((X —EX)*) von ¢(X) das k-te zentrale Moment von X.

e Die Varianz Var X ist also das 2. zentrale Moment von X.
v Var X heifst Standardabweichung von X.
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4.1.3 Eigenschaften von Erwartungswert und Varianz

Wir diskutieren nun einige niitzliche Eigenschaften von Erwartungswert und Varianz.

Bei der Herleitung dieser Eigenschaften wird die folgende Verallgemeinerung von Lemma 4.2 fiir Zufallsvektoren
benotigt.

Lemma 4.4 Sei X :  — R” ein beliebiger Zufallsvektor, und sei ¢ : R — R eine stetige Abbildung. Dann
1afst sich der Erwartungswert E ¢(X) der Zufallsvariablen ¢(X) : Q@ — R wie folgt darstellen.
1. Falls X diskret ist mit P(X € C) =1 fiir eine abzihlbare Menge C' C R", dann gilt
Ep(X) =) ¢(@)P(X =), (13)
zeC

wobei vorausgesetzt wird, daf

S e@)|P(X =) < oo

zeC

2. Falls X absolutstetig ist mit der (gemeinsamen) Dichte fx (z), dann gilt

Eo(X) = / / o1, ,2n) fx(x1,... ,2pn)d21 ... dzy, (14)
wobei vorausgesetzt wird, daf
/ / (1, 2n)| fx (@1, ,2pn)dey ... dTy < 00.

Beweis analog zum Beweis von Lemma 4.2.

Theorem 4.5 Seien X; und X, beliebige Zufallsvariable mit E |X;| < oo, E|X3| < co. Dann gilt fiir beliebige
Konstanten a,b € R

E(aX; +bXs) =aEX; +bEX>. (15)
AuRerdem gilt fiir jede Zufallsvariable Y mit E (Y?2) < oo
VarY = E(Y?) — (EY)? (16)
und fiir beliebige a,b € R

Var (aY +b) = a®VarY . (17)

Beweis

e Falls X; und X, diskrete Zufallsvariablen sind, dann ergibt sich (15) aus (13), wobei dhnlich wie im
Beweis von Lemma 4.2 vorgegangen werden kann.
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e Wir fithren den Beweis von (15) nur fiir den Fall, dafl der Zufallsvektor (X7, X») absolutstetig ist. Fiir
p(r1,22) = a1 + bxy ergibt sich dann aus (14), dak

E@X:+bXy) = / / (az1 + bx2) fx,,x0) (1, 72) do1 d2

/ / a1 fix,,x:) (21, 22) dzy dos +/ / b2 f(x1,x5) (%1, T2) dzy dos

— 00 — o0 —0Q — 00

= / a$1/ f(Xl,Xg)($17$2)dm2 d$1+/ bwz/ f(Xl,X2)($1;$2)d$1 dz,
—oo —o0 -0 —o0

Il

/oo ax1fx,(x1)dry +/°O bxafx,(z2) dzo

—0o0 —0o0

a/ .CL’1fX1 (:Cl) dri + b/ .CIIQfX2 (.’L'Q) dza

—0o0

= aEX, +bEX,.
e Durch Ausmultiplizieren der quadratischen Form in (11) ergibt sich
VarY = E ((Y - EY)Q)
- ( —2VEY + (EY) )

Y?) —2EYEY + (EY)?
v?) - (EY)?,

wobei sich die vorletzte Gleichung aus (15) ergibt. Damit ist (16) bewiesen.
e Fiir X; =Y und X, = b ergibt sich aus (15), dafs

E(
E(

Var (aY + b)

ay +b—E(aY + b))

aY +b—E(aY) — b)

ay (aY))2
(

o~ o~ o~

= a*VarY,
wobei sich die letzten drei Gleichungen aus (16) bzw. erneut aus (15) ergeben. Damit ist auch (17)
bewiesen.
Korollar 4.6 Sein € N fest vorgegeben, und seien X1, ... , X,, Zufallsvariable mit E | X;| < oo, ... ,E|X,| < .
Dann gilt fiir beliebige Konstanten ay, ... ,a, € R

E(ale—i—...—}—aan)=a1IEX1+...+anEXn. (18)

Beweis folgt aus (15) mittels vollstindiger Induktion

Beispiel (wiederholtes Wiirfeln)

e Betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (2, P(2), P), der in Abschnitt 4.1.1 eingefiihrt worden ist.
e Betrachten die Zufallsvariablen X1, Xa,...: Q@ — {1,2,...,6}, wobei X; die zufillige Augenzahl ist,
die beim i-ten Wiirfeln erzielt wird.

6 6
e Damngilt EX; = 3 jP(X;=j) =% > j=

Jj=1 Jj=1
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e Aus Korollar 4.6 ergibt sich dann fiir den Erwartungswert EY,, der mittleren Augenzahl Y,, = n=}(X;+
...+ X,) bei n-maligem Wiirfeln

EY, = E(%(X1+...+Xn))

1
= ~(EXi+...+EX,)

= 1 n3.5=3.5.
n

4.2 Gemischte Momente

Neben Erwartungswert, Varianz bzw. hoéheren Momenten einer (einzelnen) Zufallsvariablen werden aufierdem
sogenannte gemischte Momente fiir Familien von (endlich vielen) Zufallsvariablen betrachtet. Sie sind ein wichtiges
Hilfsmittel, um Zusammenhinge zwischen zwei oder mehreren Zufallsvariablen zu quantifizieren.

4.2.1 Multiplikationsformel und Kovarianz

Beachte

e Seien Xi,...,X, : Q@ — R beliebige Zufallsvariable mit E (] X;|™) < oo fiir jedes ¢ € {1,... ,n}.
e Man kann zeigen, daf dann E|X; ... X,| < oco.

e Der Erwartungswert E (X; ... X,;) des Produktes X; ... X, heifit gemischtes Moment der Zufallsvari-
ablen Xi,...,X,.

Zunichst diskutieren wir die folgende Multiplikationsformel fiir den Erwartungswert des Produktes von n unab-
hangigen Zufallsvariablen.

Theorem 4.7 Seien Xi,...,X, :  — R beliebige Zufallsvariable mit E (| X;|™) < oo fiir jedes ¢ € {1,... ,n}.
Falls X3,..., X, unabhingig sind, dann gilt

n n
]E(HXi) =[[ExX:. (19)
i=1 i=1

Beweis

e Wir zeigen die Giiltigkeit von (19) nur fiir die beiden (grundlegenden) Félle, daft X diskret bzw.
absolutstetig ist.

Die Komponenten des Zufallsvektors X = (X1, ..., X,,) seien unabhingige Zufallsvariable.
Falls X diskret ist, dann gibt es fiir jedes i € {1,... ,n} eine abzadhlbare Menge C; mit P(X; € C;) = 1.
Dariiber hinaus gilt P(X = C) =1, wobei C = Cy X ... x C,, eine abzdhlbare Teilmenge des R™ ist.
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e Aus (13) ergibt sich dann fiir p(z) =21 -... -2,

E (lj[l Xi)

> ¢(@P(X =2)

zeC

= Z Z IL'l-...'IL'nP(Xl:xlg---;Xn:wn)

z1€C1 zn€CH

3.21
z1€C1 zn €CH

= (X wPEi=a))...( ¥ 2P(Xu=22))

z1€C1 Tn €CH
= JIEX:.
k=1
e Falls X absolutstetig ist, dann ergibt sich (19) auf vollig analoge Weise aus (14).

Korollar 4.8 Seien X1,...,X, : @ — R unabhiingige Zufallsvariable mit E (X?) < oo fiir jedes i € {1,... ,n}.
Dann gilt

Var(X; + ...+ Xp) =Var Xy +...+ Var X,,. (20)

Beweis
e Wir zeigen die Giiltigkeit von (20) zunéchst fiir den Fall n = 2.
e Aus (15), (16) und (19) ergibt sich, daR

Var (X; + X2) 2 E((X) + X2)?) — (B(Xy + X))’

2 (B + 2R X) +E(XD) - (BX) +EXEX, + (EX,)?)

19
@ E(X2) - (EX))? +E(X2) - (EX,)?
(9 Var X1 + Var X5 .

e Fiir beliebiges n € N ergibt sich die Giiltigkeit von (20) mittels vollstindiger Induktion.

Wir diskutieren nun Eigenschaften des gemischten Momentes E (X7 X5) von zwei beliebigen (nicht notwendig
unabhingigen) Zufallsvariablen X7, X».

In diesem Zusammenhang fiihren wir zunéchst die Begriffe der Kovarianz und des Korrelationskoeffizienten ein.

Definition 4.9 Seien X1, X» beliebige Zufallsvariable mit E (X?) < oo fiir i = 1, 2.
e Der Erwartungswert E ((X; — E X;)(X, — E X>)) heiRt die Kovarianz von X; und Xs.
Schreibweise: Cov (Xl, XQ) =E ((Xl - ]EXl)(XQ - ]EXQ))
e Xi, X, heiflen unkorreliert, falls Cov (X1, Xs) = 0.
e Falls Var X; > 0 und Var X5 > 0, dann heifst die Groéfse
Cov (X1 y XQ)
v/ Var X - Var X,

o(X1,Xy) =

der Korrelationskoeffizient von X1, X5.
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Beachte

e Es ist klar, dafl Kovarianz und Korrelationskoeflizient die folgende Symmetrieeigenschaft besitzt:
Cov (X1, X2) = Cov (X2, X1), o(X1, X2) = (X2, X1) . (22)
o Auflerdem gilt
Cov(X,X)=VarX, o(X, X)=1. (23)

Dariiber hinaus gelten weitere niitzliche Rechenregeln und Abschiatzungen fiir Kovarianz bzw. Korrelations-
koeftizient.

Theorem 4.10 Seien X1, X, beliebige Zufallsvariable mit E (X?) < oo fiir i = 1,2. Dann gilt
Cov (X1, X5) = E (X, X») —EX,E X, (24)
und fiir beliebige Zahlen a,b,c,d € R
Cov (aX;i + b,¢cX3 +d) = acCov (X1, X2). (25)

Auflerdem gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

|E (X1, X3)| < /E(XPE(X3), (26)

|Cov (X71,X3)| < y/Var X;Var X, . (27)

und

Beweis
e Die Formel (24) ergibt sich unmittelbar aus (15), denn es gilt

COV(Xl,XQ) = ]E((Xl —]EXl)(XQ —]EXQ)
= E(X1X; - X\EX; — XLEX; +EXGE X,)

= ]E(Xle)—EXlEX2.

Die Formel (25) ergibt sich durch eine dhnliche einfache Rechnung aus (15).

e Wir zeigen nun die Giiltigkeit der Ungleichung (26).

Falls E (X7) = 0, dann gilt P(X; = 0) = 1 und somit auch E (X; X») = 0 < /E (X?)E (X3).
Sei jetzt E (X2) > 0. Dann gilt fiir jede Zahl a € R

0

IN

E ((a X1 + X»)?) =E (a® X7 + 2a X1 X> + X3)
= d’E(X}) +2aE (X1 X2) +E(X3).

Durch beidseitige Multiplikation mit E (X#) bzw. quadratische Ergénzung ergibt sich hieraus, daf

0 < a®(E(XD)” +2E(X)E (X1 X0) + E (XD)E (X3)

= (E(X]) +E(X1X,))" +E(XD)E (X3) - (E(X,1 X))’

IA

Hieraus folgt (26) fiir a = —E (X; X2)/E (X?).
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e Die Giiltigkeit von (27) ergibt sich unmittelbar aus (26), wenn in (26) die Zufallsvariablen X; bzw. X,
durch X; — EX; bzw. X5 — E X5 ersetzt werden.

Korollar 4.11

1. Falls X; und X5 unabhingig sind, dann gilt
Cov(X1,X3)=0. (28)
d.h., X; und X, sind unkorreliert.
2. Falls Var X; > 0 und Var X5 > 0, dann gilt
—1<0o(X1,X5) < 1. (29)

Beweis

e Aus (19) und (24) ergibt sich unmittelbar die Giiltigkeit von (28).

e Aus (27) und aus der Definitionsgleichung (21) des Korrelationskoeflizienten ergeben sich die Ungle-
ichungen in (29).

Beachte Die Aussage 1 in Korollar 4.11 14ft sich nicht umkehren, denn aus der Unkorreliertheit zweier Zu-
fallsvariablen X; und X5 folgt im allgemeinen nicht, daff X; und X, unabhingig sind.

Beispiel (zweimaliger Miinzwurf)

e Seien Y7,Ys : Q — {0, 1} zwei unabhingige (und identisch verteilte) Zufallsvariablen, die nur die beiden
Werte 0 oder 1 annehmen kénnen, mit

, falls j =1,
, falls j =0,

N N

fiir 4 = 1, 2.
e Man kann sich leicht {iberlegen, daft dann die Zufallsvariablen X3 = Y; + Y5 und Xy =Y; — Y5 zwar
unkorreliert, jedoch nicht unabhingig sind.

e Dennes gilt EX; =1, E X, =0 und E (X;X5) = 0. Andererseits gilt

1 11
P(X1=0,X2=0)=— # 13-

7 P(X1 = 0)P(X5 = 0).

4.2.2 Linearer Zusammenhang von Zufallsvariablen

Die Korrelation o(X7,X5) zweier Zufallsvariablen X; und X, mit 0 < Var X;, Var X, < oo kann man als Grad
ihres linearen (stochastischen) ,Zusammenhanges” auffassen.

Eine genauere Formulierung dieses Phédnomens liefert

Theorem 4.12 Seien a,b € R beliebige Zahlen, und X;, X5 seien Zufallsvariable mit 0 < Var X3, Var X» < oc.

1. Die erwartete quadratische Abweichung E ((X» — (a X1 + b))?) zwischen den Zufallsvariablen X, und
a X1 + b ist minimal, wenn a und b wie folgt gewahlt werden:

bZEXQ—aEXl. (30)
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2. Insbesondere gilt E (X2 — (a X1 +b))?) =0, d.h. P(X; =aX; +b) =1 genau dann, wenn
lo(X1,Xo)| = 1.

Beweis

e Betrachten die Zufallsvariable Y = X5 — (a X7 + b).
e Wegen (17) hingt dann VarY nicht von b ab.
e Deshalb kann man bei der Minimierung von

E(Y?) =(EY)?*+ VarY

zunéichst (EY)? fiir jedes feste a durch die entsprechende Wahl von b minimieren.
e Es ist klar, da (EY)? fiir b= E X, — a E X; minimal ist, weil dann EY = 0 gilt.

e Es ist nun noch a so zu bestimmen, dafs

VarY

E (((X2 —EX») —a(X; — EXl))z)

Var X5 — 2a Cov (X1, X5) 4+ a®Var X;
Cov (Xl,Xz) 2 (COV (X]_,XQ))Z
Var X, ) + Var X (1 Var X Var X, )

= VarX; <a —

minimal wird, wobei sich die letzte Gleichung durch quadratische Ergdnzung ergibt.

e Hieraus folgt, dafs VarY minimal ist, falls

COV(Xl,XQ) VarX2
= VLAY (X, X)) Y2
Var X, olX1, X2) Rt

e AuRerdem folgt hieraus, da E (Y2) = 0 genau dann, wenn |o(X1, X2)| = 1.

4.2.3 Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix

Wir zeigen zunichst, wie der Begriff der Kovarianz genutzt werden kann, um das in Korollar 4.8 angegebene
Additionstheorem (20) fiir Varianzen zu verallgemeinern.

Theorem 4.13 Seien X1,...,X, : = R beliebige Zufallsvariable mit E (X?) < oo fiir jedes i € {1,...,n}.

Dann gilt
n
Var (X1 +...+X,) =) VarX;+2 > Cov(X;,X). (31)
i=1 1<j<k<n
Falls die Zufallsvariablen X, ... , X, paarweise unkorreliert sind, dann gilt insbesondere
Var (X; +...+ X,)=VarX; +...+ Var X,,. (32)
Beweis

e Wir betrachten zunéchst den Fall n = 2.

e Dann ergibt sich sofort aus dem Beweis von Korollar 4.8, daft
Var (Xl + Xz) = Var X1 + Var X5 + 2 Cov (Xl, X2) .

e Fiir beliebiges n € N ergibt sich die Giiltigkeit von (31) nun mittels vollstandiger Induktion.
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e Die Gleichung (32) ergibt sich unmittelbar aus (28) und (31).

Beachte Neben den Erwartungswerten E X;,... ,E X, und den Varianzen Var Xi,...,VarX,, sind die in
(31) auftretenden Kovarianzen {Cov (X;, X;), 1 <i < j < n} wichtige Charakteristiken des Zufallsvektors
X = (Xy,...,Xn).

Dies fiihrt zu den folgenden Begriffsbildungen.

Definition 4.14 Seien Xi,..., X, : @ = R beliebige Zufallsvariable mit E (X?) < oo fiir jedes i € {1,...,n}.

1. Der Vektor (E X4,... ,EX,) heift der Erwartungswertvektor des Zufallsvektors X = (X1,... ,Xy).
Schreibweise: EX = (EX;4,... ,EX,)

2. Die n x n-Matrix

Cov(X1,X1) -+ Cov(Xiy,X,)
CovX = : : = (Cov (Xi, X;))ij
Cov (X, X1) -+ Cov(Xy,Xn)
heifst die Kovarianzmatriz von X = (Xq,... ,Xp).

Theorem 4.15 Die Kovarianzmatrix Cov X ist

1. symmetrisch, d.h., fiir beliebige i,j € {1,... ,n} gilt
Cov (X;, X;) = Cov (X;, X;) . (33)
2. nichtnegativ definit, d.h., fiir jedes x € R" gilt
z CovXz> 0, (34)

wobei 2" ist der zu x transponierte Vektor ist.
Beweis

e Die Symmetrieeigenschaft (33) ergibt sich unmittelbar aus der Definition 4.9 der Kovarianz.

¢ Die Ungleichung (34) ergibt sich durch eine einfache Rechnung aus (15) und aus der Definition 4.9 der
Kovarianz.

Beachte Die Matrix Cov X heifst positiv definit, falls

z' CovXx >0 (35)

fiir jedes ¢ € R™ mit x # 0.

Beispiel (zweidimensionale Normalverteilung)

e Betrachten eine (weitere) Verallgemeinerung der zweidimensionalen Normalverteilung, die in Abschnitt 3.5.3
eingefiihrt wurde.

e Seien pi,p2 € R, 01,09 > 0 und p € [0, 1) beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahlen.
e Sei X = (X1, X5) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte

_ 1 _ 1 Ty —p1y2 T1— M1y T2 — M2 Ty — 2 2))
fX(’“"l’“)—leaz) 1_92‘”‘"( 2(1—92)<( 20, ) 2 )T )+ (55))

(36)
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e Dann heiflt X normalverteilt mit dem Erwartungswertvektor E X = (1, u2) und der Kovarianzmatrix

0'2 010
Covx=| 74 7€) (37)
g1020 0'%

Beachte

e Die Verteilung eines normalverteilten Zufallsvektors X = (X3, X5) wird eindeutig durch den Er-
wartungswertvektor EX = (u1,u2) und die Kovarianzmatrix Cov X bestimmt. Fiir beliebige (nicht
normalverteilte) Zufallsvektoren gilt diese Eindeutigkeitsaussage jedoch im allgemeinen nicht.

e Es gilt o = o(X1,X2). AuBerdem ergibt sich aus (36), daf fx(z1,z2) = fx,(z1)fx,(z2) genau dann,
wenn ¢ = 0. Die Komponenten X7, X» eines normalverteilten Zufallsvektors X = (X1, X») sind also
genau dann unabhingig, wenn sie unkorreliert sind.

e Weil p < 1 vorausgesetzt wird, ist die Determinante der Kovarianzmatrix Cov X nicht Null, d.h., die
Matrix Cov X ist positiv definit und invertierbar. Man kann sich deshalb leicht {iberlegen, daf die in
(36) gegebenen Dichte fx von X auch wie folgt dargestellt werden kann: Es gilt

fx(z) = (%27)2 Jdiﬁexp(—é@c ~ WK (@ - ) (33)

fiir jedes £ = (z1,22) € R?, wobei u = (u1,p2) und K1 die inverse Matrix zu der in (37) gegebenen
Kovarianzmatrix K = Cov X bezeichnet.
Schreibweise: X ~ N(u, K).

e Man kann sich leicht iiberlegen, daf die Randverteilungen von X ~ N(u, K) (eindimensionale) Nor-
malverteilungen sind mit X; ~ N(p;,02) fiir i = 1,2.

e Manchmal betrachtet man auch Zufallsvektoren X = (X;,X5), deren Komponenten Xi,Xs nor-
malverteilt sind mit |o(X71,X5)] = 1. Aus Theorem 4.12 folgt dann, dalk P(Xs = aX; +b) =1
fiir ein Zahlenpaar a,b € R. In diesem Fall ist der Zufallsvektor X = (X1, X2) nicht absolutstetig,
obwohl seine Komponenten diese Eigenschaft besitzen.

Fiir Zufallsvektoren mit einer beliebigen Dimension n € N kann man den Begriff der n-dimensionalen Nor-
malverteilung einfiihren, indem man eine zu (38) analoge Dichte-Formel betrachtet.

Definition 4.16

e Sei = (p1,---,4n) € R" ein beliebiger Vektor, und sei K eine symmetrische und positiv definite
n x n-Matrix.
e Sei X = (Xy,...,X,) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte
1 \n 1 1 o
T)=|—= exp|—=(x — K (z— ) 39
fiir jedes ¢ = (z1,... ,2n) € R™.

e Man sagt dann, daft X = (X3,...,X,,) normalverteiltist mit dem Erwartungswertvektor p = (ft1,... , ftn)
und der Kovarianzmatrix K.

4.3 Abschitzungen und Grenzwertsitze

In vielen Fallen 146t sich die Wahrscheinlichkeit P(A) von interessierenden Ereignissen A € F nicht in geschlosse-
nen Formeln ausdriicken.

Manchmal ist es jedoch moglich, Ungleichungen herzuleiten, um (obere) Schranken, d.h. Abschitzungen fiir
P(A) zu erhalten. Oft ist es auch niitzlich, das asymptotische (Grenz-) Verhalten der Wahrscheinlichkeit P(A)
zu kennen, wenn bestimmte Modellparameter unendlich grofs bzw. klein werden.
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4.3.1 Tschebyschewsche Ungleichung

In diesem Abschnitt wird die sogenannte Tschebyschewsche Ungleichung diskutiert.

Sie liefert eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, dal die Abweichungen | X (w) — E X | der Werte X (w)
einer Zufallsvariablen X von ihrem Erwartungswert E X einen vorgegebenen Schwellenwert £ > 0 {iberschreiten.
Theorem 4.17 Sei X :  — R eine Zufallsvariable mit E (X?) < co. Dann gilt fiir jedes € > 0

Var X

g2

P(X-EX|>¢) < (40)

Beweis

e Wir zeigen die Giiltigkeit von (40) nur fiir die beiden (grundlegenden) Félle, daf X diskret bzw.
absolutstetig ist.

e Falls X diskret ist mit P(X € C) = 1 fiir eine abzdhlbare Menge C C R, dann ergibt sich aus (9) fiir
o(z) = (z —E X)?, daf fiir jedes £ > 0

VarX = Y (z-EX)’P(X = 1)
zeC
> Y (@-EX)’P(X =2)
zeC:|lz—EX|>e

Y &P(X=u)

z€C:|z—EX|>e

=& ) PX=uz

z€C:lz—E X |>¢

- 52P(U (X =z, |z -EX]|> s})
zeC
= &P(X-EX|>¢).

v

e Falls X absolutstetig ist mit der Dichte fx, dann ergibt sich auf analoge Weise aus (10), daf fiir jedes
e>0

VarX = /(m—EX)2fX(x)dw

v

(x —EX)?fx(x)dx
zER:|[z—EX|>e

e2fx(x) dz

zeC:lz—EX|>¢e

v

= ¢ / fx(z)dx
z€C:|lz—EX|>¢
= EP(X-EX|>e¢).

Korollar 4.18 Sei X :  — R eine Zufallsvariable mit E (X?) < oo. Dann gilt Var X = 0 genau dann, wenn
PX=EX)=1. (41)

Beweis
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Beachte

Beispiele

1.

Falls Var X = 0, dann ergibt sich aus (40), dafs
P(X -EX|>e)=0

fiir jedes € > 0.

Aufserdem kann man sich leicht iiberlegen, dafi dann

1-P(X =EX)=P(IX ~EX| >0) = lim P(X ~EX|>¢) =0.
g

Dies impliziert (41).

Andererseits impliziert (41) die Giiltigkeit von P(X? = (E X)?) = 1, d.h., X? ist eine diskrete Zu-
fallsvariable.

Aus der Definitionsgleichung (3) fiir den Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen ergibt sich dann,
daf E(X?) = (E X)2.

Wegen (16) folgt hieraus, daff Var X = 0.

Die Tschebyschewsche Ungleichung (40) ist nicht an spezielle Annahmen iiber die Form der Verteilung
der Zufallsvariablen X gebunden.

Der ,Preis” hierfiir ist, daff (40) in vielen Féllen zu relativ groben Abschitzungen fiihrt.

Wenn zusédtzliche Annahmen iiber die Verteilung von X gemacht werden, dann lassen sich genauere
Abschatzungen herleiten bzw. die Wahrscheinlichkeit P(|X —E X| > €) 14t sich explizit bestimmen.

fehlerbehaftete Messungen
e Von einem Mefigerit sei bekannt, dafs die Mefiergebnisse fehlerbehaftet sind.
e Die n-te Messung einer (unbekannten) Grofe p € R liefere den Wert p + X, (w) fiir w € €.
e Die Mefifehler X7, X5, ... seien unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariable.
e Uber die Verteilung von X, sei lediglich bekannt, daf§

EX,=0 und Var X, =1. (42)

e Es soll nun die Frage diskutiert werden, wieviele Messungen erforderlich sind, um mit Hilfe der
Tschebyschewschen Ungleichung (40) schlufsfolgern zu kénnen, daff das arithmetische Mittel

n

i=1

der zufilligen Mefwerte p+ X; hochstens mit Wahrscheinlichkeit 0.1 um mehr als 1 vom ,wahren”,
jedoch unbekannten Wert u abweicht.

e Aus den Korollaren 4.6. und 4.8 ergibt sich, dafs
EY,=pu und VarY, =n"'.

e Hieraus und aus der Tschebyschewschen Ungleichung (40

~

ergibt sich, daf

P(Yn —pl > 1) <

S|

e Es gilt also P(|Y,, — u| > 1) < 0.1, falls n~! < 0.1.
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e Aus diesen Uberlegungen folgt, daff die obengenannten Genauigkeitsvorgaben erfiillt sind, falls
n > 10 Messungen durchgefiihrt werden.

2. normalverteilte MejfSfehler
e Es wird nun zusétzlich angenommen, daff die Meffehler normalverteilt sind, d.h. X,, ~ N(0, 1).
e Man kann zeigen, daf dann Y, ~ N(u, 1/n) bzw. /n(Y, — u) ~ N(0,1), vgl. das Beispiel in
Abschnitt 3.6.2 bzw. den Kommentar nach Theorem 3.22.
e Es gilt also
P(Yo—pl>1) = P(/n|Yn—pl>Vn)

= P(/n(Yn—p) <—vn)+P(V/nYn—p) > V/n)
= &(=vn)+ (1 - 2(v/n))
= 2(1-o(v/n)),

wobei

/ exp 22 ) du (43)

die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
e Somit ist P(|Y,, — p| > 1) < 0.1 genau dann erfiillt, wenn ®(y/n) > 0.95.
e Dies gilt dann, wenn /n > 1.645 bzw. n > 3.

Beachte

e Es gibt keine geschlossene Formel fiir die Stammfunktion des Integrals in (43).

e Die Werte ®(z) der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung miissen deshalb numerisch
berechnet werden.

e Fiir z > 0 sind die Werte ®(z) in Tabelle 1 gegeben.

e Fiir z < 0 erhélt man ®(z) dann aus der folgenden Symmetrieeigenschaft, die sich unmittelbar aus der
Definitionsgleichung (43) ergibt.

Lemma 4.19 Fiir jedes z € R gilt

B(z) =1—d(-1). (44)

4.3.2 Gesetz der grofien Zahlen

Wir diskutieren nun zwei allgemeinere Varianten des Gesetzes der groffien Zahlen, das bereits in Abschnitt 4.1.1
im Zusammenhang mit dem Beispiel des wiederholten Wiirfelns erwahnt wurde. Dabei

e betrachten wir eine beliebige Folge von Zufallsvariablen X, X», ... : @ — R mit dem gleichen Erwartungswert
p=EX; firallei=1,2,... und

e untersuchen die Frage, unter welchen Bedingungen und in welchem Sinne das arithmetische Mittel

1 n
:E;Xi

gegen p strebt, falls n unendlich groft wird.
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Aus der Tschebyschewschen Ungleichung (40) ergibt sich

Theorem 4.20 Sei Xi,Xs,... : @ — R eine Folge von Zufallsvariablen mit dem gleichen Erwartungswert
p=EX; und mit E(X?) < oo fiirallei =1,2,....

1. Falls
lim VarY, =0, (45)
n—oo
dann gilt fiir jedes € > 0
ILm P(Y, —p|>¢e)=0. (46)

2. Die Bedingung (45) ist insbesondere dann erfiillt, wenn die Zufallsvariablen X, Xs,... unabhingig
sind mit der gleichen Varianz 0? = Var X; fiir alle i = 1,2,....

Beweis

e Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (26) kann man sich leicht {iberlegen, daR E (¥,2) < oo
fiir jedes n =1,2,... gilt.
o Weil aufserdem EY,, = p fiir jedes n = 1,2,.. ., ergibt sich (46) unmittelbar aus (40) und (45).

e Die Zufallsvariablen X1, X5,... seien nun unabhingig mit der gleichen Varianz 02 = Var X; fiir alle
1=1,2,....
e Dann ergibt sich aus (17) und (20), daf§

1 n
VaryY, = EZVarXi
i=1

fir n — oo.

Definition 4.21 Man sagt, daf die Zufallsvariablen Y7,Y>, ... stochastisch gegen die Zahl u € R konvergieren,
falls (46) fiir jedes € > 0 gilt. Schreibweise: Y, N

Beachte

e Die stochastische Konvergenz wird auch Konvergenz in Wahrscheinlichkeit genannt.

¢ Die Konvergenz (46) des arithmetischen Mittels Y;, gegen den Erwartungswert p heifst das schwache
Gesetz der groflen Zahlen.

Neben der stochastischen Konvergenz gibt es noch weitere Konvergenzarten von Zufallsvariablen. Insbesondere
gilt neben Theorem 4.20 der folgende Grenzwertsatz.

Theorem 4.22 Sei X1, Xs,...: Q — R eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
n
mit E|X;| < oo fiir alle i = 1,2,...; u = EX;. Fiir das arithmetische Mittel ¥,, = n=! 3 X; gilt dann
i=1

P(hm Yn:u) 1. (47)

n—oo
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Beweis Der Beweis von Theorem 4.22 ist tiefliegend und geht iiber den Rahmen dieser einfiihrenden Vorlesung
hinaus.

Definition 4.23 Man sagt, dafs die Zufallsvariablen Y7,Y5,... fast sicher gegen die Zahl p € R konvergieren,
falls (47) gilt. Schreibweise: Y, Ly w

Beachte

e Die fast sichere Konvergenz wird auch Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit 1 genannt.

e Man kann zeigen, daf die fast sichere Konvergenz Y, Ls, p einer Folge von Zufallsvariablen Y7,Y5, ...
stets die stochastische Konvergenz Y,, = p impliziert.

e Die Konvergenz (47) des arithmetischen Mittels Y;, gegen den Erwartungswert u heifit deshalb das
starke Gesetz der grofien Zahlen.

o Schlieflich sei noch erwédhnt, daf man in Theorem 4.22 (analog zur Situation in Theorem 4.20) die
Bedingungen der Unabhingigkeit bzw. der identischen Verteiltheit der Zufallsvariablen X, X, ...
durch schwichere Bedingungen ersetzen kann, ohne daf dabei die Giiltigkeit von (47) verloren geht.

4.3.3 Beispiel (Buffonsches Nadelexperiment)

e Das Buffonsche Nadelexperiment ist ein Beispiel, bei dem das starke Gesetz der groffen Zahlen angewendet
wird.

o Esist eine der ersten numerischen Methoden, die auf stochastischen Gesetzméafigkeiten beruht.
e Der ,Erfinder” ist Georges Louis Leclerc Comte de Buffon (1707-1788).
e Heute sind solche Verfahren unter der Bezeichnung ,,Monte-Carlo-Simulation” bekannt.

e Betrachten das System
K={(z9): (z,y) €{...,-1,0,1,...} x R} C R?

von parallelen und dquidistanten (vertikalen) Geraden in der euklidischen Ebene R2.

e Werfen eine Nadel mit der Linge 1 ,willkiirlich” in die Ebene R?, wobei mit ,willkiirlich” das folgende
stochastische Modell gemeint ist.

e Betrachten zwei Zufallsvariable S und 7', die die zuféllige Lage der Nadel beschreiben, wobei

— S der (orthogonale) Abstand des Nadelmittelpunktes zur nichsten linksliegenden Nachbargeraden von
K ist,

— T der Winkel ist, den die Nadel zum Lot auf die Geraden von K bildet, und
— die Zufallsvariablen S und T unabhéngig und gleichverteilt seien auf den Intervallen [0, 1] bzw. [—7/2,7/2].

e Bestimmen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
1 1
A={0<S<§COST}U{1—§COST<S<1},

dafs die willkiirlich geworfene Nadel eine der Geraden von K schneidet.
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o Es gilt
1 1
P(A) = P(O<S<icosT)+P(1—§cosT<S<1)
w/2 /2
1 1 1 1
= ;/P(0<S<§cost)dt+;/P(l—Ecost<S<1)dt
—7/2 —m/2
w/2 w/2
1 1 1 1
= - / — costdt + — / — costdt
™ 2 T 2
—m/2 —m/2
w/2
1 2
= — / costdt = — .
T T
—m/2

o Aus der Gleichung P(A) = 2/ ergibt sich nun eine Methode zur experimentellen Bestimmung der Zahl 7,
die auf dem Gesetz der grofien Zahlen beruht.

e Seien (S1,T4),--- , (Sn,Trn) unabhingige und identisch verteilte Zufallsvektoren (mit der gleichen Verteilung
wie (S,T)), die wir als das Ergebnis von n (unabhiingig durchgefiihrten) Nadelexperimenten auffassen.

e Dann sind X7, Xo,..., X, mit

X 1, falls S; < LcosT; oder 1 —1cosT; < Sj
i =
0 sonst

unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariable mit dem Erwartungswert E X; = 2/7.

n
e Aus Theorem 4.22 ergibt sich also, daR das arithmetische Mittel Y, = n~! 3 X; fast sicher gegen die Zahl
i=1
2/7 strebt.
e D.h., fiir grofle n ist 2/Y,, mit hoher Wahrscheinlichkeit eine gute Naherung der Zahl .
Beachte Im Internet gibt es zahlreiche Seiten, wo dieses Verfahren implementiert worden ist und mittels

JAVA-Applets auch selbst durchgefiihrt werden kann, vgl. beispielsweise

e http://www.mste.uiuc.edu/reese/buffon /buffon.html

Ein anderer Algorithmus zur experimentellen Bestimmung der Zahl 7 hingt ebenfalls mit einem einfachen geo-
metrischen Sachverhalt zusammen.

e Betrachten das Quadrat
B=[-1,1] x [-1,1] c R?

und den Kreis
C= {(xay) : (:Uay) € B7 x2 +y2 < 1} .

e Werfen einen Punkt willkiirlich in die Menge B.

e D.h., wir betrachten zwei unabhingige Zufallsvariable S und T, die jeweils gleichverteilt auf dem Intervall
[-1,1] sind.
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Bestimmen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A={(S,T)eC}={S*+T*< 1},
daf der ,zuféllige Punkt” (S,T) in C' C B liegt.

o Es gilt
PA)=P(S*+T*<1)= ... = = =

wobei |B|, |C| den Fliacheninhalt von B bzw. C bezeichnet.

e Ahnlich wie beim Buffonschen Nadelexperiment ergibt sich nun aus der Gleichung P(A) = 7/4 eine weitere
Methode zur experimentellen Bestimmung der Zahl 7, die auf dem Gesetz der grofsen Zahlen beruht und
die sich leicht implementieren 1a£t.

e Seien (S1,T4),--- , (S, Ty) unabhingige und identisch verteilte Zufallsvektoren (mit der gleichen Verteilung
wie (S,T)), die wir als das Ergebnis von n (unabhingig durchgefiihrten) Experimenten auffassen.

e Dann sind X7, Xo,... , X, mit
1, falls SZ+7T7 <1

X, =
0 sonst

unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariable mit dem Erwartungswert E X; = 7 /4.

e Aus Theorem 4.22 ergibt sich also, daR das arithmetische Mittel Y, = n=! 3" X; fast sicher gegen die Zahl
i=1

/4 strebt.

D.h., fiir grofse n ist 4Y,, mit hoher Wahrscheinlichkeit eine gute Ndherung der Zahl =.

Beachte

1. Bei der Implementierung dieser Monte-Carlo-Simulation kann man wie folgt vorgehen.

e Erzeuge 2n auf [0, 1] gleichverteilte Pseudozufallszahlen 21, ... , 22, mit einem Zufallszahlengene-
rator.

e Setze s; =2z; —1lund t; =224, — 1 firi=1,...  n.

e Setze

1, fallss?+t2<1
Tr; =
0 sonst

e Berechne 4(z1 + ... + z,)/n.

2. Ein JAVA-Applet, mit dem dieses Simulationsverfahren selbst durchgefiihrt werden kann, findet man
beispielsweise auf der Internet-Seite:

e http://www.daimi.aau.dk/ u951581/pi/MonteCarlo/pimc.html

4.3.4 Zentraler Grenzwertsatz

Neben der stochastischen Konvergenz und der fast sicheren Konvergenz, die in Abschnitt 4.3.2 eingefiihrt wurden,
gibt es noch weitere Konvergenzarten von Zufallsvariablen.

Wir diskutieren nun

o den Begriff Konvergenz in Verteilung und in diesem Zusammenhang
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e eine weitere Kategorie von Grenzwertsitzen, den sogenannten zentralen Grenzwertsatz.
e Dabei wird eine andere Normierung der Summe X; +. ..+ X, als beim Gesetz der grofen Zahlen betrachtet.

o Wihrend die Normierung 1/n beim Gesetz der grofen Zahlen zu dem deterministischen Grenzwert p fiihrt,
wird nun die (kleinere) Normierung 1/4/n betrachtet, die zu einem nichtdeterministischen, d.h. zufélligen
Grenzwert fiihrt.

In Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsatzes von DeMoivre-Laplace, der bereits in Abschnitt 3.2.3 erwahnt
wurde, gilt

Theorem 4.24  Sei X;, X2,...: Q2 = R eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
mit E (X?) < ocound Var X; > 0 firalle i = 1,2,...; u = EX;, 0? = Var X;. Dann gilt fiir jedes z € R

((Xl +0—|\;;(n) —npy < m)

wobei ®(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

lim P

n—oo

=®(z), (48)

Beweis Der Beweis von Theorem 4.24 ist tiefliegend und geht iiber den Rahmen dieser einfiihrenden Vorlesung
hinaus.

Korollar 4.25 Unter den Voraussetzungen von Theorem 4.24 gilt

. Xi+...+X,) —npu _
J P(S <e) =W (49)
fiir jedes z € R, und
. (X1+...+Xn) —np .
nh_{r;o P(a < o/n < b) = &(b) — ®(a) (50)

fiir beliebige a,b € R mit a < b.

Beweis Die Behauptung (49) ergibt sich aus (48), weil

— X o+ X)) -
lim P((X1+ + Xo) "”<x) =  lim limP(( 1+ 4 Xn) "“s:c—h)
n—oo U\/ﬁ n—o0 hl0 J\/ﬁ
X L+ X, -
= lim lim P(( 14+ Xn) n“g;c—h)
B0 n—oo ovn
@ lime@ - n)
10
= &(x).

Die Behauptung (50) ergibt sich nun aus (48) und (49), denn es gilt

i plas Stet X )
- nlggo(P((Xl +..(.I;§(n) — b) _P((X1 +..(.I2L/T_)L(n) —np <a))
_ HILIEOP((XIJF..J?)—W Sb) _T}EEOP((XIJF..;%(H)_W <a)

B(b) — ®(a)
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Beachte Es ist die folgende Sprechweise iiblich: Falls (48) fiir jedes x € R gilt, dann sagt man, daff

(Xi+...+X,) —np
ov/n

in Verteilung gegen die Standardnormalverteilung (bzw. gegen eine N(0,1)-verteilte Zufallsvariable Y)
strebt.

Y, =

Allgemein definiert man den Begriff der Verteilungskonvergenz von Zufallsvariablen wie folgt.

Definition 4.26 Sei Y,Y7,Y5,... : @ — R eine beliebige Folge von Zufallsvariablen. Man sagt, daf die
Zufallsvariablen Y7,Y5, ... in Verteilung gegen die Zufallsvariable Y konvergieren, falls
lim P(Y, <y)=P(Y <y) (51)
n—oo

fiir jedes y € R gilt, das ein Stetigkeitspunkt der Verteilungsfunktion Fy ist, d.h. limy o Fy (y —h) = Fy (y).
Schreibweise: Y, - Y’

Beachte

e Die Formel (51) ist offenbar gleichbedeutend mit

lim Fy, (y) = Fy(y)

n— oo

fiir jeden Stetigkeitspunkt y € R der Verteilungsfunktion Fy.
e Man kann dariiber hinaus zeigen, dafs dies wiederum gleichbedeutend ist mit

o

tim [ g(y) dFy, (v) = / o(y) dFy () (52)

n— oo
—00

fiir jede beschrinkte und stetige Funktion g : R — R, wobei die Integrale in (52) sogenannte Stieltjes-
Integrale sind.

e In diesem Zusammenhang spricht man auch von der schwachen Konvergenz der Verteilung von Y,
gegen die Verteilung von Y.

Beispiel (fehlerbehaftete Messungen)

e So wie in dem Beispiel, das bereits in Abschnitt 4.3.1 betrachtet wurde, nehmen wir an, daf die n-te
Messung einer (unbekannten) Grofe p € R den Wert p + X, (w) liefert fiir w € Q.

Die Mefsfehler X7, X5, ... seien unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariable.
Uber die Verteilung von X, sei lediglich bekannt, daf

EX,=0 und VarX, =o?. (53)

Ein Ansatz zur ,,Schatzung” der unbekannten Grofle p ist durch das arithmetische Mittel

n

1
Y,=- Z(,U/ + Xz)
s
der zufilligen Mefiwerte p + X; gegeben.

Mit Hilfe von Korollar 4.25 146t sich die Wahrscheinlichkeit P(|Y,, — p| > €), daf der Schétzfehler
|Y,, — u| grofer als g ist, ndherungsweise bestimmen.



e Und zwar gilt fiir grofe n

P(lyn _N| > 5)
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