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Vorwort

Dies ist ein Skript zur Vorlesung “Extremwerttheorie” im Sommersemester 2017 an der
Universitdt Ulm. Bedanken moéchte ich mich bei Zakhar Kabluchko, fiir die Erlaubnis, ein
Skript zu erstellen, das in wesentlichen Teilen auf seinem Skript basiert. Sein Skript ist unter
http://wwwmath.uni-muenster.de/statistik/kabluchko/

zu finden.

Zakhar Kabluchko wiederum bedankt sich bei zahlreichen weiteren Personen. Aus seinem

Vorwort:
Dies ist ein Skript zur Vorlesung “Extremwerttheorie”, die an der Universitdt Ulm (im
Wintersemester 2011/12 und Sommersemester 2014) und an der Universitét Minster (im
Sommersemester 2015) gehalten wurde. Die erste IXTEX-Version des Skripts wurde von
Herrn Benjamin Tempel erstellt. Danach wurde das Skript von mir mehrmals korrigiert,
iiberarbeitet und ergénzt. Ich bedanke mich bei Frau Judith Olszewski, die eine frithere
Version des Skripts kritisch durchgelesen und zahlreiche Verbesserungsvorschlége gemacht
hat. Ich bedanke mich auflerdem bei Wolfgang Ko6nig, Michael Stolz und zahlreichen wei-
teren Kollegen fiir niitzliche Hinweise zu einzelnen Kapiteln des Skripts. Diese Version ist
vorldufig. In Zukunft soll das Skript weiter iiberarbeitet und ergénzt werden.


http://wwwmath.uni-muenster.de/statistik/kabluchko/
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KAPITEL 1

Extremwertverteilungen

1.1. Verteilung des Maximums

Seien X7, Xs, ... unabhéngige und identisch verteilte (u.i.v.) Zufallsvariablen.
Mit M,, bezeichnen wir das Maximum von X,..., X,:

M, = max{Xy,..., X,,}, neN.

Satz 1.1.1. Die Verteilungsfunktion von M, ist gegeben durch
P[M, <t|=F"(t) fir allet € R.

Hierbei ist F"(t) die punktweise n-te Potenz von F'(t).

BEWEIS. Aus der Definition des Maximums M, folgt, dass
P[M, <t] =Pmax{Xy,..., X} <t]|=P[X; <t ..., X, <t].
Da X,..., X, unabhéingig und identisch verteilt sind, gilt
PX; <t,....X, <t]=P[X; <t]-...-P[X, <t]=F"(t).
Zusammen ergibt sich P[M,, < t] = F"(t).
Aufgabe 1.1.2. Seien Xj,..., X, u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Be-
stimmen Sie die Verteilungsfunktion des Minimums m,, := min{ X1, ..., X,}.

Aufgabe 1.1.3. Seien X1,..., X, u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Be-
stimmen Sie die gemeinsame Verteilungsfunktion von m,, und M,,, d.h. berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit P[m,, < z, M,, < y.

Wir werden uns fiir die Eigenschaften von M, fiir groBe Werte von n interessieren. Im
folgenden Satz berechnen wir den Wert, gegen den die Zufallsvariable M, fiir n — oo in

Wahrscheinlichkeit konvergiert.

Definition 1.1.4. Der rechte Endpunkt der Verteilungsfunktion F' ist definiert durch
¥ =sup{t e R|F(t) <1} =inf{t e R| F(t) =1} e RU {+o0}.

Erreicht die Verteilungefunktion F' nie den Wert 1, so ist 2* = +00.




Der rechte Endpunkt kann endlich oder 400 sein:

A Fall 1: x* endlich f
F(1) F(@)

i

— _ -

d 7

\ Fall 2: x* ==

Y.
Ve

ABBILDUNG 1. Veranschaulichung von z*

Der rechte Endpunkt z* ist das Supremum aller Werte, die die Zufallsvariable X; annehmen
kann, wobei aber Nullmengen ignoriert werden. Es ist

" =sup{t e R |P(X; >t) > 0} =: esssup X,

das wesentliche Supremum von X;.

Satz 1.1.5. Fiir n — oo konvergiert die Zufallsvariable M,, in Wahrscheinlichkeit gegen
den Wert z*.

BEWEIS. Wir betrachten zwei Falle.

FALL 1. Sei zuerst z* endlich. Fiir jedes ¢ > 0 gilt F(2* —¢) < 1, wobei die Ungleichung
strikt ist. Aus Satz 1.1.1 folgt, dass

lim P[M,, <z* —¢] = lim F"(z* —¢) = 0.

n—o0 n—o0

Auferdem gilt P[M,, > z* + <] = 0. Es folgt
lim P[|M,, — z*| > €] = lim (P[M,, < 2" — ] + P[M,, > 2* 4+ ¢]) = 0.

n—ro0 n—oo

Somit gilt M, R

FALL 2. Sei nun z* = 4+00. Wir zeigen, dass fiir jedes noch so grofies A € R
lim P[M,, < A] =0.

n—oo

Aus z* = oo folgt, dass F'(A) < 1, wobei die Ungleichung strikt ist. Mit Satz 1.1.1 folgt
lim P[M,, < A] = lim F"(A)=0.
n—oo

n—oo
Somit gilt M, = +oo. O

Bemerkung 1.1.6. Da die Folge M, (w) fiir jedes feste w € € monoton wachsend ist, kon-
vergiert sie entweder gegen eine endliche Zahl oder sie konvergiert gegen unendlich. Der fast
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sichere Limes von (M,,),eny muss aber mit dem Limes in Wahrscheinlichkeit iibereinstimmen.
Also konvergiert (M,,)nen sogar fast sicher gegen x*.

1.2. Definition der Extremwertverteilungen und deren
Max—Anziehungsbereiche

Wir werden uns fiir die Verteilungsfunktion des Maximums M, = max{Xy,..., X, } fir
grofle Werte von n interessieren.

Zunéchst erinnern wir uns an einen Sétze iiber die Verteilung des arithmetischen Mittelwerts
X einer Stichprobe. Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass fiir u.i.v. Zufallsvariablen
X1, X5, ... mit endlichem Erwartungswert p und endlicher Varianz o? > 0 die Verteilungs-
konvergenz

LixXy+...+X,)—
2 (N ) B4y N(o,1)
O'/ﬁ n—00

gilt, wobei N(0,1) eine Standardnormalverteilung bezeichnet.

Wir wollen nun ein Analogon des zentralen Grenzwertsatzes fiir das Maximum M,, herleiten.
Seien also X1, X5, ... u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Wir fragen uns, ob
es Folgen von Konstanten a,, > 0, b, € R und eine Verteilungsfunktion G gibt, so dass fiir
n — oo die folgende Verteilungskonvergenz gilt:

M, — b,
(1.2.1) RN
Ay, n— 00

Es sei bemerkt, dass wir in (1.2.1) eine Normierung von M, mit beliebigen Folgen a, und
b, (und nicht nur mit dem Erwartungswert und der Standardabweichung) zulassen, da in
vielen interessanten Féllen der Erwartungswert und die Varianz gar nicht existieren.

Die Verteilungskonvergenz in (1.2.1) bedeutet, dass

n—0o0

lim P [M"—_b” < t} =G(1)

fiir alle Stetigkeitspunkte ¢t von G. Eine dquivalente Formulierung ist diese:
(1.2.2) lim F"(a,t +b,) = G(t)

n—oo
fiir alle Stetigkeitspunkte ¢ von G.
Wenn (1.2.1) bzw. (1.2.2) gilt, so sagen wir, dass G eine Extremwertverteilung ist und

dass die Verteilungsfunktion F' (bzw. die Zufallsvariablen X;) im Max-Anziehungsbereich
von G liegt.

Bemerkung 1.2.1. Es gibt einen Spezialfall von (1.2.1) und (1.2.2), der nicht interessant
ist und den wir deshalb ausschliefen. Eine Zufallsvariable Z bzw. deren Verteilungsfunktion
G(t) = P[Z < t] heiBt degeneriert, wenn es einen Wert ¢ mit P[Z = ¢] = 1, bzw.

0, t<ec
1.2.3 G(t) = ’ ’
(123) 0 {17 o

gibt. Fiir jede Verteilungsfunktion F' kann man durch die “falsche” Wahl der Konstanten
p, by, erreichen, dass (1.2.1) bzw. (1.2.2) mit einer degenerierten Verteilungsfunktion G gilt.
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Man kann zum Beispiel bn = 0 und a,, derart schnell steigend wéahlen, dass M, /a,, gegen 0 in
Verteilung konvergiert (Ubungsaufgabe). Deshalb werden wir im Folgenden die degenerierten
Verteilungsfunktionen G der Form (1.2.3) aus unseren Definitionen ausschlieBen.

e )

Definition 1.2.2. Der Max-Anziehungsbereich einer nichtdegenerierten Verteilungs-
funktion G besteht aus allen Verteilungsfunktionen F, fiir die es zwei Folgen a,, > 0 und
b, € R gibt, so dass

M, — b,
(1.2.4) S LCUNYe
any, n—00
fir M, := max{Xy,...,X,}, wobei Xj,...,X,, ~ F u.iv. sind.
& J

Den Max-Anziehungsbereich von G werden wir mit MDA(G) (maximum domain of at-
traction) bezeichnen. Wir werden im Folgenden sehen, dass es nur sehr wenige Verteilungs-
funktionen G mit einem nicht-leeren Max-Anziehungsbereich gibt.

Bemerkung 1.2.3. Wir machen in diesem Skript keinen Unterschied zwischen einer Vertei-
lung (die ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R ist) und der dazugehorigen Verteilungsfunktion.
Zum Beispiel bezeichnen wir oft eine Verteilungsfunktion als “Extremwertverteilung”.

Definition 1.2.4. Eine nichtdegenerierte Verteilung(-sfunktion) G heifit eine Extrem-
wertverteilung, wenn der Max—Anziehungsbereich von G nicht leer ist.

Somit ist G eine Extremwertverteilung, wenn es eine Verteilungsfunktion £’ und zwei Folgen
a, > 0 und b, € R gibt, so dass (1.2.4) gilt.

1.3. Drei Beispiele von Extremwertverteilungen: Gumbel, Fréchet, Weibull

Mit der obigen Definition ist es nicht klar, ob Extremwertverteilungen iiberhaupt existieren.
Im Folgenden werden wir drei Beispiele von Extremwertverteilungen (oder sogar Familien
von Extremwertverteilungen) konstruieren. Spater werden wir zeigen, dass es bis auf lineare
Transformationen keine weiteren Extremwertverteilungen gibt.

Wir erinnern daran, dass wir mit X, Xs, ... u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion
F bezeichnen. Weiterhin, sei M,, = max{Xi,..., X,}.

—t

Gumbel—Verteilung A(t) = e~

Definition 1.3.1. Eine Zufallsvariable hat Gumbel-Verteilung, wenn IThre Vertei-
lungsfunktion die folgende Gestalt hat:

t

Alt)y=e, teR.
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ABBILDUNG 2. Verteilungsfunktion der Gumbel-Verteilung.

Das néchste Beispiel zeigt, dass die Gumbel—Verteilung eine Grenzwertverteilung fiir Maxima
von u.i.v. exponentialverteilten Zufallsvariablen ist.

Beispiel 1.3.2. Die Zufallsvariablen X, X5, ... seien unabhingig und exponentialverteilt
mit Parameter 1, d.h.

Fit)y=1-¢" t>0.
Dann konvergieren fiir n — oo die Zufallsvariablen M,, — logn in Verteilung gegen A, d.h.

lim P[M, —logn <t]=e* ", teR.

n—oo

Beweis: Sei t € R beliebig. Mit Satz 1.1.1 gilt
P[M,, —logn < t] =P[M, <t+logn|= F"(t+ logn).
Die Zufallsvariablen X; sind exponentialverteilt und ¢ +logn > 0 fiir n hinreichend gro83. Es

folgt, dass bei einem hinreichend grofien n,

—E\ "N
P[M, —logn < t] = (1 — e (Hlosmyn — (1 - e_) — e

n n—00

Somit gilt M,, —logn A

n—o0

Dies ist das erste von vielen Malen, dass wir folgendes Lemma der Analysis benutzt haben.

Lemma 1.3.3. Sei (u,)nen eine konvergente Folge mit u := lim,,_,, u,. Dann ist

. Up\n 4
A (A5 ) =<

Bemerkung 1.3.4. Laut Beispiel 1.3.2 list die Exponentialverteilung im Max—Anziehungs-
bereich der Gumbel-Verteilung:

Exp(1) € MDA(A).
5



Die Gumbel-Verteilung ist somit eine Extremwertverteilung. Man kann Beispiel 1.3.2 wie
folgt interpretieren: Fiir groffes n nimmt das Maximum M,, Werte an, die sich von dem Wert
logn um eine approximativ Gumbel-verteilte “Fluktuation” unterscheiden.

Fréchet—Verteilung @, (t) =e™ "t >0

Definition 1.3.5. Eine Zufallsvariable heifit Fréchet—verteilt mit Parameter a@ > 0,
wenn ihre Verteilungsfunktion die folgende Gestalt hat:

Y t>0
@a(t):{e ) 7

0, t <0.
N\ J
O_ ____________________
@
(=]
('D_
o
[=]
(=]
T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6

ABBILDUNG 3. Verteilungsfunktionen der Fréchet—Verteilungen mit a =
0.5,1.0,2.0,3.0,5.0.

Das néchste Bespiel zeigt, dass die Fréchet—Verteilung eine Extremwertverteilung ist.

Beispiel 1.3.6. Die Zufallsvariablen X, X5, ... seien Pareto—verteilt mit Parameter o > 0,
d.h.
11—t t>1
F(t) = oo
0, t<1.

Dann konvergieren fiir n — oo die Zufallsvariablen n_iMn in Verteilung gegen ®,, d.h. es

gilt
M, Ut
lim P | <y )¢ > 120
n—oo | pl/a 0, t<0.

Beweis: Sei t > 0 beliebig. Mit Satz 1.1.1 erhalten wir, dass

nl/oe —

M,
IP’[ n< t} = P[M, < tn'/*] = F"(tn*/®).
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Da die Zufallsvariablen X; Pareto—verteilt sind und tn'/®

sich, dass

> 1 fiir hinreichend grofles n, ergibt

P M, <y ] 1 " 1 1\" L et
=1-—F) =(1—— e’ .
nl/a — (tnl/a)a ton, N—00

Fiir t <0 gilt IP’[n’éMn < t] = 0. Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung 1.3.7. Man kann Beispiel 1.3.6 wie folgt interpretieren: Fiir groffes n nimmt
das Maximum M,, sehr groBe Werte auf der Skala n'/® an. Reskaliert man M, mit dem
Faktor n=%/%, so erhilt man approximativ Fréchet-verteilte Werte.

Weibull-Verteilung VU, (t) = e (=" ¢t < 0

Definition 1.3.8. Eine Zufallsvariable heiit Weibull—-verteilt mit Parameter o > 0,
wenn ihre Verteilungsfunktion die folgende Form hat:

~(-t)
e , t<0,
qj“(t):{l t>0

ABBILDUNG 4. Verteilungsfunktionen der Weibull-Verteilungen mit o =
0.5,1.0,2.0,3.0,5.0.

Das néchste Beispiel zeigt, dass die Weibull-Verteilung eine Extremwertverteilung ist.

Beispiel 1.3.9. Seien die Zufallsvariablen X, X5, ... unabhéngig mit der Verteilungsfunk-
tion

0, t<—1,
Fit)={1— ()", te[-1,0]
1, t>0,



wobei @ > 0 ein Parameter ist. Dann konvergieren fiir n — oo die Zufallsvariablen n'/®M,,
in Verteilung gegen W, d.h. es gilt

n—oo

ef(ft)a
(1.3.1) lim Pn'/*M, <t] = ’
Sei t < 0 beliebig. Mit Satz 1.1.1 erhalten wir, dass

P[nY/*M, < t] = P[M, < tn~ Y] = F*(tn~ ).

Fiir n hinreichend grof} ist tn=*/* € [~1,0]. Aus der Formel fiir die Verteilungsfunktion F
folgt, dass

n n— 00

Pln'/*M, <t] = (1 — (—tn~Y*))" = (1 - ﬂy — e (D7

Fiir t > 0 gilt P[n'/*M, < t] =1, denn M,, < 0 f.s. Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung 1.3.10. Man kann Beispiel 1.3.9 wie folgt interpretieren: Fiir grofles n nidhert
sich das Maximum M,, dem Wert 0 von unten an. Dabei nimmt M, sehr kleine negative Werte
auf der Skala n~/* an. Reskaliert man M,, mit dem Faktor n'/®, so erhilt man approximativ
Weibull-verteilte Fluktuationen.

1.4. Satz von Fisher—Tippett—Gnedenko

Wir haben folgende Extremwertverteilungen konstruiert: Die Gumbel-Verteilung A, die
Fréchet—Verteilung ®,, (wobei o > 0) und die Weibull-Verteilung ¥, (wobei a > 0). Weitere
Beispiele von Extremwertverteilungen kénnen konstruiert werden, indem wir auf die oben
genannten Verteilungen lineare Transformationen anwenden.

( )

Definition 1.4.1. Zwei Zufallsvariablen Z; und Z, sind vom gleichen Typ, wenn es
¢ > 0 und d € R gibt mit
7y L cZy+d.
Notation: Z; i Zs.
& J
Bezeichnen wir mit F; und F; die Verteilungsfunktionen von Z; und Z,, so kann man die
obige Bedingung wie folgt formulieren:

Fl(t):IP’[Zlgt]:IP’[CZngdgt]:IP’[ZQSt%d} :FQ(t‘d)

C

Definition 1.4.2. Zwei Verteilungsfunktionen F; und F3 sind vom gleichen Typ,
wenn es ¢ > 0 und d € R gibt, so dass fiir alle t € R

Fi(t) = F (t_d)

C

Notation: £} i1 F5.

(. J




Beispiel 1.4.3. Die Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1] ist vom gleichen Typ wie die
Gleichverteilung auf einem beliebigen Intervall [a,b]. Die Normalverteilung mit beliebigen
Parametern ist vom gleichen Typ wie die Standardnormalverteilung.

Aufgabe 1.4.4. Zeigen Sie, dass X eine Aquivalenzrelation ist, d.h.
(1) FxF.
(2) FxG = GxF.
3) FxG,Gx H = Fx H.

Proposition 1.4.5. Hat eine Zufallsvariable Z (mit Verteilungsfunktion G(t)) eine Ex-
tremwertverteilung, so hat fiir beliebige ¢ > 0 und d € R auch die Zufallsvariable ¢Z + d
(mit Verteilungsfunktion G (%1)) eine Extremwertverteilung.

BEWEIS. Die Voraussetzung, dass die Zufallsvariable Z einer Extremwertverteilung gehorcht,
bedeutet, dass es unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen X, Xs,... und Folgen
a, >0, b, € R gibt, so dass
Xi,..., X} — b,
maX{ 1, ) } i> 7

Qnp, n—00

Daraus folgt, dass

max{Xy,..., X} — (b, — da,/c) s d
a,n/c n—oo
Somit hat die Zufallsvariable cZ + d ebenfalls eine Extremwertverteilung. O

Bemerkung 1.4.6. Aus dem Beweis der vorstehenden Proposition folgt auch, dass die
Max-Anziehungsbereiche der Verteilungsfunktionen G(¢) und G (=¢) gleich sind.

Aus Proposition 1.4.5 folgt, dass fiir beliebige 4 € R und o > 0, die folgenden Verteilungen
Extremwertverteilungen sind:

Verteilungen vom Gumbel-Typ:

(1.4.1) A(t_“> :exp{_e—t%}, teR.

g

Verteilungen vom Fréchet—Typ (mit Parameter o > 0):

(1.4.2) o, (t _ “) _ {exp {— (t_T”)*a}» falls ¢ > p,

o 0, sonst.

Verteilungen vom Weibull-Typ (mit Parameter a > 0):
t—u\ o
(1.4.3) v, (t__'”) _ {exp {— (54"}, fallst <y,
o 1, sonst.

Ein zentraler Satz der Extremwerttheorie besagt, dass es keine weiteren Extremwertvertei-
lungen gibt:



Satz 1.4.7 (Fisher-Tippett (1928), Gnedenko (1943)). Jede Extremwertverteilung ge-
hort zu einer der drei Familien (1.4.1), (1.4.2), (1.4.3).

1.5. Jenkinson—von Mises—Darstellung

Es gibt eine Darstellung (Jenkinson—von Mises—Darstellung), die alle drei Familien (1.4.1),
(1.4.2), (1.4.3) als Spezialfille beinhaltet. Betrachte namlich die folgende Familie von Ver-
teilungsfunktionen (parametrisiert durch v € R)

exp{—(1+’yt)_1/”’}, falls 1 +~t > 0,
G,(t) =<0, falls v > 0 und ¢t < —1/7,
1, falls v < 0 und t > —1/7.

Folgendes ldsst sich nun leicht iiberpriifen:
—t—1/v

(1) Fiir v > 0 ist G, vom gleichen Typ wie die Fréchet—Verteilung ®,,,(t) = e ,
t>0.
(2) Fiir v < 0ist G, vom gleichen Typ wie die Weibull-Verteilung W_; /. (t) = e (=077
t<O.
(3) Fiir v = 0 ist (1 +~t)~Y" nicht wohldefiniert. Wir interpretieren diesen Term dann
als Grenzwert fiir v — 0:
lim(1 + )"/ = e,
v—0
Somit ist Go(t) = e, t € R, die Gumbel-Verteilung.

Jede Extremwertverteilung hat also die Form G, (ct + d) mit passenden Parametern v € R,
c>0,deR.

Eine in der Form G, (ct + d) dargestellte Extremwertverteilung wird in der Statistik auch
GEV-Verteilung genannt (General Extreme—Value Distribution).
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KAPITEL 2

Satz von Fisher—Tippett—Gnedenko

In diesem Kapitel beweisen wir den Satz von Fisher—Tippett—Gnedenko, der die Extrem-
wertverteilungen beschreibt.

e M)

Satz 2.0.1 (Satz von Fisher-Tippett (1928), Gnedenko (1943)). Eine Verteilungsfunk-
tion G ist eine Extremwertverteilung genau dann, wenn einer der drei folgenden Félle
vorliegt:

(1) G ist vom Gumbel-Typ, dh. G(t) = A (££) fir p € R, 0 > 0.

(2) G ist vom Fréchet-Typ, d.h. G(t) = @, (E£) fir a >0, p € R, o > 0.

(3) G ist vom Weibull-Typ, d.h. G(t) = ¥, ( ) fira>0,ueR, o>0.

(. J

‘ Q

Fiir den Beweis benotigen wir einige Hilfsmittel.

2.1. Eindeutigkeit der Normierungskonstanten

Seien Z1, Zs, ... Zufallsvariablen und a,, > 0 und b,, € R Folgen von Normierungskonstanten
mit
Zp — by
(2.1.1) iy
Ay, n—o00

Wir stellen uns die Frage, wie stark wir die Konstanten a,,, b, verdndern kénnen, ohne dass
die Konvergenz in (2.1.1) zerstort wird.

( M)

Proposition 2.1.1. Es gelte (2.1.1). Seien a, > 0 und b, € R zwei weitere Folgen.
(i) Falls

lim &~ 1, lim 20 o,
n—00 A, n—o0 Qp,
dann gilt .
Zp — by
— Ny
an n—oo
(ii) Falls )
~n bn - bn
lim = =g € (0,00), lim —beR.
n—00 Uy, n—r00 Ap

11



Dann gilt auch

(.

BEWEIS. Es gilt

Zn_~n n Zn_~n n Zn_ n ~n_ n
(2.1.2) bo _ n b:“—-( bo _ b b).
a Qp, Qp,

Nach dem Lemma von Slutsky konvergiert die rechte Seite in Verteilung — unter den Vor-

Z—b

P

aussetzungen von Teil (i) gegen Z, unter den Voraussetzungen von Teil (ii) gegen

O

-

Satz 2.1.2 (“Convergence of types theorem”, Chintschin). Seien Z, Zs, ... Zufallsvaria-
blen und a, > 0, b, € R sowie a,, > 0, b, € R Normierungsfolgen mit

Dy =0 d Ly — 5 d ~
n n Z7 TL~ n Z’
QA n—00 A, n—00

wobei die Zufallsvariablen Z, Z nicht degeneriert seien. Dann existieren die Grenzwerte

by, — b
(2.1.3) a:= lim 2 € (0,00), b:= lim ~—" R

n—00 Ay, n—00 (079

und es gilt Z < (Z — b)/a.

(.

~

J

BEWwEIS. Weggelassen. Referenz: P. Billingsley, Probability and measure (Seite 193, Thm.

4.2 in der Ausgabe von 1986; Seite 204 in der Ausgabe von 2012).

O

Lemma 2.1.3. Sei Z eine nicht degenerierte Zufallsvariable und ¢ > 0, d € R Konstan-
ten mit ¢Z +d = Z. Dann ist ¢ = 1,d=0.

BEWEIS. Weggelassen. Referenz: P. Billingsley, ab Seite 193/204.

2.2. Max-stabile Verteilungen

12



Definition 2.2.1. Eine nicht degenerierte Verteilungsfunktion G heifit max-stabil, falls
es fiir alle n € N Konstanten ¢, > 0 und d,, € R gibt mit

G"(cpt + dy,) = G(2).
Mit anderen Worten, fiir jedes n € N ist G" vom gleichen Typ wie G.

Sind X, Xo,... u.i.v. Zufallsvariablen mit einer max-stabilen Verteilung, dann gilt fiir alle
neN
max{Xy,..., X} —d
Cn
Das heifit, das Maximum von n u.i.v. Zufallsvariablen mit einer max-stabilen Verteilung hat
bis auf eine affine Transformation die gleiche Verteilung wie eine einzige Zufallsvariable.

d
n:Xl.

Beispiel 2.2.2. Die Gumbel-Verteilungsfunktion A(t) = e~ ist max-stabil, denn
—e " = At).

Analog lésst sich zeigen, dass Fréchet—Verteilung ®, und Weibull-Verteilung ¥, max-stabil
sind.

(t+logn)

A"(t +1logn) =e™ "

Die Klasse der max-stabilen Verteilungen stimmt mit der Klasse der Extremwertverteilungen
iiberein:

Satz 2.2.3. Eine Verteilungsfunktion G ist max-stabil genau dann, wenn G eine Ex-
tremwertverteilung ist.

BEWEIS. SCHRITT 1. “=” Sei G max-stabil. Dann gibt es ¢, > 0,d,, € R, so dass G"(c,t +
d,) = G(t). Es gilt also fiir alle t € R

lim G"(cpt + d,) = G(t),

n—o0

weshalb G eine Extremwertverteilung ist.

SCHRITT 2. “<” Sei G eine Extremwertverteilung. Dann gibt es eine Verteilungsfunktion
F und a, > 0,b, € R, so dass

(2.2.1) lim F™(ant 4 b,) = G(t)

n—o0

fiir alle Stetigkeitspunkte von G. Damit gilt fiir alle £ € N
im F™ (it + bpi) = G(t).

n—oo

Indem wir die k-te Wurzel ziehen, erhalten wir
(2.2.2) Hm F™(anit + bor) = GYE(1).
n—oo
Wir wenden nun den Satz von Chintschin (Satz 2.1.2) auf (2.2.1) und (2.2.2) an. Es folgt,
dass G und G'* vom gleichen Typ sind, d.h. es gibt ¢, > 0 und dj, € R mit
13



Das bedeutet aber, dass G max-stabil ist. 0

Bemerkung 2.2.4. Schritt 1 des vorstehenden Beweises zeigt auch, dass jede Extremwert-
verteilung in ihrem eigenen Max—Anziehungsbereich liegt.

Von nun an besteht unser Ziel darin, die max-stabilen Verteilungen zu beschreiben. Die
néichste Proposition zeigt, dass die Eigenschaft G"(c,t + d,) = G(t) auf nicht-ganzzahlige
Werte von n erweitert werden kann.

( M)

Proposition 2.2.5. Sei G eine max-stabile Verteilungsfunktion. Dann gibt es messbare
Funktionen ¢ : (0,00) — (0,00) und d : (0,00) — R, so dass fiir alle s > 0 (nicht
notwendigerweise ganzzahlig) gilt:

(2.2.3) G (c(s)t + d(s)) = G(2).

(. J

BeEWEIS. Wir bezeichnen mit [t] die GauBklammer einer reellen Zahl ¢:
[t] = max{n € Z | n < t}.

Sei G eine max-stabile Verteilungsfunktion. Dann gibt es ¢, > 0,d,, € R, so dass fiir alle
neN

(2.2.4) G"(cpt + dy,) = G(1).
Fiir beliebiges s > 0 folgt daraus, dass

G (gt + ding) = G(2).
Daraus ergibt sich, dass fiir alle t € R

n n

(2.2.5) G"(c[ns]t + d[ns]) = (G[ns](c[ns}t + d[ns])) sl = G0l (t) — Gl/s(t).
n—oo
Gleichzeitig gilt aber wegen (2.2.4) auch
(2.2.6) G"(cpt +d,) — G(2).
n—oo

Mit dem Satz von Chintschin (Satz 2.1.2) folgt aus (2.2.5) und (2.2.6), dass die folgenden
Grenzwerte existieren:

— i drel .
(2.2.7) c(s) = Tim. . € (0,00), d(s):= lim. o
und dass G/*(t) = G(c(s)t + d(s)). Insgesamt folgt also G(t) = G*(c(s)t + d(s)).
Auflerdem folgt aus der Darstellung (2.2.7), dass die Funktionen ¢ und d als punktweise
Grenzwerte von Folgen messbarer Funktionen, selber messbar sind. ([l

dns _dn
im 2T e R

2.3. Charakterisierung der max-stabilen Verteilungen

Wegen Satz 2.2.3 konnen wir den Satz von Fisher-Tippett—Gnedenko nun wie folgt formu-
lieren:

14



Satz 2.3.1. Jede max-stabile Verteilungsfunktion G ist vom gleichen Typ wie eine der
folgenden Verteilungen: Gumbel A, Fréchet @, mit o > 0 oder Weibull ¥, mit o > 0.

Bevor wir zum Beweis des Satzes kommen, miissen wir ein tiefliegendes analytisches Lemma
bereitlegen.

e )
Lemma 2.3.2 (Satz von Ostrowski, 1929). Sei f : R — R eine messbare Funktion mit

flx+y) = flz)+ fly), z,yeR

Dann hat f die Form f(x) = cx fiir ein ¢ € R.
(. J

e M)
Korollar 2.3.3. Sei g : (0,00) — (0, 00) eine messbare Funktion mit

glz-y) =g(x)-9(y), =yeR
Dann hat ¢ die Form g(z) = z¢ fiir ein ¢ € R.
. J
Beweis. Die Funktion f(x) = logg(e”) ist messbar mit f(z +y) = f(z) + f(y). Nach dem
Satz von Ostrowski hat sie die Form f(x) = cx, woraus sich g(x) = e/(°8%) = 2¢ ergibt.

BEWEIS. Sei G eine max-stabile Verteilungsfunktion. Laut Proposition 2.2.5 gibt es messbare
Funktionen ¢(s) > 0, d(s) € R mit

(2.3.1) G®(c(s)t+d(s)) = G(t) fiir alle s > 0, t € R.

Im Folgenden werden wir diese Funktionalgleichung losen. Zuerst werden wir die Funktionen
c und d bestimmen.

SCHRITT 1. Wir wenden (2.3.1) iterativ an und erhalten fiir s1,s9 > 0
G2 (c(s182)t + d(s152)) = G(t) = G™ (c(s1)t + d(s1)) = G (c(s2)[c(s1)t + d(s1)] + d(s2))
Aus Lemma 2.1.3 folgt

d(s182) = c(s2)d(s1) + d(s2).
Aus der ersten Gleichung folgt mit Korollar 2.3.3, dass es ein p € R gibt mit

{0(5132) = c(s1)c(s2),

c(s)=s", s>0.

SCHRITT 2. Falls p = 0, also ¢(s) = 1, dann ist G’ x A (Ubung).

SCHRITT 3. Nun betrachten wir den Fall p # 0. Es gilt ¢(s) = s” und die Gleichung fiir d
nimmt die folgende Form an: Fiir alle s, s5 > 0 gilt

d(s182) = shd(s1) + d(s2).

Indem wir s; und s, vertauschen, erhalten wir
d(s281) = shd(ss2) + d(s1).

15



Somit ergibt sich fiir alle s1, 59 > 0
shd(sy) + d(sg) = shd(sa) + d(s1).
Sei nun s, = 2. Aus p # 0 folgt, dass 27 — 1 # 0 und wir erhalten, dass fiir alle s; > 0

d(2)
d(s1) = ﬁ(sf —1) = (sf = Dp,
wobel p = Qdf)l € R. Wir haben die Funktionen ¢ und d bestimmt:

c(s) =", d(s) = (s" = D,

wobei p € R und p € R zwei Parameter sind.
Die Gleichung (2.3.1) fiir die Verteilungsfunktion G’ nimmt somit die folgende Gestalt an:

Fiir alle s > 0, t € R,
Go(s’t+ (s — 1)u) = G(t).
Betrachte die Verteilungsfunktion H(u) = G(u — p), u € R. Die Gleichung fiir H sieht wie
folgt aus: Fiir alle s > 0, t € R,
H?(st) = H(t).
Mit ¢ = 0 erhalten wir H*(0) = H(0) fiir alle s > 0, somit ist H(0) = 0 oder H(0) = 1.
FALL 1. Sei H(0) = 0. Da H eine Verteilungsfunktion ist, gilt H(y) = 0 fiir alle y < 0. Sei
nun y > 0. Mit t = 1 und s = '/? > 0 erhalten wir
H(y) = H'*(1) = B (1) = exp {(log H(1)) -y}, y>0.
Es sei bemerkt, dass log H(1) < 0. Es folgt, dass H und somit auch G vom gleichen Typ wie
die Fréchet—Verteilung @/, ist.

FALL 2. Sei H(0) = 1. Da H eine Verteilungsfunktion ist, gilt H(y) = 1 fiir alle y > 0. Sei
nun y < 0. Mit t = —1 und s = (—y)/” > 0 erhalten wir

Hly) = H'*(=1) = OO (=1) = exp {(log H(-1)) - (=)}, y<0.

Es sei bemerkt, dass log H(—1) < 0. Es folgt, dass H und somit auch G vom gleichen Typ
wie die Weibull-Verteilung W_, /, ist.
O

16



KAPITEL 3

Regulir variierende Funktionen

Unser néchstes Ziel ist es, die Max-Anziehungsbereiche der Extremwertverteilungen zu be-
schreiben. Dies wird im néchsten Kapitel geschehen. Ob eine Verteilungsfunktion £’ in einem
Max-Anziehungsbereich liegt, wird von dem Verhalten von F' nahe dem rechten Randpunkt
x* abhéngen. Um diese Bedingung an F' zu formulieren, brauchen wir den Begriff der re-
guldren Variation, den wir in diesem Kapitel einfithren. Wir werden hier nur auf einige
Aspekte der reguldren Variation eingehen, fiir eine umfassende Darstellung dieses Gebiets
verweisen wir auf das Buch von N. H. Bingham, C. M. Goldie, J. L. Teugels “Regular Va-
riation”.

( N

Definition 3.0.1 (Karamata, 1930). Eine Funktion L : (A, c0) — (0, 00) heifit langsam
variierend in +o00, wenn

lim )
T—>+00 L(.?Z)
N )

=1 fiir jedes A > 0.

Beispiel 3.0.2. Eine Funktion L, fiir die der Grenzwert ¢ := lim,_, 1, L(z) in (0, 00) exis-
tiert, ist langsam variierend, denn
L(\x) ¢

li =-=1.
acHHJPoo L(a:) C

Ist aber der Grenzwert ¢ gleich +00 oder 0, so muss die Funktion nicht langsam variierend
sein. Zum Beispiel sind die Funktionen fi(x) = x und f3(x) = 1/x nicht langsam variierend.

Beispiel 3.0.3. Die Funktion L(x) = c(logz)”, mit ¢ > 0, 3 € R, ist langsam variierend,
denn fiir jedes A > 0 gilt

L(A\z)  c(log(Ax))?  (logz +log A g
L(z)  c(logz)? _( log © ) 1

fiir x — 4o0.

Beispiel 3.0.4. Fiir a # 0 ist die Funktion f(z) = x* nicht langsam variierend.

Aufgabe 3.0.5. Seien L; und Ly langsam variierende Funktionen. Zeigen Sie, dass LiLs
und L; + Lo ebenfalls langsam variierend sind.

17
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ABBILDUNG 1. Zwei langsam variierende Funktionen: exp{+/log z} (blau) und
log x (rot).

Definition 3.0.6 (Karamata, 1930). Eine messbare Funktion R : (4,00) — (0,00)
heifit reguléar variierend in 0o mit Index o € R, falls

R(\x)
1
st R(x)

= \° fiir jedes A\ > 0.

Bezeichnung: f € RV,,.

(. /

Bemerkung 3.0.7. Eine Funktion ist langsam variierend genau dann, wenn sie regulér
variierend mit Index o = 0 ist.

Beispiel 3.0.8. Die Funktion R(z) = cz®, wobei ¢ > 0, ist regulér variierend mit Index «,
denn
A Ax)®

fAx) _ e e g alle A > 0.

R(x) cx®
Beispiel 3.0.9. Die Funktion f(z) = ellel (wobei [-] die GaufKlammer ist) ist nicht
regulir variierend (Ubung), obwohl die sehr #hnliche Funktion R(z) = €% = x reguliir
variierend mit Index o = 1 ist.

Aufgabe 3.0.10. Seien f € RV, und g € RVg. Zeigen Sie, dass fg € RV,43.

Beispiel 3.0.11. Fiir eine langsam variierende Funktion L : (A,00) — (0,00) und o € R
ist R(x) = x*L(x) regulér variierend mit Index «, denn

R(A\z) B (Ax)* L(AT) 2500 4 p
R(o) = L(o) 5 % fur alle A > 0.

Der folgende Satz zeigt, dass Beispiel 3.0.11 bereits alle reguldr variierenden Funktionen
umfasst.

18



Satz 3.0.12. Sei R eine regulér variierende Funktion mit Index «. Dann gibt es eine
langsam variierende Funktion L, sodass

R(z) = z°L(x).

BEWEIS. Setze L(z) = %. Dann ist nur zeigen, dass L(z) langsam variierend ist:

L(z) _ RQx)/(Ax)” _\ GROT) o e = +00
Le)  R@/je  R@ NN T rote

da R nach Voraussetzung reguldr variierend ist. Deshalb ist L langsam variierend.

Wir beschlieflen dieses Kapitel mit einem etwas tiefer liegenden Resultat.

-

Satz 3.0.13 (Potter, 1942). Sei L langsam variierend. Fiir alle C' > 1, § > 0 gibt es ein

K = K(C,J) mit
L(y) AEAA .
< — = .
() _C’max{(y) ’(x) }, fir alle x,y > K

(.

Ohne Beweis.
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KAPITEL 4

Max—Anziehungsbereiche

Wir wissen aus dem Satz von Fisher—Tippett—Gnedenko, dass die Verteilungen von Gumbel-
Typ, vom Fréchet-Typ und vom Weibull-Typ die einzigen Verteilungen mit nicht-leerem
Max-Anziehungsbereich sind. In diesem Kapitel wollen wir die Max-Anziehungsbereiche nun
exakt beschrieben.

Fiir mehr Einzelheiten verweisen wir auf die Biicher von S. Resnick “Extreme Values, Re-
gular Variation and Point Processes”, L. de Haan, A. Ferreira “Extreme Value Theory: An
Introduction”, N. H. Bingham, C. M. Goldie, J. L. Teugels “Regular Variation”.

4.1. Tailfunktion und Quantilfunktion

Zwei Funktionen, die zu der Beschreibung der Max-Anziehungsbereiche hilfreich sind, sind
die Tailfunktion und die Quantilfunktion einer Verteilung F'.

( N
Definition 4.1.1. Die Tailfunktion einer Verteilungsfunktion F' ist die Funktion
F(t):=1-F(t), teR.

Definition 4.1.2. Die Quantilfunktion (oder die linksstetige Inverse) einer Vertei-
lungsfunktion F' ist die Funktion

F(a) :=inf{t e R: F(t) > a}, a€(0,1).

F(:)Il
1
a

|

F(a)

ABBILDUNG 1. Veranschaulichung von F< (a).

Ist die Funktion F' streng monoton steigend und stetig, so ist F~ die inverse Funktion von
F. Im Allgemeinen konnen aber zwei Arten von Problemen auftreten:
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(1) Die Funktion F' kann auf einem Intervall konstant bleiben.
(2) Die Funktion F' kann Spriinge haben.

F(yh
1

o T l—/—

F (@)

ABBILDUNG 2. Problemfille

In beiden Fillen ist die inverse Funktion zu F' nicht wohldefiniert. Die Quantilfunktion
existiert aber trotzdem.

Aufgabe 4.1.3. Sei F eine Verteilungsfunktion. Zeigen Sie, dass F'< linksstetig und mo-
noton nicht-fallend ist.

Abbildung 2, rechts, zeigt, dass F'(F* (y)) nicht immer gleich y sein muss und Abbildung 2,
linkss, zeigt, dass F'< (F(z)) nicht immer gleich = sein muss. Es gilt jeweils nur eine einseitige
Abschétzung:

Lemma 4.1.4. Sei F' eine Verteilungsfunktion.
(i) Es gilt F©(F(z)) <« fiir alle x € R mit F(z) € (0,1).
(ii) Es gilt F(F*<(y)) > y fiir alle y € (0, 1).

BEWwEIS. (i) Esist z € {t € R: F(t) > F(x)} und somit x > inf{t € R: F(t) > F(z)} =
(ii) Sei x = F* (y). Nach Definition von F* gibt es nun eine monoton fallende, gegen x
konvergente Folge (2,)neny mit F(x,) > y fir alle n € N. Weil F' als Verteilungsfunktion
rechtsstetig ist, ergibt sich, dass F(x) > y. |

4.2. Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung ¢,
Der nédchste Satz beschreibt den Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung ®,,, o > 0.

( )

Satz 4.2.1 (Gnedenko, 1943). Eine Verteilungsfunktion F' mit rechtem Endpunkt z*
liegt genau dann im Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung ®, mit Parameter
a > 0, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

(1) z* = +o0.
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(2) Die Tailfunktion F ist regulir variierend mit Index —c, d.h.
1—F(A
lim (Az)

Bt 1——}7(1‘) = A fur alle A > 0.

Beispiel 4.2.2. Die Pareto—Verteilung (mit Tailfunktion F(z) = 2%, z > 1) liegt im Max—
Anziehungsbereich von ®,, denn z* = +00 und F € RV_,,.

Allgemeiner liegt eine beliebige Verteilungsfunktion, fiir die F(z) ~ Ko~ fiir z — +o0 gilt
(wobei K > 0 und « > 0), im Max—Anziehungsbereich von ®,.

Wir beweisen zuerst die Riickrichtung von Satz 4.2.1. Dies geschieht im folgenden Satz.

e )

Satz 4.2.3. Es seien X1, Xy, ... unabhéingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Verteilungsfunktion F', fiir die 2* = 400 und F' € RV_, gilt. Weiterhin sei a,, eine
beliebige Folge mit

(4.2.1) lim nF(a,) = 1.
n—oo
Dann gilt
M, 4
— = D,

Ay, mM—00

(. J

BEWEIS. Gegeben ist, dass 2* = +o00 und F € RV_,. Wir zeigen, dass fiir alle ¢ € R,
lim F"(ayt) = O, (1).

n—oo

SCHRITT 1. Zuerst zeigen wir durch Widerspruch, dass

lim a, = +o0.
n—oo

Hitte a,, eine nach oben beschriinkte Teilfolge, so wiire entlang dieser Teilfolge F'(a,,) wegbe-

schriinkt von 0 (wegen * = +o00) und wir hiitten dann lim,,_,., nF'(a,) = +oo. Widerspruch
zu (4.2.1). Also gilt lim,,_, a, = +o0.

SCHRITT 2. Seit > 0. Da F regulér variierend mit Index —a ist, ergibt sich unter Beriicksichtigung
von (4.2.1), dass

_ _ Flaut
nF(a,t) =nkF(a,) - F((C; )) — 1-t7 =t

Dadurch folgt:

F(ant) = (1 — Flant))" — e " = 3o (t).

n—oo
SCHRITT 3. Sei t < 0. Es gilt fiir hinreichend grofies n, dass a,, > 0 (Schritt 1) und folglich
F™(ant) < F*(0) — 0= D, (1),
n—oo

wobei wir benutzt haben, dass F'(0) < 1 wegen z* = +o00. O
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Nun geben wir eine Normierungsfolge a,, an, die der Bedingung aus Satz 4.2.3 geniigt:

an::F“(l—l>.
n

Lemma 4.2.4. Sei 2* = +oo und F' € RV_,. Mit der obigen Wahl von a,, gilt
lim nF(a,) = 1.

n—00

BEWEIS. Ist F' streng monoton steigend und stetig, so gilt F'(a,) =1— %, denn F* ist dann
die inverse Funktion von F'. In diesem Fall ist die Aussage des Lemmas giiltig, denn es ist
sogar nF'(a,) = 1 fiir alle n € N. Im Fall eines beliebigen F' miissen wir anders argumentieren.

SCHRITT 1. Aus Lemma 4.1.4 folgt, dass F(a,) < +, woraus sich direkt ergibt, dass
(4.2.2) limsup nF(a,) < 1.

n—0o0

SCHRITT 2. Es bleibt also noch zu zeigen, dass
(4.2.3) liminf nF(a,) > 1.

n— oo

Sei dazu x € (0,1). Fiir n groB genug gilt za, > 0, denn a, — oo. Es gilt aulerdem
F(za,) <1-— % nach Definition von a,,. Somit gilt:
_ 1

nF(za,) =n(l — F(za,)) > ne— = 1

Damit folgt unmittelbar:

— - F(ay, F(a,
nF(an):nF(xan)-_<a) >_(a) — x, n — oo,
F(za,)  F(zay,)
da F regulir variierend mit Index —a ist. Es ergibt sich also, dass liminf, o nF(a,) > 2¢
fir alle € (0,1). Wenn man nun x gegen 1 gehen ldsst, ergibt sich (4.2.3). Damit ist
insgesamt lim,, o, nF'(a,) = 1 und das Lemma ist bewiesen. O

Nun beweisen wir die Hinrichtung von Satz 4.2.1.

BEWEIS VON SATZ 4.2.1: “=". Es sei F eine Verteilungsfunktion und a, > 0, b, € R
Folgen, so dass fiir alle t € R,
(4.2.4) lim F"(a,t + b,) = Pu(1).

n—oo
Wir zeigen, dass 2% = 400 und F € RV _,.

SCHRITT 1. Zuerst miissen wir (4.2.4) auf nichtganzzahlige Werte von n erweitern. Fiir ein
nicht notwendigerweise ganzzahliges s > 0 definiere a, = a|,) und b, = b|).
Nun gilt
s . b s bs
(4.2.5) lim 222 = Ao im 222 g

5§00 (g S—00 ag
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(Ubung). Somit ist die Funktion s +— a, regulir variierend mit Index 1/a.

SCHRITT 2. Wir werden nun (4.2.5) benutzen, um zu zeigen, dass
. b
(4.2.6) lim — = 0.
S— 00 CLS

Sei € > 0 fest. Es gibt eine Konstante A so, dass

(4.2.7) Bo/X  9\=1/C) fiip alle & >A A>1
Az

(das folgt aus der Potter—Schranke fiir die regulér variierende Funktion x +— a,) und

sz - b:c

Gy

(4.2.8) <cefiralez>A

(das folgt aus der zweiten Relation in (4.2.5)). Fiir ein s > A kénnen wir ein n = n(s) € Ny
finden mit /2" < A < s/2". Wir erhalten die Abschitzung

n

<y

k=1

bs

Qs

bs/2k—1 — bs/Qk g ok . bs/Qn < EZ 9. 2779/(204) + g’
Qg Qg s

Qg /9k
s/2 k=1

wobei wir im zweiten Schritt (4.2.7) und (4.2.8) benutzt haben, sowie die Tatsache, dass
s/2" € [A,2A] und somit [byjsn| < Cy fiir eine Konstante C. Da a; — oo fiir s — oo (denn
as ist regulér variierend mit positivem Index), ergibt sich

o
< 2 Z 9-ak/2
k=1

Da e > 0 beliebig und die Summe auf der rechten Seite endlich ist, erhalten wir (4.2.6).
Wegen (4.2.6) und des Satzes von Chintschin kénnen wir nun (4.2.4) wie folgt vereinfachen:
Fiir alle t € R gilt

(4.2.9) lim F"(ant) = O, (1).

n—oo

S

Qs

lim sup
S$—00

SCHRITT 3. Wir zeigen, dass x* = +00. Wére z* endlich, so wire a,, > x* fiir n grofl genug
und wir hétten F"(a,) = 1 fiir n grof§ genug, was in einem Widerspruch zu (4.2.9) steht.
Also ist ¥ = +o0.

SCHRITT 4. Durch Logarithmieren ergibt sich aus (4.2.9), dass fiir alle ¢t > 0,

lim nlog F'(ant) = —t~°.

n—oo

Dies kann man auch wie folgt umschreiben: Fiir alle t > 0 gilt

lim nlog(1l — F(ayt)) = —t“.
n—oo

Da a, — oo (wegen der reguldren Variation) und somit F'(a,t) — 0, kénnen wir die Formel
lim, o log(l — z)/x = —1 verwenden. Es ergibt sich, dass fiir alle ¢ > 0
(4.2.10) lim nF(a,t) =t

n—oo

24



SCHRITT 5. Schlielich zeigen wir unter Benutzung von (4.2.10), dass F' regulir variierend
mit Index —o ist. Sei dazu A > 0. Fiir z > 0 definiere

n(z) :=inf{m € N: a1 > z}.

Wegen a,, — +00 ist n(x) wohldefiniert. Es gilt anz) < T < Gpp)41 und lim, o n(z) = oo.
Da F auflerdem monoton nichtsteigend ist, folgt daraus die Abschétzung

F(Az) _ F(Mnw) = FAape)n(z) n(z) +1 A
P@) = Flawne)  Flanon)@ 1 n@) ae 10

wobei wir im letzten Schritt (4.2.10) zweimal benutzt haben. Daraus ergibt sich
F(\x)

lim sup — <A

Der Beweis der unteren Abschéitzung ist analog. O

Lemma 4.2.5. Sei f € RV,,a > 0. Dann gilt

le f(z) = o0.

BEWEIS. Es ist f(x) = x*L(z) fiir eine langsam variierende Funktion L. Aus der Potter-
Schranke folgt

1
L(z) > L(xg) - 3 mg/Qx_a/2, x > T,

fiir ein geeignetes xg. Also lim,_,, f(x) = oc. O

4.3. Max—Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung ¥,

Der Max—Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung ¥, hat eine dhnliche Charakterisierung
wie der Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung. Der Unterschied ist, dass im Fall der
Weibull-Verteilung der rechte Endpunkt z* endlich sein muss. Damit eine Verteilungsfunk-
tion F' im Max-Anziehungsbereich von ¥, liegt, muss F' an der Stelle 2* regulir variierend
sein. Wir geben nun eine prézise Definition.

e )

Definition 4.3.1. Eine messbare Funktion f : (0, A) — (0, 00) heifit regulér variie-
rend in 0 mit Index o € R, falls

lim L) _ \e i alle A > 0.
z]0 (l’)
Bezeichnung: f € RV,(0).

& J

Aufgabe 4.3.2. Zeigen Sie: f(x) ist reguldr variierend mit Index o an der Stelle 0 genau
dann, wenn f(1/x) regulér variierend mit Index —«a (an der Stelle +00) ist.
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Der néchste Satz charakterisiert den Max—Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung.

( N

Satz 4.3.3 (Gnedenko, 1943). Eine Verteilungsfunktion F' mit rechtem Endpunkt z*
liegt im Max—Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung ¥, mit Parameter a > 0 genau
dann, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

(1) 2* < oo. B
(2) Die Funktion z — F'(2* —x), x > 0, ist regulér variierend in 0 mit Index «, d.h.
lim 2= 72 e alie 4 > 0
zj0 1 — F(z* — x)
(. J

Bemerkung 4.3.4. Sind die beiden Bedingungen von Theorem 4.3.3 erfiillt, so gilt genauer,

dass
M, — z*
Mn 7T 4, v,
(07% n—oo
wobei a, eine beliebige Folge mit
(4.3.1) lim nF(z* —a,) =1
n—oo

ist. Der Nachweis der Existenz erfolgt ahnlich wie im Fréchet-Fall; die Details werden {ibergangen.
Beispiel 4.3.5. Betrachte die Verteilungsfunktion F'(z) = 1 —(z* —2)* mit = € (z*—1,2%),
wobei @ > 0. Dann ist 1 — F(2* — x) = 2® € RV,(0). Somit liegt F' im MDA(¥,,).

Allgemeiner liegt eine Verteilungsfunktion F' mit endlichem rechten Endpunkt z*, fiir die

F(z* —z) ~ Kz fiir x | 0 gilt (wobei K > 0, a > 0), im Max—Anziehungsbereich von V,,.

Wir beweisen nur die Riickrichtung von Satz 4.3.3. Der Beweis der Hinrichtung benutzt
dhnliche Ideen wie im Fréchet—Fall.

BEWEIS VON SATZ 4.3.3: “<”. Sei x < 0. Es gilt

M, — a* -
P [—x < x} = F'(apz 4 2*) = (1 — Flapz + 2%))" — e 9" = 0 (2),

a,n n—oo
denn .
_ _ F(z* — a,(—
Jig a2 = li nPla” =) S = (a

Dabei haben wir die reguliire Variation von F(2* —z) an der Stelle = 0 und (4.3.1) benutzt.

Sei x > 0. Dann gilt
M, — z*
P{—xgx] =1 — 1=U,(2),
(07% n—oo

denn M, < z* fs.
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4.4. Max—Anziehungsbereich der Gumbel—Verteilung A

Fiir die Frage, ob eine Verteilung im Max-Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung liegt,
gibt es kein so einfach handhabbares Kriterium wie bei der Fréchet- und Weibull-Verteilung.
Wir erwidhnen aus der Vielzahl umsténdlicherer Kriterien eines und verweisen fiir andere
Charakterisierungen auf die Biicher von L. de Haan “On Regular Variation and its Appli-
cation to the Weak Convergence of Sample FExtremes”, N. H. Bingham, C. M. Goldie, J. L.
Teugels “Regular Variation” und S. Resnick “Fxtreme Values, Regular Variation and Point
Processes”.

( )

Satz 4.4.1 (Gnedenko, 1943). Eine Verteilungsfunktion F' mit rechtem Endpunkt z*
liegt genau dann im Max—Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung A, wenn es eine
positive und messbare Funktion g(x) gibt mit

. F(x 4+ ug(x))
(4.4.1) glglrrag —F@)

(. /

=e¢ " fir alle u € R.

Bemerkung 4.4.2. x* kann im Gumbel-Fall endlich oder unendlich sein.

Bemerkung 4.4.3. Genauer gilt: Ist die Bedingung (4.4.1) erfiillt, so gilt

M, —b, a4
_n n EaEN A7
an, n—o00

wobei a,, und b, Folgen sind, die die folgenden Bedingungen erfiillen:
(4.4.2) lim nF(b,) =1, a, = g(by).

n—o0

BEWEIS VON SATZ 4.4.1. Es wird hier wiederum nur ein Beweis fiir die Riickrichtung ge-
geben. Es seien also (4.4.1) und (4.4.2) erfiillt. Es gilt lim,, ,,, b, = z*, denn hitte b, eine
von z* wegbeschriankte Teilfolge, so wiirde entlang dieser Teilfolge (4.4.2) verletzt sein. Man
betrachte nun

_ F(b, b,
Jim P+ = Jim SO

wobei wir (4.4.1) und (4.4.2) benutzt haben. Es folgt

nF(b,) =e™",

My, — by 2 e
P {— < u] = "(apu+b,) = (1 = Flazu +b,))" — e™*

an, n—o0

Und dadurch ergibt sich a=ta %3 A, O

n—oo

Beispiel 4.4.4. Die Exponentialverteilung Exp(\) mit Tailfunktion
F(z)=e™ >0,

liegt im Max—Anziehungsbereich von A. Man kann nachrechnen, dass Bedingung (4.4.1) mit
g(z) = + erfiillt ist:

M — e Mug(@) — ou
F(z) '
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Aus (4.4.2) ergibt sich (als eine mogliche Wahl) b,, = 1°§” und a,, =

AM,, — logn 45 A

n—o0

so dass

1
P

Beispiel 4.4.5. Auch die Normalverteilung liegt im Max-Anziehungsbereich der Gumbel-
Verteilung
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KAPITEL 5

Statistik der Extremwertverteilungen

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit statistischen Anwendungen der Extremwert-
verteilungen. Wir werden zwei verschiedene Zugéinge zur Modellierung von Extremwerten
betrachten.

e Der erste Zugang basiert auf der Modellierung von Blockmaxima durch die be-
reits bekannten Extremwertverteilungen, die hier GEV—Verteilungen (Generalized
Extreme-Value Distributions) genannt werden.

e Der zweite Zugang (Peaks Over Threshold Method) benutzt die verallgemeinerten
Pareto—Verteilungen (GPD, Generalized Pareto Distributions).

Wir werden hier nur auf einige grundlegende Ideen der statistischen Modellierung von Ex-
tremwerten eingehen. Fiir mehr Einzelheiten verweisen wir auf die Biicher von S. Coles “An
introduction to statistical modeling of extreme values”, E. Gumbel “Statistics of extremes”,
J. Beirlant, Y. Goegebeur, J. Teugels, J. Segers “Statistics of extremes”.

5.1. Statistik der Blockmaxima: GEV—Verteilungen

Wir haben in Abschnitt 1.5 gesehen, dass Extremwertverteilungen folgende Form haben:
1

G'y”u,,o'(Z):eXp{_ (1+7Z_/4L) 7} fur1+fyz_u>0

o o

Extremwertverteilungen bilden also eine dreiparametrige Familie: v € R ist der formgebende
Parameter, u € R ist der Lageparameter und o > 0 ist der Skalenparameter. Fiir v gilt:

v > 0: G ist eine Fréchet—Verteilung (definiert fiir =# > —%Y wie oben, sonst 0).
v < 0: G ist eine Weibull-Verteilung (definiert fiir =# < —% wie oben, sonst 1).
v =0: G ist eine Gumbel-Verteilung (definiert fir z € R wie oben).

F(2)l ‘ Fréchet-Verteilung ‘ F(z) ‘ WeibulI-VerteiIung| F(z) ‘ Gumbel-Verteilung |
| | / 1
_Z 1 . .-z //
i -
=g 1 z—p 1 z—p 1 z—p 1
a7 a7 S 4 S ¢

Beispiel 5.1.1 (Wasserstiande an einem Deich). Nach der Nordsee-Flut 1953 mit 1836 Toten
allein in den Niederlanden wurde beschloffen die Deiche so hoch zu bauen, dass sie nur noch
alle 10 000 Jahre iiberflutet wurden. Aber wie hoch mussten sie sein?
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Jahr
ABBILDUNG 1. Hohen des hochsten Wasserstande in Dover

Wir nutzen an Stelle dieser Daten die Wasserstands-Daten von Dover aus den Jahren 1912
bis 1992, weil diese einfacher verfiighar sind (z.B. als Teil des Datensatzes sealevel des R-
Pakets evd). Diese sind in Abbildung 1 zu sehen. Wir wollen aus diesen Daten die Deichhhe
Z, bestimmen, bei der eine Uberflutung mit einer gegebenen Wahrscheinlichkeit p in einem
Jahr stattfindet. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit p sehr klein (viel kleiner als 1/n, zum
Beispiel), so dass alle gemessenen Wasserstinde sicherlich kleiner als die gesuchte Hohe Z,
sind.

Um die Deichhthe zu bestimmen, betrachten wir folgendes Modell: zq, ..., z, sind Reali-
sierungen von X, ..., X,, die w.i.v. Zuvallsvariablen mit einer GEV-Verteilung G, , , mit
Parametervektor 6 = (v, i, 0) € R? x R, sind.

Bemerkung 5.1.2. Den jiahrlichen Maxima eine GEV—Verteilung zu unterstellen, ist eine
natiirliche Wahl, da jedes X; ein Maximum von vielen Zufallsvariablen ist, die zumindest
anndhernd u.i.v. sind. Wir haben in fritheren Kapiteln gezeigt, dass solche Maxima un-
ter sehr allgemeinen Bedingungen gegen Extremwertverteilungen konvergieren. Natiirlich
braucht man fiir die Konvergenz Normierungskonstanten, fiir Zwecke des Statistik kann man
aber annehmen, dass die Normierungskonstanten bereits in den Parametern p und o enthal-
ten sind. (Wenn M — logn einer GEV-Verteilung mit Parameter v = 0, ¢ = 0 und 0 = 1
folgt, dann hat M eine GEV-Verteilung mit v =0, u = logn und o = 1.)

Unser Problem besteht nun darin, den Parametervektor € zu schéitzen. Wir werden die
Mazximum-—Likelihood—Methode (ML-Methode) benutzen. Dazu benotigt man die Dichte
fypo(z) der GEV-Verteilung. Durch Ableiten der Verteilungsfunktion G, , erhdlt man,
dass fiir v # 0

(14 7222) 7 oxp{ (1 +7228) 7}, 1472k >0,
’ sonst

O Q=

fo(2) = fruo(2) = {
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wahrend fiir v = 0

fg(Z) = fO,/L,O’ - ée

Mit Hilfe der Dichten kann man die Log-Likelihoodfunktion aufstellen:

-5 exp {—e_%} , fiir z e R.

10) :=1(0|xy,...,zy) = Zlog fo(z;).

Fir v # 0 gilt:

n n _1
1 T — Ti—p\ "
[(0) = —nlogo — <;+1) ;:1 log (1+fy—0 ) — E (1+fy - ) ,

i=1

falls 1 +y*=£ > 0 fiir alle ¢ = 1, ...,n, und [(§) = —oo sonst. Fiir v = 0 gilt:

n

[(0) = —nlogo — Z xi;” - iezio—#.
i=1

=1

Bei der Bestimmung des Maximum-Likelihood—Schétzers ergeben sich zwei Probleme: Fiir
v < —lund (max{zi,...,z,}—pn)/oc — —1/v gilt [(#) — oco. Deshalb bezeichnen wir bereits
ein lokales Maximum der Log—Likelihoodfunktion I(v, i, o) als Mazimum-Likelihood-Schdtzer
fiir = (4, ft, ). Aber auch diese lokalen Maxima konnen nicht analytisch bestimmt werden,
sondern miissen numerisch ermittelt werden.

Nachdem der Parameter 6 geschitzt wurde, konnen wir die Deichhohe Z, schitzen. Wir
erinnern, dass Z, die Deichhohe ist, bei der eine Uberflutung mit Wahrscheinlichkeit p in
einem Jahr stattfindet. Das Problem besteht also darin, dass (1 — p)—Quantil des jéhrlichen
Maximums zu schétzen. Wir schétzen Z, indem wir die Gleichung

A

Gspa(Zp) =1-p
16sen (falls p € (0,1), dann ist die Losung eindeutig bestimmt):
L [t (Clos )} A0
" - olog(—log(1 - p)), 5 =0.

Fir 4 < 0 (im Fall der Weibull-Verteilung) besitzt die Verteilung G5 ;s einen endlichen
rechten Endpunkt, den wir als Zj bezeichnen. In diesem Fall gehen wir davon aus, dass es
einen absolut hochsten Wasserstand gibt, der niemals iiberschritten wird. Der Schétzer fiir
Zy ist dann gegeben durch:

|

Zo =1 — —.
Y

Beispiel 5.1.3 (Fortsetzung von Beispiel 5.1.1). Fiir die Daten von Dover ergibt sich 4 =
—0,021, it = 3,6 und ¢ = 0, 20. Wir befinden uns also im Bereich der Weibull-Verteilung. Es
ergeben sich Hohen Zj 91 = 4,9 fiir einen Deich, der nur alle 10000 Jahre {iberflutet wird,

und Zy = 13, 2 fiir einen Deich, der nie iiberflutet wird.
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5.2. Modell-Verifikation

Ein grundsétzliches Dilemma der Statistik ist folgendes: Die Theorie verlangt, dass man sich
vor Ansehen der Daten auf Grund theoretischer Uberlegungen sicher ist, dass das Modell
richtig ist. Aber ein Modell ist nie richtig — daran, dass man sich a priori sicher ist, ist
iiberhaupt nicht zu denken. Deshalb fithrt man in der Praxis Modell-Verifikationen durch,
d.h. man {iiberpriift ob das Modell die Daten addquat beschreibt. Hierfiir sind graphische
Verfahren sehr beliebt.

Im Falle der Schétzer aus Abschnitt 5.1 ist also zu iiberpriifen, ob die Daten x4, ..., z, gut
durch Zufallsvariablen X7, ..., X, beschrieben werden, die unabhéngig sind, die identisch
verteilt sind und deren Verteilung eine Extremwertverteilung G, ist.

Ein geeignetes Instrument, um die dritte Annahme zu iiberpriifen, ist der QQ-Plot.

Das ¢—Quantil G* (q), wobei ¢ € (0, 1), einer Verteilungsfunktion G ist definiert als (die
kleinste) Losung z der Gleichung

G(z) =q.

Die Ordnungsstatistiken von « = (x1,...,x,) sind eine neue Stichprobe (zn), ..., %)), die
die gleichen Elemente (mit ggf. gleichen Vielfachheiten) wie die urspriingliche Stichprobe
enthilt, aber aufsteigend sortiert ist: z(;) < zg) < -+ - < 2¢y).

Um zu iiberpriifen, ob eine Verteilung G eine Stichprobe x = (z1, . .., z,) gut beschreibt, wer-
den beim QQ-Plot auf der horizontalen Achse die n+r1, %H’ -y pyp-Quantile der Verteilung
G abgetragen und auf der vertikalen Achse die Ordnungsstatistiken x(1), ..., z().

Definition 5.2.1 (Quantil-Plot). Der QQ—Plot ist die Menge

{(G<_< il>,l‘(i)> :izl,...,n}CRQ.
n

Wenn G die Daten gut beschreibt, sollte

1
GF (n+ 1) %ZL’(i)

gelten bzw. sollten die Punkte im QQ-Plot auf der Winkelhalbierenden liegen.
Bei der Modell-Verifikation diirfen die Ergebnisse der Schéitzung verwendet werden, d.h. als

Verteilung G nehmen wir im QQ-Plot die Verteilung mit den geschéitzten Parametern. Ein
QQ-Plot fiir Beispiel 5.1.1 findet sich in Abbildung 2.

Wenden wir uns nun noch einer weiteren zu iiberpriifenden Annahme zu, namlich der, dass
die Zufallsvariablen X7, ..., X, identisch verteilt sind. Bei genauem Hinsehen stellt man fest,
dass dies in Beispiel 5.1.1 nicht der Fall ist. Man sagt, die Daten seien nicht stationdr.

Wir betrachten nun ein Modell, das dieser Nichtstationaritéit der Daten Rechnung trigt. Die
beobachteten Blockmaxima x4, ..., x, seien Realisierungen von Zufallsvariablen Xi, ..., X,
die unabhéngig aber nicht identisch verteilt seien mit

Xi ~ G’y(i),a(i),u(i)v 1= 1, oo, n.
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Exponential Quantiles

Ordered Data

ABBILDUNG 2. QQ-Plot der Daten aus Beispiel 5.1.1

Dabei ist der Parametervektor (y(i),o (i), (7)) eine Funktion der Zeit i. Fiir diese Funktion
kann man z.B. den folgenden Ansatz verwenden:

W)= o) =0, pi) =0+ b

Wir gehen also von einem konstanten Formparamter 7, einem konstanten Skalenparameter
o und einem linearen Trend, der im Lageparameter p beriicksichtigt wird, aus. Die Para-
meter (7,0, o, f1) lassen sich wieder mit der ML-Methode schétzen und somit lasst sich
das Problem mit den bereits im Fall von stationdren Daten betrachteten Methoden 16sen.
Maéchte man das Modell verifizieren, so kann man QQ-Plots erstellen. Davor muss man aber

die Stichprobe z1, ..., z, von dem Trend bereinigen:

) o= 1y — Po — Pui.
Die bereinigte Stichprobe i, ..., 2] sollte man dann mit der Verteilungsfunktion G5 s ver-
gleichen.

Bemerkung 5.2.2. Der Ansatz kann verallgemeinert werden, ohne dass sich das Modell
grundsétzlich dndert. So ist es zum Beispiel problemlos méglich, einen exponentiellen Trend
zu modellieren:

V(i) =7,  o@)=0  u(i)=er

5.3. Peaks over Threshold: Statistik der GP—Verteilungen

Die oben beschriebene Methode basiert auf der Betrachtung von Blockmaxima (z.B. von
jahrlichen Maxima). Es gibt eine andere Methode (Peaks over Threshold), bei der man
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nur Beobachtungen beriicksichtigt, die einen Schwellenwert iiberschreiten. Im Folgenden
beschéftigen wir uns mit dieser Methode.

Es sei X eine Zufallsvariable, die man sich z.B. als eine Schadenhthe vorstellen kann. Wir
interessieren uns nur fiir die grofen Werte von X und stellen die folgende Frage:

Wie ist der sogenannte Exzess X —u asymptotisch verteilt, gegeben dass X > u? Dabei
geht u — oo.

Wir betrachten zwei Beispiele.

Beispiel 5.3.1. Sei X exponentialverteilt mit Parameter A > 0, d.h. F(t) = e, t > 0.
Dann gilt

PIX >u+t,X>u PX>u+t] et |
PX —u>tX >ul = ! - — — oM
| u> 1 4 P[X > u] PIX > u] e~ ¢
Es gilt also: Die bedingte Verteilung von X — u gegeben, dass X > w, ist die Exponential-
verteilung mit Parameter . Dies ist die Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung.

Beispiel 5.3.2. Sei X aus dem Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung ®,, a > 0.
D.h., F € RV_,. Dann gilt fiir alle t > 0:

X —u P(X >u+ut] F(u(t+1))
P > t’X >l = =

[ } P[X > 4] F(u)
fir u — oo. Es gilt also: gegeben, dass X > u, konvergiert die Verteilung von (X — u)/u
gegen die Verteilungsfunktion 1 — (1 +¢)~%, ¢ > 0.

—(1+t)™¢
- (L+1)

In beiden Beispielen konnte die bedingte Verteilung von X — u gegeben, dass X > u, durch
eine Verteilung approximiert werden. Wir werden nun ein allgemeines Resultat formulieren,
das die zwei Beispiele als Spezialfille beinhaltet.

e )

Definition 5.3.3. Die verallgemeinerte Pareto—Verteilung (GPD, Generalized Pa-
reto Distribution) mit Index v € R und Skalenparameter o > 0 ist definiert durch die
Verteilungsfunktion

1
+\"7 . [t>o0, falls v > 0,
P )=1-(1+2 t
7o (1) <+O'> o {tE[O,—%], falls v < 0.

& J

Bemerkung 5.3.4. Fiir v = 0 interpretieren wir die Formel als Grenzwert:

1
t\ 7
Py =1lim[1-(1+2 —1-e7,  t>0.
' =0 o

Somit stimmt Py, mit der Exponentialverteilung mit Parameter 1/0 tiberein.

34



Satz 5.3.5 (Pickands—Balkema—de Haan, 1974). Sei X eine Zufallsvariable mit Vertei-
lungsfunktion F', die im rechten Endpunkt x* stetig ist. Dann liegt F' genau dann im
Max—-Anziehungsbereich von G, , ,, wenn es eine positive messbare Funktion §(u) gibt
mit
lim sup |P[X —u <t|X > u] — P, aw)(t)| = 0.
Ul tef0,2* —u]
. J

Grob gesagt gilt die Approximation
P[X —u < t|X > u] ~ P%/g(u)(t),

falls X im Max-Anziehungsbereich von G, , , liegt.

Nun werden wir die GP—Verteilungen in der Statistik anwenden. Es seien zq,...,x, un-
abhéngige identisch verteilte Beobachtungen, z.B. Wasserstéinde an einem Deich an n Tagen.
Wir interessieren uns nur fiir die extrem grofien Beobachtungen. Das heifit, wir wéhlen einen
Schwellenwert v und betrachten nur die Beobachtungen z;,, ..., z;,, die v iiberschreiten. Wir
definieren die Exzesse

N=Tjy —U ..., Yp =Ty, —U

und ignorieren alle anderen Daten. Der Satz von Pickands-Balkema-de Haan macht folgendes
Modell plausibel: Die Exzesse v, . . ., yx sind Realisierungen von unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen Y7, ..., Y}, die geméfl einer verallgemeinerten Pareto—Verteilung
P, g verteilt sind. Dabei sind v € R und 3 > 0 unbekannte Parameter. Die Dichte von P, g
ist gegeben durch

1 4
1 AN ‘ t>0, falls v > 0,
fr5(t) 3 ( + 5) mi {t €[0,~2], fallsy <0,

und fo5(t) = %e_t/ Bt >0, fiir v = 0. Damit ergibt sich fiir die Log-Likelihoodfunktion

F 1) sk A
3 —klog B —(1+7) i log (1+ %) firy#0,
i=1 —klog —> i, % fiir v = 0.

Der ML-Schétzer
(%, B) = argmax (v, 5)
7.8
muss numerisch berechnet werden.
Nun werden wir fiir ein gegebenes kleines p die Deichhohe Z, schétzen, die an einem Tag
mit Wahrscheinlichkeit p iiberflutet wird. Es sei X die Zufallsvariable, die den Wasserstand

an einem Tag beschreibt. Mit Beriicksichtigung des Satzes von Pickands—Balkema—de Haan
gehen wir davon aus, dass fiir grofles wu:

A
]P’[X—u>t|X>u]z<l+%) :
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ABBILDUNG 3. Die Schiitzwerte 4 (links) und 3 (Mitte) sowie die Héhe Zy o1
(rechts) in Abhéngigkeit vom Schwellenwert w.

Mit t = Z, — u folgt also:

P[X > Z,] ~ P[X > 4 (1 +72pﬁ— “) .

Nun setzen wir die rechte Seite gleich p. Wenn die Gleichung nach Z, umgestellt wird, erhélt

man schliellich - ,
szu%—é [(M) —1].
Y p
Dabei haben wir Schétzer fiir 5 und v bereits hergeleitet. Die Wahrscheinlichkeit P[X > u]
kann durch %Z?:l 1,,>v geschétzt werden. Es ergibt sich der Schétzer

~ n 07
N 15} 1
Zp:u+§ _Z]]-$Z>u _]‘

n
p i=1

Wie soll der Schwellenwert u gewéhlt werden?

(1) Wird u zu grof§ gewéhlt, dann gibt nur wenige (oder {iberhaupt keine) Beobachtun-
gen, die grofer als u sind.

(2) Wird u zu klein gewihlt, dann greift die Asymptotik aus dem Satz von Pickands-
Balkema-de Haan nicht.

Beispiel 5.3.6 (Fortsetzung von Beispiel 5.1.1). Wahlen wir fiir die Daten aus Beispiel
5.1.1 einen Schwellenwert u = 3,7, so ergeben sich Parameter-Schiatzungen 4 = —0, 096 und
B = 0, 25 sowie Deichhéhen Zj 91 = 5,0 und Z, = 6, 4.

In Abbildung 3 sind die Schatzwerte 4 und B sowie die Deichhéhe Zj; in Abhéngigkeit
vom Schwellenwert u aufgetragen. Man sieht, dass alle Werte so stark von u abhéngen, dass

das Verfahren als ungeeignet einzustufen ist.

Bemerkung 5.3.7. Die Hohe eines Deichs, der nur alle 10 000 Jahre tiberflutet wird, ist
Zo,0001, nicht Zy 1. Um aber Anderungen an den bereits verdffentlichten Skript-Teilen zu
vermeiden, wird dies nicht korrigiert.
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