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Aufgabe 1 Sei fNB; B 2 B(IRd)g ein Poissonsches Zählmaÿ mit Intensitätsmaÿ �.
Zeige, dass die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(NB1

= k1; : : : ; NBn = kn j NB = k)
für jedes B 2 B0(IR

d) mit 0 < �(B) < 1 und für paarweise disjunkte B1; : : : ; Bn 2
B0(IR

d), so dass
Sn
i=1Bi = B, einer Multinomialverteilung genügen, d.h., es gilt

P(NB1
= k1; : : : ; NBn = kn j NB = k) =

k!

k1! : : : kn!

�k1(B1); : : : ; �
kn(Bn)

�k(B)

für beliebige k1; : : : ; kn � 0, so dass k = k1 + : : :+ kn.

Aufgabe 2 Sei fNB; B 2 B(IRd)g ein homogener Poisson-Prozess mit Intensität
� 2 (0;1).

(a) Sei fWngn2IN eine Folge von BeobachtungsfensternWn 2 B0(IR
d)mit �d(Wn) �! 1

für n!1. Zeige, dass der erwartungstreue Schätzer

�̂Wn
=

NWn

�d(Wn)

für � schwach konsistent ist, d.h., für jedes " > 0 gilt

lim
n!1

P (j�̂Wn
� �j > ") = 0:

(b) Zeige, dass darüber hinaus für jede solche Folge fWngn2IN die Zufallsvariable

r
jWnj

�
(�̂Wn

� �)

asymptotisch normalverteilt ist.

(c) Für jedes n � 1 seien die Mengen Ln; Un � IRd jeweils die Vereinigung von endlich
vielen d�dimensionalen Würfeln der Seitenlänge � > 0, die sich nicht überlappen.
Ferner erhalte man für n 2 IN die Mengen Ln+1 und Un+1, indem zu Ln bzw. Un

endlich viele dieser Würfel hinzugefügt werden. Es sei nun fWngn2IN eine Folge
von Beobachtungsfenstern, so dass �d(Wn) �! 1 für n ! 1 und zusätzlich für
jedes n 2 IN

Ln �Wn � Un sowie lim
n!1

�d(Ln)

�d(Wn)
= lim

n!1

�d(Un)

�d(Wn)
= 1:



Zeige, dass dann �̂Wn
stark konsistent ist, d.h., mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt

limn!1 �̂Wn
= �.

Aufgabe 3 Sei B(x; r) = fy 2 IRd : jy � xj � rg die d-dimensionale Kugel um
den Punkt x 2 IRd mit Radius r � 0. Auÿerdem sei fNB; B 2 B(IRd)g ein homogener
Poisson-Prozess mit Intensität � 2 (0;1). Dann heiÿt die Funktion HS : [0;1) �!
[0; 1] mit

HS(r) = P (NB(o;r) > 0)

die sphärische Kontaktverteilungsfunktion des Poisson-Prozesses, wogegen die Funktion
D : [0;1) �! [0; 1] mit

D(r) = lim
"#0

P (NB(o;r) > 1 j NB(o;") > 0)

Nächster-Nachbar-Abstands-Verteilungsfunktion genannt wird.
Zeige, dass für jedes r > 0

HS(r) = D(r) = 1� exp(���dr
d);

wobei �d das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel ist.


