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Aufgabe 1

Sei (D;D) ein beliebiger messbarer Raum und sei Z1; Z2; : : : : 
 ! D eine Folge von
unabhängigen und identisch verteilten Zufallsvariablen über (D;D). Auÿerdem sei
X0 : 
! N

(e) eine Zufallsvariable, die von Z1; Z2; : : : unabhängig ist, und � : N(e)�D !

N
(e) sei eine beliebige messbare Funktion.

Zeige, dass dann X0; X1; : : : : 
! N
(e) mit

Xn = �(Xn�1; Zn) 8n � 1

eine Markov-Kette ist, deren Übergangskern P : N(e) �N (e) ! [0; 1] gegeben ist durch

P(x; A) = P (! 2 
 : �(x; Z1(!)) 2 A) 8x 2 N(e); A 2 N (e):

Aufgabe 2

Sei P : IR � B(IR) ! [0; 1] ein Übergangskern einer Markov-Kette von reellwertigen
Zufallsvariablen und X0 : 
! IR eine beliebige reellwertige Zufallsvariable. Zeige, dass
es eine von X0 unabhängige Folge Z1; Z2; : : : von reellwertigen unabhängig und identisch
verteilten Zufallsvariablen sowie eine Update-Funktion � : IR� IR! IR gibt, so dass

Xn = �(Xn�1; Zn) 8n � 1

eine Markovkette X0; X1; : : : mit dem Übergangskern P de�niert.

Aufgabe 3

(a) Sei � die Grenzverteilung einer ergodischen Markov-Kette auf dem Zustandsraum
N

(e). Zeige, dass � dann eine stationäre Anfangsverteilung ist.

(b) Sei � stationäre Anfangsverteilung einer Markov-Kette mit Übergangskern P auf
dem Zustandsraum N

(e). Zeige, dass dann

�(A) =

Z
N(e)

P
(n)(y;A)�(dy) 8n � 1; A 2 N (e):

(c) Zeige, dass die Grenzverteilung einer ergodischen Markovkette ihre einzige statio-
näre Anfangsverteilung ist.


