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1 Einleitung und Grundlagen

Die Vorlesung ,Statistik II” ist fiir Studierende konzipiert, die bereits iiber Grundkenntnisse auf dem Gebiet der
mathematischen Statistik verfiigen. Die Schétz— und Testverfahren, die in ,Statistik I’ behandelt worden sind,
werden dabei als bekannt vorausgesetzt.

Die Vorlesung ,,Statistik II” besteht aus den Teilen:

e multivariate Normalverteilung (regulére und singulédre Normalverteilung, lineare und quadratische Formen)
e lineare Modelle (multiple Regression, normalverteilte Stérgrofen, ein— und mehrfaktorielle Varianzanalyse)

e verallgemeinerte lineare Modelle (logistische Regression, Maximum—Likelihood—Gleichung, gewichteter KQ-
Schétzer, Bewertung der Anpassungsgiite)

Tests von Verteilungsannahmen (Kolmogorow—Smirnow-Test, x2—~Anpassungstests von Pearson-Fisher)

Nichtparametrische Lokalisationstests (Binomialtest, Iterationstests, lineare Rangtests)

Dabei werden wir insbesondere Begriffe und Ergebnisse nutzen, die in den Vorlesungen ,Wahrscheinlichkeitsrech-
nung” bzw. ,Statistik I” eingefiihrt worden sind, vgl. das Skript zur Vorlesung ,Wahrscheinlichkeitsrechnung” im
Wintersemester 2006/07 bzw. das Skript zur Vorlesung ,Statistik I” im Sommersemester 2007:

Verweise auf diese Vorlesungsmanuskripte werden wir mit dem Zusatz ,WR” bzw. ,I” vor der Nummer der zitierten
Abschnitte, Lemmata, Theoreme, Korollare bzw. Formeln kennzeichnen.

1.1 Einige Grundbegriffe und Ergebnisse der Matrix—Algebra

Wir erinnern zunéchst an einige grundlegende Begriffe und Ergebnisse der Matrix—Algebra, die im folgenden
bendtigt werden.

1.1.1 Spur und Rang

e Die Spur sp(A) einer quadratischen n x n Matrix A = (a;;) ist gegeben durch
sp(A) = Zaii . (1)
i=1

e Sei A eine beliebige n x m Matrix. Der Rang rg(A) ist die maximale Anzahl der linear unabhéingigen Zeilen
(bzw. Spalten) von A.

— Dabei heifen die Vektoren ay,...,a, € R™ linear abhdngig, wenn es reelle Zahlen cq,...,c; € R gibt,
die nicht alle gleich Null sind, so dass cia; + ...+ cpay = o.

— Anderenfalls heifsen die Vektoren ay,...,a, € R™ linear unabhdngig.

Unmittelbar aus der Definitionsgleichung (1) der Matix—Spur und aus der Definition der Matrix—-Multiplikation
ergibt sich der folgende Hilfssatz.

Lemma 1.1 Sei C eine beliebige nxm Matriz und D eine beliebige mxn Matriz. Dann gilt sp(CD) = sp(DC).

Man kann zeigen, dass eine quadratische Matrix A genau dann invertierbar ist, wenn A vollen Rang hat bzw.
wenn det A # 0 gilt. In diesem Zusammenhang ist auch das folgende Resultat niitzlich.
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Lemma 1.2 Sei A eine n x m Matriz mit n > m und rg(A) = m. Dann gilt rg(ATA) =m.

Beweis

e Es ist klar, dass der Rang rg(ATA) der m x m Matrix AT A nicht grofer als m sein kann.

e Wir nehmen nun an, dass rg(ATA) < m. Dann gibt es einen Vektor ¢ = (c1,...,¢n) " € R™, so dass
c#ound ATAc=o.

e Hieraus folgt, dass auch ¢' AT Ac = o bzw. (Ac)"(Ac) =0, d.h. Ac = o.

e Dies ist jedoch ein Widerspruch zu der Voraussetzung, dass rg(A) = m. ]

Auferdem kann man zeigen, dass die beiden folgenden Eigenschaften von Spur bzw. Rang gelten.

Lemma 1.3 Seien A und B beliebige n x n Matrizen. Dann gilt stets sp(A — B) = sp(A) — sp(B). Wenn A
idempotent und symmetrisch ist, d.h., A = A% und A = AT, dann gilt aufierdem sp(A) = rg(A).

1.1.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition Sei A eine beliebige n x n Matrix. Jede (komplexe) Zahl A € C, fiir die es einen Vektor x € C™ mit
x # o gibt, so dass
(A-ADx =o, (2)

heillt Figenwert der Matrix A. Aulierdem sagt man dann, dass x ein zu A gehoérender Eigenvektor ist.

Beachte

e Die Gleichung (2) hat nur fiir solche A € C eine Losung x € C™ mit x # o, fiir die A eine Lisung der
so genannten charakteristischen Polynomgleichung

det(A — AI) =0 (3)

ist, wobei die linke Seite P(A\) = det(A — M) von (3) das charakteristische Polynom der Matrix A
genannt wird.

e Seien Ay, ..., A\; € R die reellwertigen Losungen von (3). Dann lisst sich das charakteristische Polynom
P(A) in der Form

PA) = (=D"(A = A)" .. (A= M) ™q(A) (4)

darstellen, wobei a1,...,ar € N positive natiirliche Zahlen sind, genannt die algebraischen Vielfach-

heiten von A1, ..., Ag, und ¢(A) ein Polynom der Ordnung n — Zle a; ist, das keine reellen Losungen

besitzt.

Lemma 1.4 Sei A = (a;;) eine symmetrische nxn Matriz mit reellwertigen Eintrdgen a;;. Dann sind sémtliche
Eigenwerte reell, und die zu verschiedenen Eigenwerten X\;, A\; € R gehorenden Eigenvektoren x;,x; € R" sind
zueinander orthogonal.

Beweis
e Die Determinante det(A — AI) in (3) ist gegeben durch
det(A —AD) = S"(~1)"™ T ain, [] (aim — N, (5)
T 1A, i i=m;

wobei sich die Summation iiber alle m! Permutationen 7« = (71, ..., m,,) der natiirlichen Zahlen 1,...,m
erstreckt und r(w) die Anzahl der Zahlenpaare in 7 ist, die sich nicht in der natiirlichen Ordnung
befinden.
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e Weil die Elemente von A reelle Zahlen sind, ist fiir jede Losung A = a +1b von (3) gleichzeitig auch
A = a — ib eine Lésung von (3).

e Seien x = a +ib und X = a — ib Eigenvektoren, die zu A bzw. A gehoren. Dann gilt Ax = Ax und
AX = XX bzw.
XTAx =X \x = XX 'x
und T T T _
X'Ax = (ATi) X = (Ai) X = ()\i) X = X X.
e Hieraus folgt, dass AX' x = AX ' x.
e Weil X"x = |a|? 4 |b|? > 0, ergibt sich hieraus, dass A = X, d.h., X ist eine reelle Zahl.

e Auf dhnliche Weise léisst sich zeigen, dass es zu verschiedenen Eigenwerten \;, A\; € R gehorende
Eigenvektoren x;,x; € R™ mit reellwertigen Komponenten gibt, die zueinander orthogonal sind.

o Weil die Matrix A — \;I nur reellwertige Eintragungen hat, sind mit x; auch X; bzw. x; +X; € R™ zu
A; gehorende Eigenvektoren.

e Wir kénnen (und werden) deshalb 0.B.d.A. annehmen, dass x;,x; € R”. Aus der Giiltigkeit von
(A—-\IDx;=o0 und (A-X\Ix;=o0
ergibt sich aufserdem, dass Ax; = A\;x; und Ax; = \;x; bzw.
X;—Axi = )\ix;-rxi und XZTAXJ- = )\jxjxj .

e Andererseits gilt offenbar x;'—xi = XZTXj, und aus der Symmetrie von A = (a;;) ergibt sich die Identitét

X;—AXi =x, Ax;, denn es gilt

n
XjT Ax; = g

m=1

n

n o n
T

§ TpjQpmTmi = § § TmiGmeXe; = X; ij .

(=1

{=1m=1

e Insgesamt ergibt sich somit, dass /\ix;xi = )\jxiij bzw. (A\; — )\j)ijxi =0.

o Wegen \; — A; # 0 folgt hieraus, dass x;rxi =0. O

1.1.3 Diagonalisierungsverfahren

e Sei nun A eine invertierbare symmetrische n x n Matrix.

e In Lemma 1.4 haben wir gezeigt, dass dann sdmtliche Eigenwerte Aq, ..., A, von A reelle Zahlen sind (wobei
in dieser Folge gegebenenfalls einunddieselbe Zahl mehrfach auftreten kann).

e Wegen det A # 0 ist A = 0 keine Losung von (3), d.h., simtliche Eigenwerte Ay, ..., A\, von A sind von Null

verschieden.
e Auferdem kann man zeigen, dass es orthonormale (Basis-) Vektoren vy,...,v, € R™ gibt, d.h.
vivi=1, v/v;=0, Vije{l,...,n}miti#j, (6)
so dass v; ein zu \; gehorender Eigenvektor ist; i = 1,...,n.
e Wenn samtliche Eigenwerte A1, ..., \, voneinander verschieden sind, dann folgt dies unmittelbar aus Teil-

aussage 2 von Lemma 1.4.

e Hieraus resultiert das folgende Diagonalisierungsverfahren fiir invertierbare symmetrische Matrizen.
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Lemma 1.5

e Sei A eine invertierbare symmetrische n x n Matriz, und sei V.= (v1,...,v,) die n x n Matriz, die aus
den orthonormalen Eigenvektoren vy, ...,v, besteht.
e Dann gilt
VTAV = A, (7)
wobei A = diag(A1, ..., \,) die nxn Diagonalmatrixz bezeichnet, die aus den Eigenwerten A1, ..., A, gebildet
wird.
Beweis

e Aus der Defintionsgleichung (2) von Eigenwerten bzw. -vektoren ergibt sich, dass Av; = A\;v; fiir jedes

1=1,...,n.
e Hieraus folgt, dass AV = (A\;vy,...,\,v,,) bzw. VTAV = VT (\;vy, ..., \,v,) = A, wobei sich die
letzte Gleichheit aus (6) ergibt. O

1.1.4 Symmetrie und Definitheit; Faktorisierung

Lemma 1.6 Sei A eine symmetrische und positiv definite n x n Matriz, d.h., es gelte A = AT und x" Ax > 0
fiir jeden Vektor x = (x1,...,1,)" € R™ mit x # o. Dann ist A invertierbar, und es gibt es eine invertierbare
n xn Matrix H, so dass

A=HH'. (8)

Beweis Wir zeigen nur die Giiltigkeit der zweiten Teilaussage.

e Aus Lemma 1.5 ergibt sich, dass VT AV = A bzw.

A=(VHIAV, (9)

— wobei V = (vq,...,v,) die n x n Matrix ist, die aus den orthonormalen Eigenvektoren vy,...,v,
besteht,

— und A = diag(Ag, ..., \,) die nxn Diagonalmatrix bezeichnet, die aus den (positiven) Eigenwerten

A1, ..., Ay gebildet wird.
e Sei nun A2 die n x n Diagonalmatrix A2 = diag(v/A1, ..., v ), und sei

H= (VT)flAl/QVT . (10)
e Es ist klar, dass die in (10) gegebene Matrix H invertierbar ist. Wegen V'V = I gilt aukerdem
HH' = (V) 'Al/2yT ((VT)’lAl/ZVT)T — (VT)TIAY2y T2yt
_ (VT)—1A1/2A1/2V_1 — (VI)IAV-! — A,

wobei sich die letzte Gleichheit aus (9) ergibt. O

Beachte
e Jede invertierbare n x n Matrix H mit A = HH" wird Quadratwurzel von A genannt und mit A'/2
bezeichnet.

e Mit Hilfe der Cholesky—Zerlegung fiir symmetrische und positiv definite Matrizen kann man zeigen,
dass es eine (eindeutig bestimmte) untere Dreiecksmatrix H mit A = HH' gibt.
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Die folgende Eigenschaft symmetrischer Matrizen ist eine Verallgemeinerung von Lemma 1.6.

Lemma 1.7 Sei A eine symmetrische und nichtnegativ definite n x n Matriz, d.h., es gelte A = AT und
x"Ax > 0 fiir jeden Vektor x = (z1,...,2,)" € R™. Sei nun rg(A) =r (§ n) Dann gibt es eine n X r Matrix
H mit rg(H) =7, so dass A = HHT .

Der Beweis von Lemma 1.7 verlauft dhnlich wie der Beweis von Lemma 1.6.

Lemma 1.8

e Seien m,r € N beliebige natirliche Zahlen mit 1 < r < m. Sei A eine symmetrische und positiv definite
m X m Matriz, und sei B eine r x m Matriz mit vollem Rang rg(B) =r.

e Dann sind auch die Matrizen BABT und A~ positiv definit.

Beweis

e Wegen des vollen Ranges von BT gilt BTx # o fiir jedes x € R” mit x # o.
e Weil A positiv definit ist, gilt damit auch

x' (BAB")x=(B'x)"A(B'x) >0

fiir jedes x € R” mit x # o, d.h., BABT ist positiv definit.
e Fiir B = A~! ergibt sich hieraus insbesondere, dass

A=A (AA ) =AA(ATY)

positiv definit ist. O

1.2 Multivariate Normalverteilung

In diesem Abschnitt erinnern wir an den Begriff der multivariaten Normalverteilung und diskutieren einige grund-
legende Eigenschaften dieser Verteilungsfamilie.

1.2.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

e Seien Xi,..., X, : @ — R unabhingige und (identisch) normalverteilte Zufallsvariablen, d.h. insbesondere,
dass
X; ~ N(u, 0%), Vi=1,...,n, (11)

wobei ¢ € R und o2 > 0.

e In Vektor—Schreibweise bedeutet die Normalverteilungseigenschaft (11) und die Unabhéngigkeit der Stich-
probenvariablen, dass die Verteilung der Zufallsstichprobe X = (X1,..., X,,)" gegeben ist durch

X ~ N(p,0°1,), (12)

wobei gt = (,...,u)" und N(u, O‘QIn) die n—dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswertvektor p
und Kovarianzmatrix 2I,, bezeichnet.
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e Zur Erinnerung (vgl. Abschnitt WR~4.3.4): Allgemein wird die n—dimensionale Normalverteilung wie folgt
definiert.

— Sei g = (pt1,...,pn) " € R™ ein beliebiger Vektor, und sei K eine symmetrische und positiv definite

n X n-Matrix.

— Sei Z = (Zy,...,7,)" ein absolutstetiger Zufallsvektor, wobei die gemeinsame Dichte von Z gegeben
sei durch . 1 )
Tre—1
z)=|— exp(—=(z — Kz—) 13
0= (7) g o gl W K e (13)
fiir jedes z = (21,...,2,) | € R™.
— Dann sagt man, dass der Zufallsvektor Z = (Z1,...,Z,) " (regulir) normalverteilt ist.

— Schreibweise: Z ~ N(u, K)

Wir zeigen nun, dass die in (13) gegebene Funktion eine (n—dimensionale) Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

Theorem 1.1  Sei pt = (jt1,...,pn) | € R™ ein beliebiger Vektor, und sei K eine symmetrische und positiv
definite n X n-Matriz. Dann gilt

Beweis

70 e /oo exp(— % (x—p)TK 1 (x— u)) dey ...dz, = (27)"? (det K)'/2. (14)

Weil K symmetrisch und positiv definit (und damit auch invertierbar) ist, gibt es wegen Lemma 1.5 eine

n X n Matrix V. = (vy,...,v,), die aus den orthonormalen Eigenvektoren vy, ...,v, von K besteht,
so dass

V'KV =A, (15)
wobei A = diag(Aq,...,\,) die n X n Diagonalmatrix bezeichnet, die aus den Eigenwerten \q,..., A\,
von K gebildet wird.
AufBerdem ergibt sich aus der positiven Definitheit von K, dass v,/ Kv; = \; > 0 fiir jedes i = 1,...,n,
d.h., sémtliche Eigenwerte A1,..., A, von K sind positiv.

Wegen VTV =Tgilt auch VI = V™! bzw. VVT =1.
Weil auRerdem (AB)~! = B71A~! gilt, ergibt sich hieraus und aus (15), dass

(VIKV) ' = VIK™'V = diag(\Th, ..., A1)

’ '

Die Abbildung ¢ : R — R™ mit y = p(x) = V' (x — ), d.h. x — u = Vy, bildet den R" bijektiv auf
sich selbst ab, und fiir die Jacobi-Determinante der Abbildung ¢ : R® — R™ gilt

det(?pi (z1,... ,xn)) — etV = +1,
J

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Tatsache ergibt, dass 1 = det(V V) = (det V)2,

Fiir das Integral auf der linken Seite von (14) gilt somit, dass

/OO 7 exp(— % (x — ,u)TK_l(x—u)) dzy ... dz,

= /exp(—%(x_u)TKfl(x—uD d(;z:l,...,a:n):/exp<—;

Rn Rn i=

r r 1 ¢ yi2 & 1/2
= // exp<2 ;M>dy1...dyni1:[1(2wAi) .
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e Hieraus ergibt sich die Behauptung, weil

[[) =det A =det(VTKV) =det(V'V) det K = det K.

1.2.2 Charakteristiken der multivariaten Normalverteilung

e Sei pp = (p1,...,/1n)" € R™ ein beliebiger Vektor, und sei K = (k;;) eine symmetrische und positiv definite
n X n Matrix.

e Wir bestimmen zunéchst die charakteristische Funktion von normalverteilten Zufallvektoren.

e Zur Erinnerung: Die charakteristische Funktion ¢ : R™ — C eines beliebigen n—dimensionalen Zufallsvektors
X =(X1,...,X,)" : Q — R" ist gegeben durch

p(t) =E exp(it'X) =E exp( ZQX@) YVt =(t1,...,t,) €R". (16)

Theorem 1.2

e Der Zufallsvektor X = (X1,...,X,) " : Q — R" sei normalverteilt mit X ~ N(u, K).

e Dann gilt fiir die charakteristische Funktion ¢ : R™ — C von X, dass

1
ot) = exp(itT,u -5 tTKt> . VteR". (17)

Beweis

e Aus (13) und (16) folgt, dass

p(t) = /.../exp(i Ztg:cg>f(a71,...,xn)d:c1...d:vn
e (=1

o0 oo

1 1 -
= @) (et K) 12 / /exp 1t x—§(x—p) K '(x— ))dml .dxy,
B exp(it ' p) T T .

BRCORE (detK RE / /exp lt y - *y K~ Y) dyy ... dyn,
—0o0

wobei sich die letzte Gleichheit mit Hilfe der Substitution y = x — p ergibt, fiir die die Matrix der
partiellen Ableitungen die Einheitsmatrix und somit die Jacobi-Determinante gleich 1 ist.

e Auf dhnliche Weise wie im Beweis von Theorem 1.1 ergibt sich nun hieraus mit Hilfe der Substitutionen
y = Vx und t = Vs, dass

ety e L gt
p(t) = (27r)”/2(detK)1/2 exp(ls X_§X V'K Vx)dxl...dxn

oo

exp(it’ p) 7 n 22
(27r)n/2 (det K)1/2 / s / eXp(Z (1 SpTe — K)) dry...dxy,

. =1
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und somit

- exp( 1tT
wlt) = (2m)n/2 ( detK 1/2 H / exp(l sy - 20 )dxg

exp 1t u ﬁ ! /exp(lsm
= (2]
V2T Ay
=1 —00

wobei die Matrix V aus den orthonormalen Eigenvektoren von K besteht und Aq,...

Eigenwerte von K sind mit det K = Ay -...- \,.
e Nun geniigt es zu beachten, dass ¢y : R — C mit
oo

)_/ 1 S x?
we(s) = NoTY exp<1 s TM)

— 00

dxr

die charakteristische Funktion der (eindimensionalen) N(0, A\;)—Verteilung ist.

e Fiir diese Funktion hatten wir in Abschnitt WR-5.3.3 gezeigt, dass ¢.(s) = exp(—Ass?/2).

e Es gilt somit

o(t) = exp(it'p) Hexp( ):exp(itT,u)

tTKt) .

= exp(it’p) exp(— 5

exp (—

13

,An > 0 die

Mit Hilfe der in Theorem 1.2 hergeleiteten Formel (17) fiir die charakteristische Funktion lassen sich nun der
Erwartungswert und die Kovarianzmatrix von normalverteilten Zufallsvektoren bestimmen.

Korollar 1.1  Wenn X = (X1,...,X,)" ~ N(u,K), dann gilt fiir beliebige 1,

EX,‘ = M und Cov (Xi,Xj) = kij .

Beweis

e Aus (17) folgt, dass

8;(:) = (i i — ;kiztz)w(t)

und

p(t)

7=1,...,n

o, rutlt) (”“ katf)(W Zkﬂm) 6.

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass

0 o(t) ’ '
ot; t=o

EX, =it

Wegen (o) = 1 ergibt sich nun hieraus und aus (19), dass EX; = p
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e Aufserdem gilt

9%p(t)
E(X;X;)=—- .
( J) Gtiﬁtj t=o0
Hieraus und aus (20) ergibt sich, dass Cov (X;, X;) = k;;. O

Beachte

e In Theorem WR-4.14 hatten wir gezeigt, dass die Kovarianzmatrix K = Kx eines beliebigen Zufalls-
vektors X = (X1,...,X,)" stets symmetrisch und nichtnegativ definit ist.

e In der Definitionsgleichung (13) der Dichte der reguléren multivariaten Normalverteilung wird zusétz-
lich vorausgesetzt, dass die Kovarianzmatrix K positiv definit ist.

e Dabei ist die positive Definitheit von K nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig dafiir, dass
det K # 0, d.h., dass K invertierbar ist bzw. vollen Rang hat.

1.2.3 Randverteilungen und Unabhingigkeit von Teilvektoren; Faltungsstabilitét

e In diesem Abschnitt zeigen wir, wie weitere interessante Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung
mit Hilfe von Theorem 1.2 hergeleitet werden kénnen.

e Hierfiir benotigen wir eine vektorielle Version des Eindeutigkeitssatzes fiir charakteristische Funktionen (vgl.
Korollar WR-5.5), die wir ohne Beweis angeben.

Lemma 1.9 Seien X,Y : Q — R” beliebige Zufallsvektoren; X = (X1,...,X,) ", Y = (Y1,...,Y,) . Dann gilt

XLy genau dann, wenn ox(t) = py(t) vt = (t1,... ,tn)T eR", (21)

wobei . .
ex(t)=E exp(i thXj) , oy(t)=E exp(i thYj)
Jj=1 J=1

die charakteristischen Funktionen von X bzw. Y sind.

Zunéchst zeigen wir, dass beliebige Teilvektoren von normalverteilten Zufallsvektoren erneut normalverteilt sind.

e Dabei setzen wir so wie bisher voraus, dass g = (pi1,...,/1,)" € R™ ein beliebiger Vektor und K = (k;;)
eine symmetrische und positiv definite n x n-Matrix ist.

e Es ist klar, dass der Zufallsvektor (X,,..., X, )" fiir jede Permutation 7 = (y,...,7,)" der natiirlichen
Zahlen 1,...,n normalverteilt ist, wenn X = (X1,..., X,,) T normalverteilt ist.

e Bei der Untersuchung der Verteilung von Teilvektoren normalverteilter Zufallsvektoren kénnen wir uns somit
0.B.d.A. auf die Betrachtung der ersten Komponenten beschrianken.

Korollar 1.2  Sei X = (X1,...,X,)" ~ N(u,K), wobei K positiv definit sei. Dann gilt

(Xla--'7Xm)TNN(HnL7Km) vm:la"'ana

wobei ., = (j11, - -, fim) " und K,,, diejenige m x m Matriz bezeichnet, die aus den ersten m Zeilen bzw. Spalten

von K gebildet wird.
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Beweis

e Sei ¢ : R" — C die charakteristische Funktion von (Xi,...,X,) .
e Fiir die charakteristische Funktion ¢,, : R™ — C von (X1,...,X,,) " gilt dann

Om(tm) = w((tm,o, . .,0)) . Vtm =t tm) €R™.
—

e Hieraus und aus (17) ergibt sich, dass
4T 1 T m
©m(tm) = exp (1tmum -3 thmtm> , Vt, € R™.

e Weil mit K auch die m x m Matrix K,, symmetrisch und positiv definit ist, bedeutet dies wegen Theo-
rem 1.2, dass die charakteristische Funktion des Teilvektors (X1, ..., X,,)T mit der charakteristischen
Funktion der N(pu,,,, K,,)—Verteilung {ibereinstimmt.

e Wegen des eineindeutigen Zusammenhanges zwischen der charakteristischen Funktion und der Vertei-

lung von Zufallsvektoren (vgl. Lemma 1.9) ergibt sich hieraus die Behauptung. O
Bei der Zerlegung des normalverteilten Zufallsvektors X = (X1,...,X,,) " in die zwei Teilvektoren (X1,..., X,,)"
und (X,,41,...,X,) ", wobei 1 < m < n, lisst sich ein einfaches Kriterium dafiir angeben, dass (X1,..., X,,)"

und (X,11,...,X,) " unabhingig sind.

Korollar 1.3  Sei X = (X1,...,X,)" ein normalverteilter Zufallsvektor mit X ~ N(u,K); K = (ki;). Die
Teilvektoren (X1,...,Xm)" und (Xpmi1,...,Xn)" sind genau dann unabhingig, wenn k;; = 0 fiir beliebige i €
{1,...,m}und j€{m+1,...,n}.

Beweis

e Wenn die Teilvektoren (Xy,...,X,,)" und (X,,11,...,X,)" unabhingig sind, dann sind auch die
(eindimensionalen) Zufallsvariablen X; und X; fiir beliebige ¢ € {1,...,m} und j € {m+1,...,n}
unabhéngig.

e Damit gilt insbesondere Cov (X;, X;) = 0, und aus Korollar 1.1 folgt, dass k;; = 0.
e Wir nehmen nun umgekehrt an, dass k;; = 0 fiir beliebige i € {1,...,m} und j € {m+1,...,n}.

e Dann ergibt sich aus Theorem 1.2, dass sich die charakteristische Funktion o(t) von X = (X1,..., X,,)"
wie folgt faktorisieren l&sst.

e Fiir jedes t = (t1,...,t,)" € R™ gilt

1 n 1 n n
o(t) = exp(itTu ~3 tTKt) = eXp(i Ztiﬂi ~3 Z Ztikijtj>
i=1

i=1 j=1
= eXp(i Ztiui — 5 Zztikijtj) exp(i 4 Z ti,ui — § ' Z Z tikijtj) s
i=1 i=1 j=1 i=m+1 i=m+1 j=m+1
wobei die Faktoren des letzten Ausdruckes die charakteristischen Funktionen von (Xi,...,X,,)" und

(Xps1s-- -, Xn)T sind.

e Die Behauptung ergibt sich nun aus dem eineindeutigen Zusammenhang zwischen der Verteilung und
der charakteristischen Funktion von Zufallsvektoren, vgl. Lemma 1.9. ]
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Beachte

e Schlieklich diskutieren wir noch die Faltungsstabilitdt der multivariaten Normalverteilung und verallge-
meinern dabei Korollar WR-3.2, wo wir diese Eigenschaft fiir die eindimensionale Normalverteilung
bewiesen hatten.

e In diesem Zusammenhang ist die folgende Formel fiir die charakteristische Funktion von Summen
unabhéngiger Zufallsvektoren niitzlich, die sich genauso wie die in Theorem WR-5.18 fiir den eindi-
mensionalen Fall hergeleitete Formel beweisen lésst.

Lemma 1.10 Seien Z1,Zs :  — R™ unabhdngige Zufallsvektoren. Fir die charakteristische Funktion vz, 7., :
R™ — C der Summe Zq + Zs gilt dann

PZ1+Zo (t) = ¥z, (t) Pz, (t) ) vVt e R" ; (22)

wobei gz, die charakteristische Funktion von Z; bezeichnet; 1 = 1,2.

Die folgende Aussage wird Faltungsstabilitdt der multivariaten Normalverteilung genannt.

Korollar 1.4  Seien Z1,Z5 : Q — R™ unabhangige Zufallsvektoren mit Z; ~ N(p,;,K;) fir i = 1,2. Dann gilt
Zy+Zy ~ N(py + pg, Ko + Ko).

Beweis
e Aus (17) und (22) ergibt sich, dass
PZ1+Zo (t) = ¥z, (t) PZ, (t)
1 1
= exp(itTul - 5tTK1t> exp(itT[,l,Q - 5tTKQt)
1
= exp(itT(,ul + HZ) — 5 tT(Kl + Kz)t) .

e Hieraus und aus dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen von Zufallsvektoren (vgl.
Lemma 1.9) ergibt sich die Behauptung. O

1.2.4 Lineare Transformation von normalverteilten Zufallsvektoren

Wir zeigen nun, dass die Lineartransformation normalverteilter Zufallsvektoren erneut zu normalverteilten Zu-
fallsvektoren fiihrt.

Theorem 1.3

e Sei Y ~ N(u,K) ein n—dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungswertvektor u € R™
und mit (positiv definiter) Kovarianzmatriz K.

o Auflerdem gelte m < n, und A sei eine beliebige m x n Matriz mit vollem Rang rg(A) = m bzw. ¢ € R™
ein beliebiger m—dimensionaler Vektor.

e Dann ist Z = AY + ¢ ein (m—dimensionaler) normalverteilter Zufallsvektor mit

Z~ NAp+c, AKAT). (23)
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Beweis

o Fiir jedes a € R™ gilt
0z (t) = exp(it "a)pz_a(t), vVt eR™.

e Aus der in Theorem 1.2 hergeleiteten Formel (17) und aus dem Eindeutigkeitssatz fiir die charakteri-
stische Funktion von normalverteilten Zufallsvektoren folgt somit, dass

Z ~ N(Ap+c, AKAT) genau dann, wenn Z — (Ap +c) ~ N(o, AKAT).

e O.B.d.A. kénnen (und werden) wir deshalb annehmen, dass Y ~ N(o,K) und ¢ = o.
e Fiir die charakteristische Funktion ¢pz(t) von Z = AY ergibt sich dann, dass fiir jedes t € R™

@Z(t) _ ]EeitTZ
]EeitTAY — Rl (ATt)TY

@Y(ATt) )

wobei oy (ATt) den Wert der charakteristischen Funktion des normalverteilten Zufallsvektors Y an
der Stelle ATt € R" bezeichnet.

e Aus der Darstellungsformel (17) fiir die charakteristische Funktion normalverteilter Zufallsvektoren
ergibt sich nun, dass

ey (ATt)
- exp(— % (ATt)TK(ATt))

vz (t)

- exp(— %tT(AKAT)t> .

e Mit anderen Worten: Die charakteristische Funktion von Z stimmt mit der charakteristischen Funktion
der N(o, AKAT)-Verteilung iiberein.

e Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir die charakteristische Funktion von Zufallsvektoren folgt somit, dass
Z ~ N(o, AKAT). |

Aus Theorem 1.3 ergibt sich insbesondere, dass sich normalverteilte Zufallsvektoren durch Lineartransformation
von Vektoren konstruieren lassen, deren Komponenten unabhéngige und N(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen sind.

Korollar 1.5

o Seien Y1,...,Y, : Q@ — R wunabhdngige Zufallsvariablen mit Y; ~ N(0,1) fir jedes i = 1,...,n, d.h.
Y = (Y1,...,Y,) " ~ N(o,I).

e Sei K eine symmetrische und positiv definite n X n Matriz, und sei p € R™.

o Fir den Zufallsvektor Z = K'/2Y + p gilt dann Z ~ N(p, K), wobei K'/2 die Quadratwurzel von K ist.

Beweis
e Aus Theorem 1.3 ergibt sich, dass
7 ~ N(Il', K1/2(K1/2)T) )

e Hieraus und aus Lemma 1.6 folgt die Behauptung. ]
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1.2.5 Singulidre multivariate Normalverteilung

Der in Abschnitt 1.2.1 eingefithrten Begriff der (reguldren) multivariaten Normalverteilung ldsst sich wie folgt
verallgemeinern.

e Hierfiir ist eine Faktorisierungseigenschaft von Kovarianzmatrizen niitzlich, die wir bereits in Lemma 1.7
erwahnt hatten.

e Zur Erinnerung: Sei K eine symmetrische und nichtnegativ definite n x n Matrix mit rg(K) = r < n. Dann
gibt es eine n x r Matrix B mit rg(B) = r, so dass

K=BB'. (24)

Definition

e Sei Y ein n—dimensionaler Zufallsvektor mit Erwartungswertvektor g = EY und Kovarianzmatrix
K = Cov (Y), so dass rg(K) = r mit r <mn.

e Dann heifst Y normalverteilt, wenn Y 4 ©+ BZ, wobei B eine n x r Matrix mit rg(B) = r ist, die
der Gleichung (24) geniigt, und Z ein r—dimensionaler Zufallsvektor mit Z ~ N(o,I,) ist.

e Wir sagen, dass Y ~ N(u, K) singuldr normalverteilt ist, wenn rg(K) < n.
(Schreibweise: Y ~ N(u, K))

Beachte
e Wenn rg(K) = < n, dann ist der Zufallsvektor Y ~ N(u, K) nicht absolutstetig,

— denn die Werte von Y < 1+ BZ liegen mit Wahrscheinlichkeit 1 in der r—dimensionalen Teilmenge
{p+Bx: x €R"} des R",

— d.h., die Verteilung von Y besitzt keine Dichte beziiglich des n—dimensionalen Lebesgue-Mafes.

— Ein Beispiel hierfiir ist der Zufallsvektor Y = (Z,Z)T = BZ mit Z ~ N(0,0?) und B = (1,1)7,
der nur Werte auf der Diagonalen {(z1,22) € R?: 27 = 25} annimmt.

e Die Verteilung des Zufallsvektors g + BZ héngt nicht von der Wahl der Matrix B in der Faktorisie-
rungsgleichung (24) ab.

e Dies ergibt sich unmittelbar aus den folgenden beiden Kriterien fiir das Vorliegen von (singuléren bzw.
reguldren) multivariaten Normalverteilungen.

Theorem 1.4

e Sei Y ein n—-dimensionaler Zufallsvektor mit Erwartungswertvektor p = EY und Kovarianzmatrizc K =
Cov (Y), so dass rg(K) =r mitr <n.

e Der Zufallsvektor Y ist genau dann normalverteilt, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfillt ist:

1. Die charakteristische Funktion ¢(t) =E exp (i Z;’L:I thj) von Y ist gegeben durch
1
o(t) = exp(itTu - tTKt) . Vt=(t1,....tn)T €R". (25)

2. Die lineare Funktion c'Y wvon Y ist fiir jedes c € R™ mit ¢ # o normalverteilt mit

¢'Y ~ N(c"p,c"Kc).

Der Beweis von Theorem 1.4 wird in den Ubungen diskutiert. Er wird deshalb hier weggelassen.
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1.3 Lineare und quadratische Formen normalverteilter Zufallsvektoren
1.3.1 Definition, Erwartungswert und Kovarianz

Definition

e Seien Y = (Y1,...,Y,)" und Z = (Z1,...,7Z,)" beliebige n—dimensionale Zufallsvektoren, und sei A
eine symmetrische n x n Matrix mit reellwertigen Eintragungen.

e Dann heift die (reellwertige) Zufallsvariable YTAY : Q — R quadratische Form von Y beziiglich A.
e Die Zufallsvariable YT AZ : Q — R heift bilineare Form von Y und Z beziiglich A.

Zunichst bestimmen wir den Erwartungswert von quadratischen bzw. bilinearen Formen.

Theorem 1.5 Seien Y = (Y1,...,Y,)" und Z = (Z1,...,2,)" beliebige n—dimensionale Zufallsvektoren, und
sei A eine symmetrische n x n Matrix mit reellwertigen Eintragungen. Die Erwartungswertvektoren p~ = EY
und py = EZ sowie die Kovarianzmatrizen Kyy = (Cov (Y3, Y])) und Kzv = (Cov (Zi, YJ)) seien wohldefiniert.
Dann gqult

E(Y'AY) = sp(AKyy) + pyApy  und  E(YTAZ) = sp(AKzy) + pyApy. (26)

Beweis

e Wir beweisen nur die zweite Formel in (26), denn die erste Formel ergibt sich hieraus als Spezialfall
firZ=Y.

e Offenbar gilt YTAZ = sp (YTAZ). Aufserdem folgt aus Lemma 1.1, dass sp (YTAZ) = sp (AZYT).
e Insgesamt ergibt sich also, dass
E(YTAZ) = Esp(Y'TAZ) = Esp(AZY") = sp(AE(ZY"))
= sp(A(Kzy + pzpy)) = sp(AKzy) + uyApuz . 0

Auf dhnliche Weise ldsst sich eine Formel fiir die Kovarianz von quadratischen Formen normalverteilter Zu-
fallsvektoren herleiten. Dabei sind die folgenden Formeln fiir die dritten bzw. vierten gemischten Momente der
Komponenten von zentrierten normalverteilten Zufallsvektoren niitzlich.

Lemma 1.11 Sei Z = (Zy,...,Z,)" ~ N(o,K) ein normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungswertvektor
p = o und mit beliebiger Kovarianzmatric K = (k;;). Dann gilt

E(Z,LZJZZ) =0 und E(ZZZJZZZm) = kijk[mﬂ-ki[k’jm—f—k}jgkim Vi,j,ﬁ,m € {1,,71} (27)

Der Beweis von Lemma 1.11 wird hier weggelassen. Er ergibt sich unmittelbar aus den Theoremen 1.2 und 1.4,
vgl. auch den Beweis von Korollar 1.1.

Theorem 1.6
e SeiY = (Y1,...,Y,) " einn—dimensionaler Zufallsvektor mit' Y ~ N(u,K), und seien A = (a;;), B = (b;;)
beliebige symmetrische n x n Matrizen.

e Dann gilt
Cov (YTAY, Y'BY) = 2sp(AKBK) + 4u " AKBp. (28)
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e Insbesondere gilt Var (YTAY) = 2sp((AK)?) + 4" AKAp.

Beweis
e Aus der Definition der Kovarianz und aus Theorem 1.5 ergibt sich, dass

Cov(YTAY,Y'BY) = E((Y'AY —-E(Y'AY))(Y'BY - E(Y'BY)))
E((YTAY — sp(AK) — p" Ap)(Y 'BY — sp(BK) — ' Bp)).

e Mit der Substitution Z =Y — pu bzw. Y = Z 4 p ergibt sich hieraus, dass

Cov (YTAY, Y'BY) E((Z'AZ +2u"AZ — sp(AK))(Z"BZ + 2u" BZ — sp(BK)))
= E(Z'"AZZ'BZ)+2u' AE (ZZ'BZ) + 2u" BE (ZZ'AZ)
~E(Z"AZ)sp(BK) - E (Z'BZ) sp(AK)
+4p" AKBp + sp(AK) sp(BK)
= E(Z'AZZ'BZ) +2u" AE (ZZ'BZ) +2u ' BE (ZZ" AZ)
+4p" AKBu — sp(AK) sp(BK),
wobei sich die letzte Gleichheit aus Theorem 1.5 ergibt, weil Z ~ N(o,K) und somit E (ZTAZ) =
sp(AK) gilt.
e Weil die Matrizen A, B und K symmetrisch sind, ergibt sich aus Lemma 1.11, dass

E(Z'AZZ'BZ) = E(Z"AZ - Z'BZ)

= 220 2 isbemE (23 ZeZm)

i=1j=1¢=1 m=1

= Z Z Z Z (aijkjibembme + ajikicbembkmj + aijkjebemkms)

i=1 j=1¢=1m=1

sp(AK) sp(BK) + 2sp(AKBK) .

e Aufserdem ergibt sich aus Lemma 1.11, dass

n

E(ZZ"AZ) = (Ziaijﬁ(zizjzg)> =0 (29)
L

i=1 j=1
und entsprechend E (ZZTBZ) =o0.

e Zusammen mit dem oben hergeleiteten Ausdruck fiir Cov (YTAY7 YTBY) ergibt sich nun hieraus
die Behauptung. ]

Wir leiten nun noch die folgende Formel fiir den Kovarianzvektor von linearen bzw. quadratischen Formen nor-
malverteilter Zufallsvektoren her.

Theorem 1.7 Sei Y = (Y1,...,Y,) " ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Y ~ N(u,K), und seien A =
(aij), B = (bi;) beliebige symmetrische n x n Matrizen. Dann gilt

Cov (AY, Y'BY) = 2AKBu. (30)
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Beweis

e Weil E (AY) = Ap und weil in Theorem 1.5 gezeigt wurde, dass
E(Y'BY) = sp(BK) + pu' By,
ergibt sich, dass

Cov (AY,Y'BY) = E((AY —Ap)(Y'BY — p'Bu — sp(BK)))
= E((AY —Ap)((Y = ) 'B(Y — ) +2(Y — p) ' Bp — sp(BK))) .

e Auferdem gilt E (AY — Ap) = o, und aus (29) folgt mit Z =Y — u, dass
E((AY — Ap)(Y = p) 'B(Y — p)) = AE (Y — p)(Y — ) "B(Y — p)) = o.

e Somit ergibt sich, dass

Cov (AY,Y'BY) = 2E((AY —Ap)(Y — ) Bp)
= 2AE((Y - p)(Y - )" )Bp
= 2AKByp. 0

1.3.2 Nichtzentrale y>~Verteilung

Um die Verteilung von quadratischen Formen normalverteilter Zufallsvektoren zu bestimmen, fithren wir die
(parametrische) Familie der nichtzentralen y2-Verteilungen ein.

Definition Sei g € R” und (X1,...,X,)" ~ N(u,I). Dann sagt man, dass die Zufallsvariable

Z =X, ., Xn) (X1, X)) T =) X7
1=1

eine nichtzentrale x> Verteilung mit n Freiheitsgraden und dem Nichtzentralititsparameter A = u' p hat.
(Schreibweise: Z ~ X%) \)

Beachte

e Fiir u = o ergibt sich als Spezialfall die bereits in Abschnitt I-1.3.1 eingefiihrte (zentrale) y2-Verteilung
X2 mit n Freiheitsgraden.

e Um eine Formel fiir die Dichte der nichtzentralen y?—Verteilung herzuleiten, betrachten wir (neben der
charakteristischen Funktion) noch eine weitere Integraltransformation von Wahrscheinlichkeitsdichten.

Definition

e Sei f: R — [0,00) die Dichte einer reellwertigen Zufallsvariable, so dass das Integral f_oooo e f(x) dx
wohldefiniert ist fiir jedes ¢ € (a, ) aus einem gewissen Intervall (a,b) mit a < b.

e Dann heilt die Abbildung ¢ : (a,b) — R mit

P(t) = / e f(x)dr, vVt e (a,b) (31)

— 00

die momenterzeugende Funktion der Dichte f.
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Es gilt der folgende Findeutigkeitssatz fiir momenterzeugende Funktionen, den wir hier ohne Beweis angeben.

Lemma 1.12

o Seien f, f': R — [0,00) die Dichten von reellwertigen Zufallsvariablen, und seien die zugehdrigen momen-
terzeugenden Funktionen v : (a,b) — R bzw. ¢’ : (a,b) — R auf einem (gemeinsamen) Intervall (a,b) mit
a < b wohldefiniert.

e FEs gilt (t) = ' (t) fiir jedes t € (a,b) genau dann, wenn f(x) = f'(x) fir fast jedes x € R.

Mit Hilfe von Lemma 1.12 kénnen wir nun die Dichte der nichtzentralen x?-Verteilung bestimmen.

Theorem 1.8

o Sei Zpx: 2 — R eine X%’/\fverteilte Zufallsvariable mit n Fretheitsgraden und Nichtzentralititsparameter
A.
e Dann ist die Dichte von Z,, » gegeben durch
AN\I n
o} — PR

Atz (2) =
(- 57) X i

f2,5(2) = = 2E+Jr(5 +j)

0 sonst.

, wenn z >0,
(32)

Beweis

e Sei p € R" und (Xy,...,X,)" ~ N(g,I).

e Die momenterzeugende Funktion ¢z(t) von Z = (X1,..., X,)(X1,..., X)) " = 37| X7 ist im Inter-
vall (—o00,1/2) wohldefiniert, und es gilt fiir jedes ¢ < 1/2, dass

Eexp(tjz:;X?) :4 Zo exp(tjz:;x?) H\/lﬂ_exp(é (xj—,uj)z) dzy ...dx,

Yz(1)

J

— (;ﬂ)nﬂ7.../exp(tZw?—;zn:(xj_Mj)Q) dzy...dz,

I
— =
\8
N

3
N~—

—

~

[\v}

o)

]

o]

A/~
~

8
LN

|
N |
0
o
=
<
e

~

ISH

8
<

e Dabei lésst sich der Exponent des letzten Ausdruckes wie folgt umformen:

(—th? + J;? — 2z + u?)

teg — 55— )?

<x§(1 —2t) = 2w+ p3 (1 —26) 7 4 pf — p5(1— 2t)’1)

(@5 = (=272 = 20) + p2(1 = (1 = 2)7Y)).

N RN~
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e Somit gilt
valt) = exp<—§<1—<1—2t>1>zu§>ﬂ [ em e - RO I s,

(1—2t)~"/2 exp(f % 1-(1- 2t)’1)) :

weil unter dem Integral die Dichte der eindimensionalen Normalverteilung (bis auf den konstanten
Faktor (1 — 2t)'/2) steht; A = ' .

o Andererseits ergibt sich fiir die momenterzeugende Funktion ¢ (¢) der in (32) gegebenen Dichte fz, , (2),

dass
el —\/2 /\ 2 j % n/2+g 1 —z/2
oty = 3 © / [ dz,
=0 5 2EY F +J)

wobei das Integral die momenterzeugende Funktion der (zentralen) y2-Verteilung x2 4o; it 0+ 2j
Freiheitsgraden ist.

e Ahnlich wie die charakteristische Funktion (vgl. Theorem I-1.5) ist die momenterzeugende Funktion

dieser Verteilung gegeben durch
1

wxiuj (t) = (1 _ Qt)71,/2+j :

e Somit gilt

oo

/ n/2+j—1,—2z/2 1

e dz = .
no n . _ n/2+j5 "’

i 29+ 1"(5 +]) (1 Qt) J

bzw.
P(t) = —>‘/2 71/2§: l ( (1—2t)" )j
j=o J!
= (1—2t)/ exp( A a—an- ))
2
e Somit gilt 1(t) = 1z (¢) fir jedes t < 1/2, und die Behauptung folgt aus Lemma 1.12. O

1.3.3 Verteilungs— und Unabhingigkeitseigenschaften linearer und quadratischer Formen

e Zur Erinnerung: Bei der Definition der nichtzentralen y?—Verteilung in Abschnitt 1.3.2 wurde die Quadrat-
summe der Komponenten von N(u, I)-verteilten Zufallsvektoren betrachtet.

e Man kann nun zeigen, dass die (entsprechend modifizierte) Quadratsumme auch dann eine nichtzentra-
le 2 Verteilung besitzt, wenn der betrachtete normalverteilte Zufallsvektor eine beliebige positiv definite
Kovarianzmatrix hat.

e Und zwar sei p € R™, und sei K eine symmetrische und positiv definite n x n Matrix.

e Wenn Z = (Z1,...,2,)" ~ N(u,K), dann ergibt sich aus Theorem 1.3, dass

K '2Z ~ N(K™Y?pu,1).
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e Aus der Definition der nichtzentralen x?— Verteilung folgt somit, dass

Z'K'Z= (K ?Z) K 2Z~ 2, (33)

wobei A = (K~ 12u) TK=12y = n "K' p.

Die Verteilungseigenschaft (33) fiir quadratische Formen von normalverteilten Zufallsvektoren lésst sich wie folgt
verallgemeinern. Dabei ist Lemma 1.7 iiber die Faktorisierung symmetrischer und nichtnegativ definiter Matrizen

niitzlich.

Theorem 1.9

o SeiZ = (Zy,...,7Z,)" ~ N(u,K), wobei die Kovarianzmatriz K positiv definit sei. Auflerdem sei A eine
symmetrische n x n. Matriz mit rg(A) =r < n.

o Wenn die Matriz AK idempotent ist, d.h., wenn AK = (AK)?, dann gilt Z" AZ ~ Xg,,\, wobei A = ' Ap.

Beweis

Die Matrix AK sei idempotent. Dann gilt

AK = AKAK.

Weil K regulér ist, kann man beide Seiten dieser Gleichung von rechts mit K—! multiplizieren. Dabei
ergibt sich, dass
A = AKA (34)

bzw. fiir jedes x € R™
x"Ax =x' AKAx = (Ax) "K(Ax) >0,

d.h., A ist nichtnegativ definit.
Geméf Lemma 1.7 gibt es somit eine Zerlegung

A=HH', (35)

so dass die n x r Matrix H den vollen Spaltenrang r hat.
Wegen Lemma 1.2 bedeutet dies, dass die inverse Matrix (HTH) ™! existiert.

Aus Theorem 1.3 {iber die lineare Transformation von normalverteilten Zufallvektoren ergibt sich nun
fiir den r—dimensionalen Vektor Z' = H' Z, dass

Z ~ NHul,), (36)
weil

H'KH = (HH 'HHM KH)MHHMEH)!
= (H'H) 'H'(AKA)HH'H)!
= HH M AHHH)'=1,,

wobei sich die letzten drei Gleichheiten aus (34) bzw. (35) ergeben.
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e Weil andererseits -
Z'AZ =Z'HH'Z = (H'Z) H'Z = (Z\)'Z

und weil .
H'p) Hp=p HH p=pAp,

ergibt sich die Behauptung nun aus (36) und aus der Definition der nichtzentralen x?-Verteilung. [J

Auferdem ist das folgende Kriterium fiir die Unabhéngigkeit von linearen bzw. quadratischen Formen normal-
verteilter Zufallsvektoren niitzlich. Es kann als (vektorielle) Verallgemeinerung von Lemma 5.3 im Skript zur
Vorlesung ,Statistik I” aufgefasst werden.

Theorem 1.10

o SeiZ = (Zy,....,7Z,)" ~ N(u,K), wobei K eine beliebige (symmetrische, nichtnegativ definite) Kovarianz-
matrix sei.

o Auflerdem seien A, B beliebige r1 X n bzw. ro X n Matrizen mit r1,79 < n, und sei C eine symmetrische
und nichtnegativ definite n x n Matriz.

o Wenn zusdtzlich die Bedingung
AKB' =0 bzw. AKC=0 (37)

erfiillt ist, dann sind die Zufallsvariablen AZ und BZ bzw. AZ und Z" CZ unabhingig.

Beweis

e Wir zeigen zunéchst, dass aus (37) die Unabhéngigkeit der linearen Formen AZ und BZ folgt.

e Wegen des Eindeutigkeitssatzes fiir charakteristische Funktionen von Zufallsvektoren (vgl. Lemma 1.9)
geniigt es zu zeigen, dass fiir beliebige t; € R™, to € R™

E exp(i (t] AZ + t;—BZ)) =E exp(itIAZ)E exp(it;rBZ) .
e Aus (37) folgt, dass
T T
BKAT = ((BKAT)T) - (AKBT) ~=0
und somit auch, dass fiir beliebige t; € R™, to € R™

(t; AK(t;B)' =t] AKB 't =0, (ts BYK(t] A)T =t, BKA't; = 0. (38)

e Aus der in Theorem 1.4 hergeleiteten Darstellungsformel (25) fiir die charakteristische Funktion von
normalverteilten Zufallsvektoren und aus (38) ergibt sich dann, dass

E exp(i(t{ AZ +t; BZ)) = E exp(i (t{ A + t, B)Z)
- exp(i (t]A +t]B)u — % (t7A +t]B)K(t] A + t;B)T)
= (6] A+t B~ 5 (] AKE]A)T — L (t]B)K(E]B)")
= e (i(6] A~ 5 (4] AKETA) ) exp(i (6B — L (I BK(6]B)")
= E exp(itlTAZ)]E exp(it;BZ) .
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e Wir zeigen nun noch, dass die Unabhiingigkeit von AZ und Z " CZ aus der zweiten Bedingung in (37)
folgt.

e Sei 1g(C) = r < n. Geméh Lemma 1.7 gibt es dann eine n x r Matrix H mit rg(H) = r, so dass
C=HH'.

e Aus (37) ergibt sich dann, dass AKHH" = 0 bzw. AKHH™H = 0.

e Hieraus folgt schlielich, dass AKH = 0, weil die 7 x » Matrix H'H wegen Lemma 1.2 den (vollen)
Rang rg(H) = r hat und deshalb invertierbar ist.

e Aus dem ersten Teil des Beweises ergibt sich somit, dass die linearen Formen AZ und H'Z unabhingig
sind.

e Wegen
Z'CZ=7Z'"HH'Z=H'Z)'H'Z

ergibt sich nun aus dem Transformationssatz fiir unabhéngige Zufallsvektoren (vgl. Theorem I-1.8),
dass auch AZ und Z" CZ unabhingig sind. O
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2 Lineare Modelle; Designmatrix mit vollem Rang

Zur Erinnerung (vgl. Kapitel 5 der Vorlesung ,Statistik I”):

e Bei der einfachen linearen Regression wird von zwei Datensétzen (z1,...,2,) € R™” und (y1,...,y,) € R"”
ausgegangen, die stochastisch modelliert werden sollen.

e Dabei fassen wir die Vektoren (z1,y1), ..., (Zn,yn) als Realisierungen von n Zufallsvektoren (X1,Y7),...,
(X,,Y,) auf, die typischerweise nicht identisch verteilt sind.

e Wir deuten die Zufallsvariablen Y7, ... Y, als Zielvariablen und nehmen an, dass sie auf die folgende Weise
von den Ausgangsvariablen X1,..., X, abhingen:
Yz:Sﬁ(Xz)+5u VZZI,,H, (1)
wobei

— ¢ : R — R eine beliebige (Borel-messbare) Funktion, die so genannte Regressionsfunktion ist und

— €1,...,6n : £ — R Zufallsvariablen, so genannte Stdrgrifien sind, durch die beispielsweise zufillige
Messfehler modelliert werden kénnen.

e Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn die Regressionsfunktion ¢ : R — R eine lineare Funktion ist, die so
genannte Regressionsgerade, d.h., wenn es reelle Zahlen (31, 82 € R gibt mit

o(x) = B1 + Bax, VreR, (2)
wobei 01 die Regressionskonstante und (o der Regressionskoeffizient genannt wird.

e Die Grofen 31, B2 € R sind unbekannte Modellparameter, die aus den beobachteten Daten (z1,...,z,) € R"
und (y1,...,Ys) € R™ geschitzt werden sollen.

Wir betrachten nun die folgende multivariate Verallgemeinerung des einfachen linearen Regressionsmodells, wobei
m,n > 2 beliebige natiirliche Zahlen seien, so dass m < n.

e Wir nehmen an, dass die Zielvariablen Y7,... Y, von wvektoriellen m—dimensionalen Ausgangsvariablen
(X115, X1m) oo (Xn1s- -, Xpm) T abhiingen, d.h., es gelte

Yi=o(Xit,. ., Xim) +ei, Vi=1,...,n, (3)
wobel

— die Regressionsfunktion ¢ : R™ — R gegeben ist durch

o1, Tm) = B1x1+ oo+ BT YV (21, Tm) €R™ (4)
mit (unbekannten) Regressionskoeffizienten g, ..., G, € R und
— die zufilligen Stoérgrofen e1,...,&, : 2 — R den folgenden Bedingungen geniigen:
Ee; =0,  Varg; =02,  Cov(e,eg) =0, Vij=1,...,nmiti#j (5)

fiir eine gewisse (unbekannte) Zahl o2 > 0.

e Dabei betrachten wir hier nur den Fall, dass die Ausgangsvariablen (Xi1,..., X1m) 5. oy (Xnt, - Xom) |
deterministisch sind, d.h., es gelte

(X117. .. ,le)T = (1‘11, e 7331m)T, ey (an, . ,XnnL)T = ([Enl, . ,,:Enm)T

fiir gewisse Vektoren (z11,...,Z1m) -y (Tnis - s Tnm) | € R™.
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Beachte

e In Matrixschreibweise lisst sich dann das in (3) und (4) gegebene Modell wie folgt formulieren:

Y=X3+e¢, (6)
wobei
Y1 T11 T1m B €1
Y = ; X = ; 8= ’ €= (7)
Yn Tnl oo Tpm ﬁm En

e Dabei wird X die Designmatriz des Regressionsmodells genannt.

2.1 Methode der kleinsten Quadrate

Das Ziel dieses Abschnittes besteht darin, die unbekannten Modellparameter B, ..., 3 und o2 aus den beob-
achteten Daten (z11,...,Z1m) -y (Tnis - Tnm) ! €R™und (y1...,y,)" € R™ zu schitzen.

e Ahnlich wie in Abschnitt I-5.1 betrachten wir hierfiir die Methode der kleinsten Quadrate zur Bestimmung

von Schétzern 31, R Bm flir die unbekannten Regressionskoeffizienten (1, ..., Gp,.
e Und zwar soll ein Zufallsvektor ,@ = (Bl, ey Bm)T bestimmt werden, so dass der mittlere quadratische Fehler
e(B) = L i(Y — (1 + .+ Bim))” (8)
i

fiir 8 = B minimal wird.

Beachte Aufer den in (5) gemachten Modellannahmen werden zunéchst keine zusétzlichen Voraussetzungen
iiber die Verteilung der zufiilligen Storgréfen e1,...,¢e, : @ — R bendtigt.

2.1.1 Normalengleichung

Man kann leicht zeigen, dass die in (8) betrachtete Funktion e(3) ein eindeutig bestimmtes Minimum hat, wenn
die Designmatrix X vollen (Spalten—) Rang hat, d.h., wenn rg(X) = m gilt.

Theorem 2.1  Sei rg(X) =m.

e Der mittlere quadratische Fehler e(3) in (8) ist genau dann minimal, wenn 3 Lésung der folgenden Nor-

malengleichung ist:
X'XB=X"Y. (9)

e Dabei hat (9) die eindeutig bestimmte Lisung

B=X"X)"'XTY. (10)
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Beweis

e Die in (8) gegebene Funktion e(8) ist differenzierbar, wobei
9e(B) de(B)\T _ 2 T T
! — — — _
e(,@)_( ) _n(x X3 XY)

861 6ﬁm
und o2 ) )
1 _ € —
’(8) = (aﬁiaﬂj) =, X'x.

e Aus €/(3) = o ergibt sich die Normalengleichung (9).

e Auferdem folgt aus Lemma 1.2, dass rg(X'X) = m.
— Die m x m Matrix XX (und somit auch €”(3)) ist deshalb invertierbar und positiv definit.
— Folglich ist e(83) ist genau dann minimal, wenn 3 Losung von (9) ist.

e Weil die m x m Matrix X "X invertierbar ist, besitzt (9) eine eindeutig bestimmte Losung ,@, die durch
(10) gegeben ist. O

Beachte Der Schitzer B = (XTX)"!XTY fiir B ist eine Lineartransformation der Zufallsstichprobe Y, d.h.,
B3 ist ein linearer Schdtzer.

Beispiele (einfaches und multiples lineares Regressionsmodell)

e Fir m =2 und

X=|: (11)

ergibt sich das bereits in Abschnitt I-5.1 betrachtete einfache lineare Regressionsmodell als Spezialfall.

e Die Designmatrix X in (11) hat genau dann vollen Rang rg(X) = 2, wenn nicht alle z1, ..., z, gleich
sind.

e Der in (10) betrachtete Schétzer f)' = (31, Bg) fiir die Regressionskonstante 3; bzw. den Regressions-
koeffizient 2 hat dann die Form (vgl. auch Theorem I-5.1)

52 ~

B2 = SQﬁ ) B = Yp — B2Tp (12)
wobei T, ¥,, die Stichprobenmittel bezeichnen, d.h.

1 — 1 &
fniﬁz;xm ?n:gzym
1= 1=

und die Stichprobenvarianzen s2_, siy bzw. die Stichprobenkovarianz siy gegeben sind durch

- I j——
nilz(l’i_fn)27 Siy:nilz(xi_jn)(yi_yn)a Szyznilz(lﬁ—?n)?
i=1 i=1

i=1

2 _
Szx =

e Fir m > 2 und

1 Zpo ... ZTpm

ergibt sich das so genannte multiple lineare Regressionsmodell.
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2.1.2 Giiteeigenschaften des KQ—Schéitzers ,5'

Wir setzen von jetzt an in Abschnitt 2.1 stets voraus, dass die Designmatrix X vollen (Spalten—) Rang hat und
leiten drei verschiedene Giiteeigenschaften des in (10) gegebenen KQ-Schitzers 3 = (31,...,8m) " her.

Theorem 2.2 Der Schitzer f‘i’ ist erwartungstreu fir 3, d.h., es gilt EB = (3 fiir jedes B € R™.

Beweis Wegen Ee = o ergibt sich aus (6) und (10), dass

E(X'X)"'XTY) © E(X"X)"'XT(XB+¢)) = B+E((X X)X ¢)

= B+X'X)"'X"Ee = 3. 0

(10)

EB

Der KQ-Schétzer B besitzt auferdem die folgende Eigenschaft der Varianzminimalitit. Dabei bezeichne £ die
Familie aller erwartungstreuen linearen Schitzer 3 = AY + a fiir 3, wobei A eine (m X n)-dimensionale Matrix
ist und a = (ay,...,a,)" € R™.

Theorem 2.3  Fliir jedes ,@ = (Bl, . ,Bm) e L gilt
VarBiSVarBi, Vi=1,...,m, (14)
wobei die Gleichheit in (14) genau dann fir jedes i = 1,...,m gilt, wenn B = @

Beweis

e Weil vorausgesetzt wird, dass der lineare Schéitzer E = AY + a erwartungstreu fiir 3 ist, gilt

B=EB =EAY+a) 2 E(AXB+e))+a = AXB+AEc+a = AXB+a

fiir jedes B3 € R™, wobei sich die letzte Gleichheit aus E e = o ergibt.

e Hieraus folgt, dass
AX =1 und a=o. (15)

e Somit gilt

B =AY = A(XB+e) = AXB+Ae = B+ Ae,
d.h., jeder lineare erwartungstreue Schitzer B fiir 8 hat die Form

B=p8+Aec. (16)

e Fiir die Kovarianzmatrix Cov (,@) des Zufallsvektors B gilt also

Cov(B) = E(B-B)B-B)") = E((Ae)(Ae)") = AE(ec")AT = o?AAT,
d.h. B
Cov (B) = 02AAT. (17)

e Auferdem ergibt sich aus (17) mit A = (X'X)"!XT, dass die Kovarianzmatrix Cov (3) des KQ-

Schitzers B gegeben ist durch R
Cov (B) = o*(XTX)7!, (18)

denn es gilt

o((XTX) X (XTX)'XT) "
= SZXTX)TIXTX(XTX)™!

= 2(XTX)" L.

Cov (,@)
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e Um die Giiltigkeit von (14) zu beweisen, ist somit zu zeigen, dass
(XTX)™1), < (AAT),,  Vi=1,....m. (19)
o Mit D=A — (XTX)"!XT gilt
AAT = D+ XX) XD+ XXX’
DD' + X'X)"'X'D" + DX(X'X)™' + (X"X)™!
= DD+ (X'X)!,
denn wegen (15) gilt
DX=(A-X"X)"'X")X=AX-1I=I-1I=0

wobei 0 die Nullmatrix bezeichnet.
e Weil mit D = (d;;) die Ungleichung (DDT)“ =" d? > 0 gilt, ergibt sich hieraus die Giiltigkeit

Jj=1"j
von (19).
e AuRerdem wird klar, dass die Gleichheit in (19) fiir jedes ¢ = 1,...,m genau dann gilt, wenn D = 0,
dh. A= (XTX)"I1XT. O

Beachte

e Aus den Theoremen 2.1 und 2.2 folgt, dass ,B' € L. Aus Theorem 2.3 ergibt sich auferdem, dass B im
Sinne von (14) bester erwartungstreuer linearer Schitzer fiir B ist.

e Wir leiten nun noch eine hinreichende Bedingung dafiir her, dass B ein schwach konsistenter Schéatzer
fiir 3 ist, wobei der Stichprobenumfang n, d.h. die Anzahl der Zeilen der Designmatrix X = X,, gegen
oo strebt.

e Zur Erinnerung: Ein Schitzer Zﬂn = ,B’(Yl, ..., Y,) fur B heifst schwach konsistent, wenn
lim Pg(|8, — B] >¢)=0, V¥e>0, BeR™.

e Unter dhnlichen Bedingungen kann man auch zeigen, dass ,@n asymptotisch normalverteilt ist, wenn
n — oo (vgl. Abschnitt I11.3.2 in Pruscha (2000)).

Theorem 2.4 Sei f: N — R\ {0} eine Funktion mit lim,, .o f(n) =0, so dass der Grenzwert
Q= lim (f(n)X, X,) (20)

existiert und die m x m Matrix Q itnvertierbar ist. Dann ist Bn ein schwach konsistenter Schétzer fir (3.

Beweis

o Weil Bn erwartungstreu ist (vgl. Theorem 2.2), gilt fiir jedes n > m

m

Po(lB, — Bl ><) = PBa(lB, — B > <) = Fo(3 (B — 6)° > <)

i=1

Fo(J (G - =) < S ra(B-0)> 5)

3

IN

Nl
3

< o2 Z Var 6111 ’

i=1

wobei sich die letzte Abschitzung aus der Tschebyschev—Ungleichung ergibt (vgl. Theorem WR-4.18).
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Es geniigt somit zu zeigen, dass

lim Var@n:(), Vi=1,...,m. (21)

n—oo

e Die Matrix Q! ist wohldefiniert, weil vorausgesetzt wird, dass die (Grenz—) Matrix Q invertierbar ist.
Auferdem ergibt sich aus (20), dass

Q' = lim (f(n)X[X,) ",

n—oo

Aus der in (18) hergeleiteten Formel fiir die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors Bn ergibt sich nun,

dass
lim Cov (Bn) =02 lim (X[X,) "' =02 lim f(n) lim (f(n)X]X,) " = (02 lim f(n))Qfl -0.

e Hieraus ergibt sich insbesondere die Giiltigkeit von (21). O

2.1.3 Erwartungstreue Schitzung der Varianz o2 der Stérgrofen

e Neben den in (5) formulierten Bedingungen an die Storgrofen €1, ..., €, gelte nun n > m, wobei wir erneut
voraussetzen, dass die Designmatrix X vollen Rang hat, d.h. rg(X) =m.

2

e In Verallgemeinerung des Ansatzes, den wir in Abschnitt I-5.1.3 bei der Schitzung von ¢° im einfachen

linearen Regressionsmodell betrachtet hatten, setzen wir nun

2= 1 (Y _XB)T(Y-XB). (22)

e Bei normalverteilten Storgroken kann S? als eine modifizierte Version eines Maximum-Likelihood-Schétzers
fiir 02 aufgefasst werden; vgl. Abschnitt 2.2.

Wir zeigen, dass durch (22) ein erwartungstreuer Schiitzer fiir 02 gegeben ist. Hierbei sind die folgenden Hilfssiitze
niitzlich.

Lemma 2.1 Dien x n Matrix
G=I-XX'X)"'x"' (23)

ist idempotent und symmetrisch, d.h., es gilt

G=G?> und G=G'. (24)

Beweis

e Die zweite Teilaussage in (24) ergibt sich unmittelbar aus der Definition von G und den Rechenregeln
flir transponierte Matrizen, denn es gilt

.
G = (I—X(XTX)—le) - I1-XX'X)"'XT = G.
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e Aufserdem gilt

G2

(I - X(XTX)*XT) (I - X(XTX)*XT)
= IT-2X(X'X)7 !XT + X(X"X)" I XTX(X"X)"'x"
I-XX'X)"'XT=G. .

Lemma 2.2 Fir die in (23) gegebene n x n Matriz G gilt sp(G) =n —m.

Beweis

e Man kann sich leicht iiberlegen (vgl. Lemma 1.1 und 1.3), dass
— sp(A — B) = sp(A) — sp(B) fiir beliebige n x n Matrizen A und B,
— sp(CD) = sp(DC) fiir beliebige n x m Matrizen C und beliebige m x n Matrizen D .

e Hieraus und aus der Definitionsgleichung (23) von G ergibt sich, dass

p(G) = sp(L = X(XTX)'XT) = sp(L,) - sp(X(XTX)'XT)
= sp(L,) = sp(XTX(XTX) ™) = sp(Ly) = sp(Ln) = n—m,
wobei I, die (¢ x ¢)—dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet. O

Theorem 2.5 Es gilt ES? = o2 fiir jedes 0 > 0, d.h., S? ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2.

Beweis

e Offenbar gilt
GX=(I-XX'X)"'X")X=0. (25)

e Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (10) und (23), dass

(10) (23)

y-x8 Y vy _xx"x)'xy ® ay = gxg+Gge @

Ge.

e Fiir den in (22) eingefiihrten Schitzer S? gilt somit wegen GT G = G2 = G (vgl. Lemma 2.1), dass

1 1
s = (Ge)"(Ge) = e'G Ge = e Ge

n—m n—m n—m

1
= sp(e'Ge) = sp(Gee').
n—m n—m
e Wegen E (ee") = 021, ergibt sich hieraus, dass
ES? = L sp(G]E (ssT)) = 1 Sp(GO’QI ) = o sp(G) = g2
n—m n—m " —-m ’

wobei sich die letzte Gleichheit aus Lemma 2.2 ergibt. O
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2.2 Normalverteilte Storgrofien

e Zusétzlich zu den Modellannahmen, die am Anfang von Kapitel 2 formuliert worden sind, setzen wir in die-
sem Abschnitt noch voraus, dass die zufélligen Storgrofen eq, ..., e, : 2 — R unabhéngig und normalverteilt
sind, d.h. &; ~ N(0,0?) fiir jedes i =1,...,n.

e Dariiber hinaus gelte auch rg(X) =m und n > m.

e Gemidf Theorem 1.3 ist dann die Verteilung des Vektors Y = X3 + ¢ der Zielvariablen bzw. des KQ-
Schitzers B8 = (XTX)"!XTY gegeben durch

Y ~ N(Xg, o°1) (26)

und
B~ N(B, (X X)), (27)

2.2.1 Maximum—Likelihood—Schéatzer

e Durch (26) ist ein parametrisches Modell fiir die Verteilung des Vektors Y = (Y7,...,Y,) " der Stichproben-
variablen Y7, ...,Y, gegeben.

e Aufer der Methode der kleinsten Quadrate, die in Abschnitt 2.1 diskutiert worden ist, kann nun auch die

Maximum-—Likelihood—Methode zur Gewinnung von Schétzern fiir die unbekannten Modellparameter 8 und

o2 verwendet werden.

e Aus (1.13) und (26) ergibt sich, dass

) = (=

oV2r

)" exp(~ 5 (v XB) (v - XB)) (25)

fiir jedes y = (y1,...,yn) | € R™
e Wir betrachten also die Likelihood-Funktion

1 \n 1
. 2y _ _ _ Ty —
Ly:B.0%) = (=) exp(~ 55 (v~ XB) (v ~ X)) (20)
bzw. die Loglikelihood-Funktion
2 n n 2 1 2
log L(y: 8,0%) = = & log(2m) — & log(0®) — o ly - XB[*. (30)

e Wir suchen Schiitzer 3, 2 fiir 8, 02, so dass mit Wahrscheinlichkeit 1

L(Y;B,3°) = suwp L(Y:B,0%) (31)
BeER™ a2>0
bzw. dquivalent hierzu R
log L(Y;B3,6%) = sup logL(Y;B,0?%). (32)
BER™ 52>0

Beachte Die Maximierung in (31) bzw. (32) kann in zwei Schritten erfolgen: zuerst beziiglich 8 und dann be-
ziiglich o2. Wegen (30) ist der erste Schritt identisch mit dem in Abschnitt 2.1.1 betrachteten Minimierungs-
verfahren.

Theorem 2.6 Die Losung des Mazimierungsproblems (31) bzw. (32) ist eindeutig bestimmt und gegeben durch
B=X"X)"'X"Y (33)

bzw.

32 == (Y-XB) (Y -XB). (34)

S|
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Beweis
e Fiir beliebige, jedoch fest vorgegebene y € R™ und o2 > 0 betrachten wir zuniichst die Abbildung
R™ 3 B log L(y; B,07) . (35)
e In Theorem 2.1 hatten wir gezeigt, dass die in (35) gegebene Abbildung das eindeutig bestimmte

globale Maximum B(y) = (XTX)"!X "y besitzt, das nicht von o2 abhingt.
e Fiir jedes (fest vorgegebene) y € R™ betrachten wir nun die Abbildung

(0,00) 3 0% = log L(y: B(y), 0%) - (36)
e Diese Abbildung ist stetig, und es gilt offenbar

lim log L(y: B(y), 0?) = —00.

e Weil n > m vorausgesetzt wird, nimmt der n—dimensionale absolutstetige Zufallsvektor Y nur mit
Wahrscheinlichkeit 0 Werte in der m—dimensionalen Teilmenge {Xz : z € R™} des R™ an.
e Deshalb gilt [Y — X3|2 > 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 und somit
lim log L(y; B(y), 0%) = —o0
o2—0
fiir fast jedes y € R™.

e Fiir fast jedes y € R™ besitzt also die in (36) gegebene Abbildung mindestens ein globales Maximum
in (0, 00).

e Fiir jedes dieser Maxima gilt

dlog L(y; B(y), o) n 1 3 3
ol 202 204

Beachte

e Der in Theorem 2.6 hergeleitete ML—Schétzer 3 fiir 8 stimmt mit dem in Theorem 2.1 hergeleiteten
KQ-Schétzer tiberein.

e Der ML-Schitzer 52 fiir 02 unterscheidet sich dagegen von dem in Abschnitt 2.1.3 betrachteten
(erwartungstreuen) Schitzer S? fiir 02 um einen konstanten Proportionalitiitsfaktor, denn es gilt
o nm—m

o = S2.
n

2.2.2 Verteilungs— und Unabhingigkeitseigenschaften von B und 5?2

e AuRer der bereits in (27) erwiihnten Normalverteilungseigenschaft B ~ N(8, o%(XTX)™!) lasst sich auch

die Verteilung des Schétzers
1

n—m

§* = (Y - XB)" (Y - XB). (37)

fiir die Varianz o2 der StérgroRen bestimmen.
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e Hierfiir benutzen wir die Darstellungsformel

Y - X3 = Ge, (38)

die wir im Beweis von Theorem 2.5 gezeigt hatten, wobei G =1 — X(X X)X T.

Aus der in Theorem 1.9 hergeleiteten Bedingung fiir die x2—Verteiltheit von quadratischen Formen normalver-
teilter Zufallsvektoren ergibt sich nun das folgende Resultat.

Theorem 2.7 FEs gilt

(n —m)S?

2
~ 39
o2 Xn—m > ( )

d.h., die Zufallsvariable (n —m)S?/a? hat eine (zentrale) x*—Verteilung mit n —m Freiheitsgraden.

Beweis

In Lemma 2.1 hatten wir gezeigt, dass die Matrix G = I—-X (X" X)"!X " idempotent und symmetrisch
ist.
Hieraus und aus (38) ergibt sich, dass

(n —m)S?

o2

= LY -XB)(Y-XB) = - (Ge) Ge = -, ¢TGTGe
= (U*IE)TG((Fle).

Weil 071 ~ N(o0,I) und weil die Matrix GI = G idempotent ist, geniigt es wegen Theorem 1.9 noch
zu zeigen, dass rg(G) =n — m.
Dies ergibt sich aus Lemma 1.3 und 2.2, denn es gilt

rg(G) Lcmlga 1.3 Sp(G) Lemrga 2.2 n—m. 0

Auferdem nutzen wir das in Theorem 1.10 hergeleitete Kriterium fiir die Unabhéngigkeit von linearen bzw.
quadratischen Formen normalverteilter Zufallsvektoren, um das folgende Resultat zu zeigen.

Theorem 2.8 Die Schdtzerfi und S? fiir B bzw. o2 sind unabhdingig.

Beweis

Aus B=(XTX)1XTY und Y = X8 + ¢ ergibt sich, dass
B=XX"XTe+(XTX)"'X'X8 = (X'X)"'XTe+2.
Auferdem hatten wir im Beweis von Theorem 2.7 gezeigt, dass sich der Schéitzer

1

n—m

S? = (Y -XB)" (Y - XB)

als quadratische Form von € darstellen l&asst:

e'Ge, wobei G=1-X(XTX)"'XT.
Weil € ~ N(o,02I) und weil
((XTX)—le) (I - X(XTX)—1XT> —o0,

ergibt sich aus Theorem 1.10, dass die lineare Form (X"X) !X "¢ und die quadratische Form e Ge
unabhéngig sind.
Damit sind auch die Zufallsvariablen 8 und S? unabhingig. ]
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2.2.3 Tests fiir die Regressionskoeffizienten; Quadratsummenzerlegung

e Mit Hilfe der Verteilungs— und Unabhingigkeitseigenschaften von linearen bzw. quadratischen Formen nor-
malverteilter Zufallsvektoren, die in den Abschnitten 1.3.3 bzw. 2.2.2 hergeleitet wurden, kann man t—Tests
bzw. F-Tests zur Verifizierung von Hypothesen iiber die Regressionskoeffizienten (31, ..., 3, konstruieren.

e Dabei verwenden wir so wie bisher die (unabhéngigen) Schétzer B und S? fiir 3 bzw. 02, wobei
B=X"X)'XTY ~ N(8, 02(XTX)7}) (40)
bzw.

(n —m)S?

2

—-m *

1 ~ ~
=5 (Y-XB) (Y- XB)~ x,

Zunéchst diskutieren wir den folgenden F—Test, der auch Test auf Gesamtzusammenhang bzw. Test auf Signifikanz
des Modells genannt wird.

e Hierbei wird die Null-Hypothese Hy : 51 = ... = [, = 0 (gegen die Alternative Hy : 3; # 0 fiir ein
j€{l,...,m}) getestet.

e Die Wahl der Testgrofe ist durch die folgende Quadratsummenzerlegung motiviert.

Theorem 2.9 Mit der Schreibweise Y = X,@ gilt

~

Y Y=Y Y+(Y-Y) (Y-Y). (42)

Beweis

e Es gilt

n n

Y'Y = Y=Y ()T = IRGED SIS IS I B )7
L= i=1 i=1 i=1

=0

= Y VY- =YY+ (Y-Y) (Y-Y).

=1 =1

e Dabei ergibt sich die vorletzte Gleichheit aus der folgenden Uberlegung: Es gilt

SV = (Y-V)Y = (Y -3'X)XB = Y'XB-B X'XB
‘ ——

=XTY

~ ~T ~ ~T
Y'X3-8 XY = (Y'XB) -8B X'Y=0.

Beachte

e Der erste Summand Y 7Y auf der rechten Seite von (42) ist die quadrierte Linge des Vektors Y = XZ;
der geschitzten Zielwerte Y7, ..., Y.
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e Die zweite Komponente der Quadratsummenzerlegung (42), d.h. die Summe der Abweichungsquadrate
(Y — ?)T (Y — ?), wird Reststreuung genannt.

e Manchmal wird auch die so genannte Bestimmtheitsmafizahl R? betrachtet, die gegeben ist durch

(v -9) (x-¥)

> (Yi-Y)?

i=1

R*=1-

1 &
bei Y = — Y.
wobDe€el n;

Aus unserer Modellannahme, dass die Designmatrix X vollen Rang hat, d.h. rg(X) = m, ergibt sich die Unglei-
chung (X3)T(X8) = BT(XTX)E > 0, wenn die Hypothese Hy : f1 = ... = (,, = 0 falsch ist.

e Deshalb ist es naheliegend, die Hypothese Hy abzulehnen, wenn die quadrierte Lénge YTY des Zufallsvek-
tors Y = X3 hinreichend grof ist.

e Dabei wird auch die Variabilitit 02 der Daten bei der Entscheidung beriicksichtigt, was ,hinreichend groR”
ist.
— Unter Hy : 3 = o gilt
n n
E(Y'Y) = E(7e) = E(D ) = D Ee? = no’.
i=1 i=1
— Aus Theorem 2.9 folgt in diesem Fall, dass

no? =E(Y'Y)+E((Y-Y) (Y-Y)),

— weshalb bei der Uberpriifung der Hypothese Hy : 3 = o der Quotient von Y TY und der Summe der
Abweichungsquadrate (Y — Y)T (Y — Y) betrachtet wird.

e Genauer gesagt: Wir betrachten die folgende Testgrofe

~T ~
B (X'X)B
Thod = Toasr (43)
Um einen auf T,oq basierenden Test der Hypothese Hy : 81 = ... = (8, = 0 konstruieren zu kénnen, muss die
Verteilung der Testgrofe Th,oq bestimmt werden.
Theorem 2.10 Unter Hy: 3y =...= B, =0 gilt
Tmod ~ Fm,n7m7 (44)

d.h., die in (43) gegebene Testgrofie Tmoa ist F—verteilt mit (m,n — m) Freiheitsgraden.

Beweis

e Unter Hy: B =...=fpn=0gilt B~ N(o, K) mit K = 02(XTX)"!.
e Hieraus folgt, dass (07!X) T (07! X)K = (671X) " (671 X)0o?(X"X)~! = I, d.h. insbesondere, dass die
Matrix (07 !1X) " (07 X)K idempotent ist.
~T ~
e Aus Theorem 1.9 ergibt sich nun, dass die quadratische Form 0723 (XTX)3 eine (zentrale) x>
Verteilung mit m Freiheitsgraden hat.

e Auferdem hatten wir in Theorem 2.7 gezeigt, dass die Zufallsvariable (n —m)S?/o? eine (zentrale)
x2—Verteilung mit n — m Freiheitsgraden hat.

e In Theorem 2.8 hatten wir gezeigt, dass B und S? unabhiingig sind.
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e Aus dem Transformationssatz fiir unabhéngige Zufallsvektoren (vgl. Theorem I-1.8) folgt somit, dass
~T ~
auch die Zufallsvariablen 0=23 (X"X)8 und (n — m)S?/0? unabhingig sind.

e Die Behauptung ergibt sich nun aus der Definition der F—Verteilung, vgl. Abschnitt 1-3.1.3. (]
Beachte
e Beim Test der Hypothese Hy : 81 = ... = B, = 0 zum Niveau o € (0,1) (gegen die Alternative

Hy:p; #0firein j € {1,...,m}) wird die Nullhypothese Hy abgelehnt, wenn
Tmod > Fm,n—m,l—a7 (45)

wobei Fy, n_m.1—o das 1 — a—Quantil der F—Verteilung mit (m,n — m) Freiheitsgraden bezeichnet.

o Auf &hnliche Weise lésst sich ein F-Test zur Verifizierung der Hypothese Hy : 8 = 3, zum Niveau
a € (0,1) (gegen die Alternative Hy : 8 # B,) fiir einen beliebigen hypothetischen Parametervektor
Bo = (Bo1, - - -, Bom) konstruieren.

e So wie im Beweis von Theorem 2.10 vorgehend kann man zeigen, dass unter Hy : 8 = 3 die Testgrofie

(8- By)"(XTX)(B — By)

Tﬁo = mS2 (46)

F—verteilt ist mit (m,n — m) Freiheitsgraden.

e Die Nullhypothese Hy : B = 3, wird somit abgelehnt, wenn

T, > Fonnmi—o- (47)

Zur Verifizierung von Hypothesen iiber einzelne Komponenten von 3 = (81,...,3,)" werden dagegen t-Tests
verwendet.

e Sei j € {1,...,m}. Um einen hypothetischen Wert (3 ; der j—ten Komponente [3; des Parametervektors
B=(Bi,...,0m)" zu testen, betrachten wir die Testgrofe

B —b;
T, = : 48
' SV 1)
wobei x% die (i, j)-te Eintragung der (inversen) Matrix (X T X)~! bezeichnet.
e Aus (40) — (41) und aus der Unabhéngigkeit von B und S? ergibt sich, dass Tj ~ tp_m.

e Beim Test der Hypothese Hy : 3; = (o ; zum Niveau a € (0,1) (gegen die Alternative Hy : 3; # Bo,;) wird
die Nullhypothese Hy abgelehnt, wenn

M > tnfm,lfa/27 (49)

SV xii

wobei ty,_, 1-a/2 das (1 — a/2)-Quantil der t-Verteilung mit n — m Freiheitsgraden bezeichnet.

Beachte

e Der Test der Hypothese Hy : §; = 0 (gegen die Alternative Hy : 8; # 0) ist von besonderem Interesse,
weil damit verifiziert werden kann, inwieweit die Zielvariablen Y7,...,Y, {iberhaupt von dem j—ten
Einflussfaktor abhéngen.
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e Bei diesem Test auf Signifikanz des j—ten Einflussfaktors wird die Nullhypothese Hy : 3; = 0 abgelehnt,
wenn N
185

——== > tp_m,i—a/2- (50)

SV axii

Die bisher in diesem Abschnitt betrachteten Tests sind Spezialfille des folgenden universellen Tests. Dabei wird
ein beliebiger Teil der Komponenten des Parametervektors 3 getestet.

e Fir £ € {1,...,m} und So,. .., Bom € R soll die Hypothese

Hy : Be = Boey- -+ B = Bom versus Hy ﬂj # 60]‘ flir ein j € {E, ey m} (51)

getestet werden.

e Hierfiir betrachten wir die folgende (m — ¢ + 1) x (m — ¢ + 1)—dimensionale Teilmatrix K,,; der Matrix
(XTX)~! = (2%) mit

.’L‘M L xhn

Kuni =

zmt . gmm

— Man kann zeigen, dass die inverse Matrix K‘:nli wohldefiniert ist, denn es gilt K, = H(XTX)"'HT,
wobei H = (0,1), die Nullmatrix 0 die Dimension (m — £+ 1) x (¢ — 1) und die Einheitsmatrix I die
Dimension (m — £+ 1) x (m — £+ 1) hat.

— Hieraus und aus Lemma 1.8 folgt, dass die Matrix K,;,; positiv definit und damit invertierbar ist.

e Ein Ansatz zur Losung des Testproblems (51) ist dann durch die Testgrofse

(//B\uni - /Buni)TKljnli (Buni - IBuni)

Tani = (m—+1)52

(52)

gegeben? WObei I@uni = (Bf? ce 757”) und Buni = (ﬂ0€7 AR 7507”)'

e Denn aus dem folgenden Theorem 2.11 ergibt sich, dass unter der in (51) formulierten Nullhypothese Hy
Tuni ~ meerl,nfm . (53)

e Die Hypothese Hy : B¢ = Bo, - - ., Bm = Bom wird somit abgelehnt, wenn

Tuni > Fm—€+1,n—m,1—o¢ . (54)
Wir diskutieren nun noch einen allgemeinen Test fiir Linearformen des Parametervektors 8 = (81, ..., Om)-
e Seir e {l,...,m}, sei H eine r x m Matrix mit vollem Rang rg(H) = r, und sei ¢ € R".
o Getestet werden soll die Hypothese
Hy:HB=c Versus H, :HB #c, (55)

wobei die folgende Testgrofte Ty betrachtet wird:

3_¢c)" TXV-1HT) Y (HE - ¢
- (P =) (HOXTX) 1) (B ) )
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Theorem 2.11 Unter Hy : HB = ¢ gilt
TH ~ Fr.,nfma (57)

d.h., die in (56) gegebene Testgrifie Ty ist F-verteilt mit (r,n —m) Freiheitsgraden.

Beweis

e Weil die Designmatrix X vollen Rang hat, ist die symmetrische Matrix X "X positiv definit.

— GemiiR Lemma 1.8 sind damit auch die Matrizen (X" X)~! bzw. H(XTX)"'H' positiv definit,
— d.h. insbesondere, dass die Matrix H(X"X)"'HT vollen Rang besitzt und deshalb invertierbar
ist.

Die in (56) betrachtete Gréfe Z T (H(X T X) 1HT)~!Z ist somit wohldefiniert, wobei

Z=HB-c mit B~ N(B,o>(XTX) ).

Aus Theorem 1.3 ergibt sich, dass unter Hy : H3 = ¢

Z ~ N(o,0c?H(X"X)"'H").

Auflerdem ist die r x r Matrix A = (H(X—'—X)_lHT)f1 symmetrisch, denn es gilt

(EX™X)'HT) ) = (HX'X)'H)) 7 = (B(&TX)) =)

717

H(XTX)T)TH) T = HXTX)HT) T =A.

AT

WEeil die Matrix (O'72A) (02H(XTX)’1HT) = I offenbar idempotent ist, ergibt sich aus Theorem 1.9,
dass 072Z T AZ eine y2-verteilte Zufallsvariable ist.

e Der Rest des Beweises verlauft genauso wie der Beweis von Theorem 2.10. ]

Beachte Die Nullhypothese Hy : H3 = ¢ wird abgelehnt, wenn Ty > F, ,—m.1-, wobel Ty die in (56)
gegebene Testgrofe ist.

2.2.4 Konfidenzbereiche; Prognose von Zielvariablen

e Zur Erinnerung: In Abschnitt 2.2.3 hatten wir die Testgrofe T; = (BJ — 3;)/(SVxi7) betrachtet, wobei 2%
die (7, j)-te Eintragung der (inversen) Matrix (X TX)~! bezeichnet.
e Dabei hatten wir gezeigt, dass Tj ~ t,,_, fir jedes j € {1,...,m} gilt.

e Hieraus ergeben sich die folgenden Konfidenzintervalle zum Niveau 1 — « € (0,1) fiir jeden einzelnen
Regressionskoeffizienten [3;.

e Und zwar gilt jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1 —

o~

Bj - tn—m,l—a/2s Vaii < ﬁj < Bj + tn—m,l—a/ZSV xil . (58)

Beachte

e Auf die gleiche Weise wie im Beweis von Theorem I-5.8 ergibt sich mit Hilfe der Bonferroni-Ungleichung
(vgl. Lemma 1-5.4) ein gemeinsamer Konfidenzbereich zum Niveau 1 — a € (0,1) fiir sémtliche m
Regressionskoeflizienten 31, ..., Bn,.
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e Und zwar ist die Wahrscheinlichkeit, dass
Bj - tnfm,lfa/2ms V i < Bj < Bj + t717771,17()(/2771‘5' Vi (59)
gleichzeitig fiir jedes j = 1,...,m gilt, mindestens gleich 1 — a.
e Aus Theorem 2.10 ergibt sich auflerdem ein exakter gemeinsamer Konfidenzbereich zum Niveau 1 — «
flir samtliche m Regressionskoeflizienten 31, ..., Bn.
— Denn es gilt (vgl. (46) — (47)), dass

3_3\T(xT 3_
Pﬁ((,@ B) (2252?()(5 P <Fronomia) =1

— Dabei stellt der Konfidenzbereich EF mit
_fa_ C(B-B)TXTX)(B-B)
E={B=(,....00): e
einen (zufilligen) Ellipsoid dar mit dem Mittelpunkt B = ([/3\1, . ,Bm)

e Man kann zeigen, dass sich der Ellipsoid E in einen m—dimensionalen achsenparallelen Quader E' D F
einbetten lasst, wobei

< Fm,nfvmlfa}

m

El = H (37 — S\/mxijm}n—m,l—a7 //g\j + S\/mxijm,n—m,l—a) .

j=1

e Der Konfidenzbereich E’ hat eine einfachere Gestalt als E. Wegen E' D E ist E’ jedoch eine ungenauere
Schétzung als E.

Auf dhnliche Weise ergibt sich ein Konfidenzintervall fiir den erwarteten Zielwert

©(xo1, -+ - Tom) = 1201 + - - - + BmTom

der einem vorgegebenen Vektor xg = (zo1,...,%0m) € R™ von Werten zgi,..., T, der m Einflussfaktoren
entspricht.
e Hierfiir betrachten wir die 1 x m Matrix H = (z¢1, . ., Tom) (= Xg )-

e Dann ergibt sich aus Theorem 2.11, dass

~T

1B x0 — ¢(x0)| d
VTg = =|T
H Sv/xg (XTX)"1xq 7!

wobei T eine t—verteilte Zufallsvariable ist mit n — m Freiheitsgraden.

)

e Mit Wahrscheinlichkeit 1 — « gilt also

~T ~T
B x0— Zy < p(x0) <B x0+ Zo, (60)
wobei
Zy = tnfm,lfa/?s\/ X(—)F(XTX)_lxo .
Beachte

e Vollig analog ergibt sich ein Prognoseintervall fiir die Zielvariable Yy = B1x01+ . . . + BmTom + €0, wobei
die Stoérgroke €9 normalverteilt und unabhiingig von den StérgroRen 1, ..., &, ist; eg ~ N(0,0?).

T
e Und zwar gilt 8 xo — Yy ~ N(0,02(1 + x7 (X"X)7'x¢)) und somit mit Wahrscheinlichkeit 1 — o
i / ST /
ﬁXO—Z0<Y0<,3 Xo-l—ZO7 (61)
wobei Z} = tn,myl,a/zS\/l +x¢ (XTX)"1xo.
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2.2.5 Konfidenzband
In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass die Designmatrix X die Form

1 T12 e T

1 Zpo ... ZTom

hat, d.h., wir betrachten das (multiple) lineare Regressionsmodell.

e In der Definitionsgleichung (4) fiir die Regressionsfunktion ¢(z1,...,zm) = f1z1 + ... + B setzen wir
nun 1 = 1 und bestimmen ein Konfidenzband fir die Regressionshyperebene

y=o(l,z9,...,2m) =1+ Baza+ ...+ BmTm, Voo,...,Tm € R.

e Dabei ist eine Zahl a, > 0 gesucht, so dass mit der vorgegebenen (Uberdeckungs—) Wahrscheinlichkeit
vy=1-—ae€(0,1)

/B\l —|—52132 4+ ... +Bm1'm —CL’YZX < (p(l,ﬁC2,...,Jim) < Bl +52$2 4+ ... +/§mzm —|—a7Zx, (63)

gleichzeitig fiir jedes x = (1, za, ..., T,,) € R™ gilt, wobei
B=X"X)"'XTY und Z=8/xT(XTX) !x.
Bei der Losung dieser Fragestellung ist das folgende Hilfsergebnis niitzlich.

Lemma 2.3 Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt

(XTe)T(XTX) !x)?

T AT T\ =1 xT
i S = (X1 (KX (X Te), (64)
wobei R{”_l die Menge aller derjenigen Vektoren x € R™ mit x = (1,2,...,2,,)  bezeichnet.
Beweis

e Aus den Lemmata 1.6 und 1.8 folgt, dass (X "X)~! = HH' fiir eine invertierbare m x m Matrix H.
e Somit kann der Ausdruck
(XTe)'(XTX)'x = ((XH)"e) "Hx
als Skalarprodukt der m—dimensionalen Vektoren (XH) e und H' x aufgefasst werden.

e Analog gilt
XTe)TX™X)"'XTe=((XH)"e)'(XH)"e und x"(X'X)'x=(H'x)"H'x.
e Hieraus und aus der Ungleichung
'zl <VyTyVaTlz  VyzeR" (65)

ergibt sich mit y = (XH) e und z = H'x, dass

(XTe)T(XTX)"'x| < /(XTe)T(XTX) "1 (XTe) /xT(XTX) 1x
bzw.
(XTe)T(XTX)'x)?
xT(XTX)"1x

<(XTe)"(XTX) (X Te). (66)
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e Weil der Zufallsvektor € = (¢1,...,&,) | unabhiingige absolutstetige Komponenten hat, gilt 21;1 € #0
mit Wahrscheinlichkeit 1.

e Sei nun Y i, &; # 0. Dann ergibt sich aus der in (62) betrachteten Form der Designmatrix X, dass
der Vektor x = XTe/ Y1 | &; zu R""! gehért und dass dann in (66) die Gleichheit gilt. O

Aus dem folgenden Resultat, das eine vektorielle Verallgemeinerung von Theorem 1-5.9 ist, ergibt sich das gesuchte
Konfidenzband.

Theorem 2.12  Seiay, = /mFy, n_m ~. Dann gilt

~T 2
(/6 X — @(X)) 2
< = .
” <m ST X)) 7 &)

Beweis
e Fiir jedes x € R gilt

BTX —p(x) = BTX -8'x = ((XTX)*lXTY)Tx -B'x = (B+ (XTX)ileE)TX -B'x

= XTe)'(XTX) 'x

und somit
(B'x - o(x)) (XTe) (XTX)"1x)* 1 (XTe) T (XTX)"'x)*
max = max = —= max
xerm -1 S2x T (XTX)~1x xerp -t S2xT(XTX) " 1x §% xeryt xT(XTX)™'x
L X9 XX (X
= 5 ,

wobei sich die letzte Gleichheit aus Lemma 2.3 ergibt.
e Es gilt also
~T
(B x-¢x)"  (XTe)T(X'X)(XTe)

ey ST (XTX)1x s? ' (68)

e Weil € ~ N(o,02I) und weil
X' (I - X(XTX)*XT) ~0,
ergibt sich aus Theorem 1.10, dass XTe und e (I - X(X"X)"'XT)e unabhiingig sind.
e Aus der bereits im Beweis von Theorem 2.7 hergeleiteten Darstellungsformel

1

n—m

e I-XX'X)"'X")e
ergibt sich somit, dass auch die Zufallsvariablen (XTe)T(XTX)~}(XT¢e) und S? unabhiingig sind.
e In Theorem 2.7 hatten wir gezeigt, dass
(n—m)S%/o? ~x2_, .
e Auflerdem ergibt sich aus Theorem 1.9, dass
(XTe) "(XTX) "' (XTe) /0 ~ X7,

weil die m x m (Kovarianz-) Matrix XX des normalverteilten Zufallsvektors X e vollen Rang hat
und weil die Matrix (X X)~}(XTX) = I idempotent ist.
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e Wegen (68) haben wir also insgesamt gezeigt, dass

1 (B x - ¢(x)’

— max ~ Fon_m.
m xerm—1 S2xT(XTX)~1x ’

e Fiir den in (63) bzw. (67) betrachteten Schwellenwert ergibt sich deshalb ay = \/mF,, 1 - O
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3 Beliebige Designmatrix; verallgemeinerte Inverse

e Wir betrachten nun die folgende Verallgemeinerung des in Kapitel 2 behandelten linearen Modells
Y =XB+c¢, (1)

fiir das wir bisher stets vorausgestzt hatten, dass die Designmatrix

T11 T12 e Tim

Tnl Tp2 --- Tnm

eine (n x m)—dimensionale Matrix mit vollem (Spalten—) Rang rg(X) = m ist, wobei n > m.

e In diesem Kapitel werden wir dagegen den Fall rg(X) < m betrachten, d.h., wir lassen zu, dass X keinen
vollen Rang besitzt.

e So wie in Abschnitt 2.1 setzen wir zunéichst iiber den Zufallsvektor € = (£1,...,¢,) " lediglich voraus, dass
Ee; =0, Vare; = o2, Cov (g4,¢;) =0, Vi, j=1,...,nmit i #j (3)

fiir eine gewisse (unbekannte) Zahl o2 > 0.

3.1 Varianzanalyse als lineares Modell
Wir diskutieren zunéchst zwei Beispiele von Fragestellungen, die zu linearen Modellen fiihren, deren Designmatrix
keinen vollen Rang hat, vgl. auch Abschnitt 3.4.

Der Begriff , Varianzanalyse” bedeutet dabei nicht, dass Varianzen von Zufallsvariablen untersucht werden, sondern
es handelt sich um die Analyse der Variablititdt von Erwartungswerten. In der englischsprachigen Literatur ist
die Abkiirzung ANOVA iiblich (ANOVA= analysis of variance).

3.1.1 Einfaktorielle Varianzanalyse; ANOVA—Nullhypothese

e Bei der einfaktoriellen Varianzanalyse nehmen wir an, dass sich die Zufallsstichprobe Y = (Y3,...,Y,,) T in
k Klassen von Teilstichproben (Y;;, j = 1,...,n;) zerlegen lafit,

— wobei n; > 1 fiir jedes i =1,...,k und Zleni:n

— und die Stichprobenvariablen, die zu einundderselben Klasse gehoren, jeweils den gleichen Erwartungs-
wert 6; haben mogen.

e Mit anderen Worten: Wir nehmen an, dass

Yij:91—|—sij, Vi:l,...,k,j:l,...,ni, (4)
wobei 01, ...,0, € R (unbekannte) Parameter sind und die Stérgrofen €;; : Q2 — R unkorreliert sind mit
]Eaij:(), VaI‘é‘ijZO'Q, VZ'ZL...,IG,]':L...,TLZ‘. (5)
Beachte
e Die Nummern ¢ = 1,...,k der Klassen (Y;;, j = 1,...,n;) werden als Stufen eines Einflussfaktors

gedeutet.
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e Die oben gemachten Modellannahmen bedeuten insbesondere, dass die beobachteten Werte y1, ..., y,
der Zielvariablen Y7, ...,Y,, wie folgt tabellarisch strukturiert werden koénnen:
Stufe 1 2 3 . k

Y11 Y21 Ys1 - Yk1

Y12 Y22 Y32 - Yk2

Yk3

Y3ng
Ying

Y2ns Ykny,

Wir zeigen, dass die klassische ANOVA-Nullhypothese Hy : 61 = ... = 6, mit Hilfe von so genannten Kontrasten

ausgedriickt werden kann.

e Hierfiir betrachten wir folgende Menge A C R¥ mit
k
A= {a: (ai,...,a;)" : a#o, Zai :0}_
i=1

e Sei t = (t1,...,tx)" € R¥ ein beliebiger Vektor von Variablen, und sei a = (aj,...,ax)" € A ein Vektor
von (bekannten) Konstanten. Die Abbildung t — Zle a;t; heifst dann Kontrast.

Lemma 3.1 Seien 01,...,0; € R beliebige relle Zahlen. Fiir die Giltigkeit von 61 = ... = 0 ist dann notwendig
und hinreichend, dass
E
Za,ﬂi:O VacA. (6)
i=1
Beweis
e Wenn 6; = ... =0 = 0, dann gilt fiir jedes a € A
k k
Zaiﬁi = QZal =0.
i=1 i=1
e Um die Hinlénglichkeit der Bedingung zu beweisen, betrachten wir die Vektoren ay,...,a5_1 € A mit
a;=(1,-1,0,...,0)", ay;=(0,1,-1,0,...,0)", ..., az_;=(0,...,0,1,-1)".
e Fiir jedesi € {1,...,k—1} ergibt sich aus der Giiltigkeit der Bedingung (6) fiir a;, dass —0; + 6,11 =0
bzw. 0; = 0;11. Hieraus folgt, dass 6; = ... 0. O
Beachte
e Wegen Lemma 3.1 ist die klassische ANOVA-Nullhypothese Hy : 6; = ... = ) dquivalent ist mit der

Hypothese Hy : Zle a;0; = 0 fiir jedes a = (ay,...,ax) " € A.
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e Auflerdem ist klar, dass unter Hy

- Zle a;Y ;. mit Y;. = >0, Yij/n fiir jedes a € A ein erwartungstreuer Schiitzer fiir Z?Zl a;0; =
0 ist,
— die Varianz von 21 La;Y ;. gegeben ist durch Var ZZ La;Y;. =02 ZZ Laz/n;

— und i
1 — -
Sy =g 22 (Y= Yi )’ (7)

i=1j=1

ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2 ist, die so genannte gepoolte Stichprobenvarianz.

e Es ist somit naheliegend, Hy : 61 = ... = @c abzulehnen, wenn das Supremum iiber alle a € A der
(geeignet normierten) Betrige von Zle a;Y ;. einen gewissen Schwellenwert iiberschreitet, wobei die

Testgrohe sup,e 4 T2 betrachtet wird mit T, = ( i aiY. )/ SZ i a?/n.

e Ahnlich wie im Beweis von Lemma 2.3 kann man zeigen, dass unter Hy : 01 = ... =0y

kooo— o 2
sup T2 = =1 ) 8
aca 52 ®)

wobei V.. = Zle n;Y; / Zle n;.

Durch die folgende Quadratsummenzerlegung ergibt sich eine anschauliche Deutung von Zahler und Nenner der
n (8) betrachteten TestgroRe sup,e 4 T2, vgl. auch Theorem 2.9.

Theorem 3.1 FEs gilt

k
SN W) =S (Ve Y)Y S (v - Y 9)
i=1 j= i=1 i=1 j=

Beweis Durch Ausmultiplizieren der linken Seite von (9) ergibt sich, dass

kE ng k n;
SN -v)t = YN (v Y (Y - Y)°

i=1 j=1 i=1 j=1

S 20y - Ve V)4 (e - T

= 1] 1
k ng k
= ZZ Y~ Y2423 (Vi V) S (v~ Vi) + > (Vi - V)2
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
(]
=0

Beachte

e Die Doppelsumme auf der linken Seite von (9) kann als eine Mafzahl fiir die (Gesamt-) Variabilitit
der Stichprobenvariablen {Y;;, i =1,...,k, j =1,...,n;} aufgefasst werden.

e Die erste Summe auf der rechten Seite von (9) ist eine Mafzahl fiir die Variabilitét zwischen den
Stufen des Einflussfaktors, wihrend die Doppelsumme auf der rechten Seite von (9) eine Mafszahl fiir
die Variabilitét innerhalb der Stufen des Einflussfaktors ist.
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e Wegen der in (7) gegebenen Definition von Sf, ist die in (8) betrachtete Testgrofe also proportional zu
dem Quotienten, der aus der Variabilitdt zwischen den Stufen des Einflussfaktors und der Variabilitét
innerhalb der Stufen gebildet wird.

e Die ANOVA-Nullhypothese Hy : 01 = ... = 0} wird somit abgelehnt, wenn die Variabilitdt zwischen
den Stufen signifikant grofer als die Variabilitéit innerhalb der Stufen des Einflussfaktors ist.

3.1.2 Reparametrisierung der Erwartungswerte

Das in Abschnitt 3.1.1 betrachtete Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse kann auf zwei verschiedene Weisen
als lineares Modell dargestellt werden.

e In beiden Fillen wird die Zufallsstichprobe Y = (Y3,...,Y,) " strukturiert”, d.h., wir verwenden die Schreib-
weise Y = (Yir, ..o, Ying, Ya1, -5 Yongo oo, Yid, - - 7Yk.nk)T, wobei ny + ... +ng = n.

e Der Zufallsvektor Y wird in der Form Y = X3+¢e dargestellt, wobei die Designmatrix X und der Parameter-
vektor 3 jeweils unterschiedlich gewahlt werden.

— Dabei hat X im ersten Fall vollen Rang, im zweiten Fall jedoch keinen vollen Rang.

— Die zweite (reparametrisierte) Darstellung ist auf die Anwendung der allgemeinen Schitz— und Test-
verfahren ausgerichtet, die in den Abschnitten 3.2 und 3.3 behandelt werden.

— Bei normalverteilten Storgrofen ldasst sich auf diese Weise unter Hy : 61 = ... = 0 die Verteilung der
in (8) betrachteten Testgrofe sup,c 4 T2 bestimmen, vgl. die Formel (89) in Abschnitt 3.4.1.

Fall 1

e In diesem Fall ist die Designmatrix X gegeben durch die n x k Matrix

1 0 0O ... 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
X = , (10)
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
0o 0 0 ... 0 1
und der Parametervektor 3 ist gegeben durch B = (0y,...,6;)".
Fall 2
e Wir betrachten die folgende Reparametrisierung der Erwartungswerte 61,...,60;, die den Stufen des
Einflussfaktors entsprechen.
e Und zwar seien g € R und aq,...,a; € R reelle Zahlen, so dass
0; = p+ o, Vi=1,...,k (11)

und

k
Zniai =0. (12)
i=1
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e Dann lasst sich die Zufallsstichprobe Y des einfaktoriellen Varianzanalyse-Modells ebenfalls in der Form
Y = X + € darstellen, wobei die Designmatrix X jetzt allerdings gegeben ist durch die n x (k + 1)

Matrix
1 1 0 O ... 0 O
1 1 0 O 0 0
1 0 1 0 0 O
1 0 1 0 0 O
1 0 0 0 0 1
1 0 0o o0 ... 0 1

und der Parametervektor 3 ist gegeben durch 8 = (u, a1, ..., o) ".

Beachte
e Die lineare Nebenbedingung (12) an die Komponenten ayq, ..., «; des Parametervektors 8 bewirkt,

dass die Darstellung (11) — (12) der Erwartungswerte 01, ..., 0 eindeutig ist.
e Aus (11) und (12) ergibt sich auferdem, dass

Uz

1 k
~> D EYi=up,
i=1 j=1
wobei

— der Parameter p als allgemeines Mittel der Erwartungswerte EY;; der Stichprobenvariablen Y;;
aufgefasst werden kann und
— der (Abweichungs-) Parameter «; der Effekt der i-ten Stufe des Einflussfaktors genannt wird.

e Fiir die in (13) gegebene Designmatrix X gilt rg(X) = k, d.h., die n x (k + 1)-dimensionale Matrix X
hat keinen vollen Spaltenrang.

Theorem 3.2 FEs gilt - B -
EY. =pu und E(Y;, -Y.)=«a (14)

fiir jedesi =1,...,k, d.h., durch Y .. und Y ;. =Y .. sind erwartungstreue Schitzer fiir die Modellparameter pu bzw.
«; gegeben .

Beweis Aus der Definitionsgleichung von Y .. ergibt sich, dass

k

n; k k
EY. = oo YD BV = oo Doml = gt o Yomai = g,

doim1 i = j=1 i=1 T =1 dim1 i =

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Reparametrisierungsbedingung (12) ergibt. Die zweite Teilaussage
in (14) l4sst sich auf analoge Weise beweisen. O
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3.1.3 Zweifaktorielle Varianzanalyse

e Wir modifizieren nun das in Abschnitt 3.1.1 eingefiihrte Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse und
nehmen an, dass die Zielvariablen Y7,...,Y, von zwei Einflussfaktoren abhéngen.

e Dabei zerlegen wir die Zufallsstichprobe Y = (Y7,...,Y;,) T in k;-ke Teilstichproben (Y, i, 5 = 1,. .., M44s),
wobei n; 4, > 1 firallei; =1,...,k bzw. o =1,...,ky und

k1 )

E E Nijyig =1,

i1=1142=1

e Wir nehmen an, dass die Stichprobenvariablen, die zu einundderselben Klasse gehoren, jeweils den gleichen
Erwartungswert 6;,;, haben.

e Mit anderen Worten: Wir nehmen an, dass
nlingQilig +5i1i2j7 Vilzla"'akh i2:17"'7k2aj:17"'7ni1i27 (15)

wobei 6;,;, € R (unbekannte) Parameter und die Stérgrofen €;,;,; : €@ — R unkorreliert sind mit

Esilsz, Vareilizj:02, V’h:l,...,k‘l, i2:1,...,k2,jZI,...,niliz. (16)

Beachte
e Die Darstellung (15) der Stichprobenvariablen Y; ;,; filhrt zu der gleichen Art eines linearen Modells,
wie es in Fall 1 von Abschnitt 3.1.2 betrachtet wurde.

e Die Nummern i3 = 1,...,k; bzw. is = 1,..., ks der Klassen (Y45, = 1,...,n4,4,) werden erneut
als Stufen des jeweiligen Einflussfaktors gedeutet.

e Die Designmatrix X hat dabei die Dimension n x (k1 - k2) und den vollen Spaltenrang k; - ks.

Auflerdem betrachten wir eine &hnliche Reparametrisierung der Erwartungswerte §;,;, wie in Abschnitt 3.1.2.

e Dabei diskutieren wir hier lediglich den so genannten balancierten Fall, d.h.,

— wir setzen zusétzlich voraus, dass sémtliche k; - kg Teilstichproben (Y;,4,5, 7 = 1,...,n4,4,) identische
Stichprobenumféinge besitzen.

— Es gelte also n;,;, =r firallei; =1,...,k und i2 = 1,..., ko, wobei r = n/(k1ks).

o Sei p € R, und fiir alle i1 € {1,...,k1} und ip € {1,...,ko} scien o}’ € R, a”) € R und a;,;, € R reelle
Zahlen, so dass
9i1i2:u+a§11)+04(2)+04i1i2, Vii=1,...,k1, ia=1,..., ko (17)

i
und
k}l kz k‘l k2
1 2
Z a7(11) = Z CV,EQ) = Z Qiyiy = Z Xiyip = 0. (18)
i1=1 ig=1 i1=1 ia=1
e Dann lisst sich die Zufallsstichprobe Y in der Form Y = X3 + ¢ darstellen, wobei
— die Designmatrix X gegeben ist durch eine Matrix der Dimension n x (1 + k1 + ko + k1k2), deren
Eintragungen nur aus Nullen und Einsen bestehen und die keinen vollen Rang hat.

— Der Parametervektor 8 hat somit die folgende Form:

8= (,u7a§1),...,a,(cll),a:(f),...,a,&i),all,...,aklb)



3 BELIEBIGE DESIGNMATRIX; VERALLGEMEINERTE INVERSE 52

Beachte

e Die linearen Nebenbedingungen (18) an die Komponenten des Parametervektors 3 bewirken, #hn-
lich wie bei dem in Abschnitt 3.1.2 betrachteten Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse, dass die
Darstellung (17) — (18) der Erwartungswerte 611, ..., 0,1, eindeutig ist.

e Dabei kann

— 1 als allgemeines Mittel der Erwartungswerte EYj;,,,; der Stichprobenvariablen Y;,;,; aufgefasst
werden,

— a(l) wird Haupteffekt der ii-ten Stufe des ersten Einflussfaktors genannt,

5 ) heift Haupteffekt der is-ten Stufe des zweiten Einflussfaktors, und
— iy, heillt Wechselwirkung zwischen den Stufen i1 und i5 der Stufenkombination (i1, iz).

Zur Konstruktion von Schétzern fiir die Modellparameter pu, «
Notation: Sei

1 (2
ig

i1

ko r k1 r
= Z ZEli?j 5 le = Z Z}/ilizj ) Yri1i2' = Z}/ilizj (19)

in=1j=1 i1=1j=1 j=1

bzw. «;,;, verwenden wir die folgende

bzw.

— 1 — 1 — 1 Mok
Y. = — Y., Y., = — Y., Vi = ~ Yiip., = Tkle Z Z ZY;M (20)

7:1 112 1_] 1

Theorem 3.3 FEs gilt

EY.. =p, E(Vi.-YV.)=al, EV., -V.)=a?, EV.+YVin Vi —Y.0) =i, (21)
fiir beliebige iy = 1,...,ky, io = 1,... ko, d-h., durchY .., Y ;.. =Y Y. o =Y. undY .. +Y; . — Y. —Y 4.
RN

sind erwartungstreue Schatzer fir die Modellparameter p, a; °, o;; bzw Qi gegeben .

Beweis Aus der Definitionsgleichung von Y ... in (20) ergibt sich, dass

. ki1 ko T k1 k2
EY.. = T’k’lkg Z;Z;JZI]EY;NM = kle 1121122191122
1k
_ ZZQ 1)+a2)+amz)—/~h
11=11i2=1

wobei sich die letzte Gleichheit aus den Reparametrisierungsbedingungen (18) ergibt. Die anderen drei
Teilaussagen in (21) lassen sich auf analoge Weise beweisen. g

Beachte

e Die Bedingungen (18), d.h. die Annahme, dass der Parametervektor 3 zu einem linearen Unterraum
des RitFithkatkik2 gohirt, spielen eine wesentliche Rolle im Beweis von Theorem 3.3.

e Dabei kénnen die Aussagen von Theorem 3.3 als Erwartungstreue der betrachteten Schétzer beziiglich
dieses eingeschrinkten Parameterraumes interpretiert werden.

e Wenn jedoch zugelassen wird, dass 8 ein beliebiger Vektor der Dimension 1 + k1 + ko + k1ko ist, dann
gibt es keinen KQ-Schétzer fiir 3, der gleichzeitig erwartungstreu ist, vgl. die Diskussion am Ende von
Abschnitt 3.2.1.
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Das folgende Resultat enthélt eine Quadratsummenzerlegung, vgl. auch die Theoreme 2.9 und 3.1.

Theorem 3.4 FEs gilt

k1 ko r k1 ko k1 ko r
SIS Vi -Y) = kY (Vi = V) 4k Y (Vi = V) 4 3 5 S (Vi — Viia)”
i1=11i=1 j=1 i1=1 ig=1 i1=11i=1 j=1
k1 ko
+r Z Z (?i1i2‘ — ?21 — ? io- +?)2 . (22)
i1=11i2=1

Beweis Mit der in (19) bzw. (20) eingefiihrten Notation gilt

kl kQ T . 2

3 Z(Yilizj - Y)

i1=11i2=1 j=1

k‘l kg T o . - - o o o . . 2
3 Z((Yil.. Y )+ (Vi =V )+ (Vising = Virin) + (Vivige = Vir = Vogy + Y,..))
i1=11i2=1 j=1

kl k2 T kl kg T kl kg T

— — \2 — _\2 _ 2
= YT T ) (T V) Y (Vs - Vi)
i1=112=1j=1 i1=112=1 j=1 i1=113=1 j=1
kl k‘g T

Y (Van Vi Vo + 7. 4R,

i1=14p=1 j=1

wobei dhnlich wie im Beweis von Theorem 3.1 gezeigt werden kann, dass die Summe R der gemischten
Produkte gleich Null ist. O

Beachte

e Die Quadratsumme auf der linken Seite von (22) kann als eine Mafzahl fiir die (Gesamt-) Variabilitdt
der Stichprobenvariablen {Y,;,;, 41 =1,... k1,92 =1,..., ke, j =1,..., 7} aufgefasst werden.

e Die ersten beiden Quadratsummen auf der rechten Seite von (22) sind Mafzahlen fiir die Variabilitét
zwischen den Stufen des ersten bzw. zweiten FEinflussfaktors, wihrend die dritte Quadratsumme auf der
rechten Seite von (22) eine Mafzahl fiir die Variabilitiat innerhalb der Stufenpaare (iy,i2) der beiden
Einflussfaktoren ist, die so genannte Reststreuung.

e Die vierte Quadratsumme auf der rechten Seite von (22) ist eine Mafizahl fiir die Wechselwirkungen
zwischen den Komponenten der Stufenpaare (i1,42) der beiden Einflussfaktoren.

e Mit #hnlichen Uberlegungen wie im Beweis von Theorem 2.5 kann man zeigen, dass eine geeignet
normierte Version der Reststreuung ein erwartungstreuer Schéitzer der Varianz o2 der Stérgrofen ist.

e Und zwar gilt E S? = 02, wobei

k}l kz T

1 — 2
= D 2 2 2 (Ve = Vo)

i1=1ip=1 j=1

3.2 Schitzung der Modellparameter

Wir kehren nun zur Untersuchung des in (1) — (3) gegebenen linearen Modells mit allgemeiner Designmatrix X
zuriick, wobei wir in diesem Abschnitt annehmen, dass

e 1g(X) =r <m, dh., X hat keinen vollen Spaltenrang, und dass

e 3 € R™ ein beliebiger m—dimensionaler Vektor ist, d.h., es werden zunéchst keine Nebenbedingungen vom
Typ (12) bzw. (18) betrachtet.
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3.2.1 KQ-Schitzer fiir 3

Wir erinnern zunéchst an die folgende Rangformel fir quadratische Matrizen.

Lemma 3.2 Sei A eine beliebige n x n Matriz. Dann gilt
rg(A) =n — dimKer(A), (23)

wobei Ker(A) = {x € R" : Ax = o} und dimKer(A) die Dimension von Ker(A) C R™ bezeichnet.

Auferdem ist die folgende Eigenschaft des Ranges von Matrixprodukten niitzlich, die sich unmittelbar aus Lem-
ma 3.2 ergibt.

Lemma 3.3 Seien m,n,r € N beliebige natirliche Zahlen, und seien A, B beliebige m X n bzw. n X r Matrizen.
Dann gilt
15(AB) < min{ rg(A), rg(B)} (24)

Beachte

e Weil wir jetzt annehmen, dass die Designmatrix X keinen vollen Rang besitzt, ist die m x m Matrix
XX nicht invertierbar, denn gemé Lemma 3.3 gilt rg(X"X) < rg(X) < m.
e Die Normalengleichung (2.9), d.h.,
X'XB=X"Y, (25)
besitzt deshalb keine eindeutig bestimmte Losung.

e Um die Losungsmenge der Gleichung (25) zu beschreiben, bendtigen wir den Begriff der verallgemei-
nerten inversen Matrix.

Definition Eine m x n Matrix A~ heilit verallgemeinerte Inverse der n x m Matrix A, wenn
AATA=A. (26)

Um zu zeigen, dass es immer eine Losung A~ der Definitionsgleichung (26) gibt, benutzen wir die folgende
allgemeine Matrix-Darstellungsformel, die wir hier ohne Beweis angeben.

Lemma 3.4 Sei A eine n x m Matriz mit n > m und rg(A) =r < m. Dann gibt es invertierbare n X n bzw.
m X m Matrizen P bzw. Q, so dass

I. 0 I. 0
PAQ = brw. A =P
0 0 0 0

Q. (27)

Mit Hilfe von Lemma 3.4 kann man zeigen, wie man zu Losungen A~ von (26) gelangen kann.

e Seien P und Q Matrizen mit den in Lemma 3.4 betrachteten Eigenschaften, und sei B eine beliebige m x n
Matrix mit
I. R
B=Q P, (28)
S T

wobei R, S, T beliebige Matrizen sind mit den Dimensionen r X (n —r), (m —7r) X r bzw. (m—1) X (n — 7).
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e Dann ergibt sich aus (27) und (28), dass

o I . I, R (- 0 =
ABA =P Q 'Q PP Q
0 S T 0 0
_ p-1 I. 0 I, R I. 0 =
0 0 S T 0 0
= A_ s
d.h., die in (28) gegebene Matrix B ist eine verallgemeinerte Inverse von A.
e Sei k € {r,...,m} eine beliebige natiirliche Zahl. Setzt man nun beispielsweise
Iy O
R=0 und S=0 und T = , (29)
0 O

dann gilt rg(B) = k.

Insgesamt erhalten wir somit das folgende Ergebnis.

Lemma 3.5 Sei A eine n x m Matriz mit n > m und rg(A) =r < m. Auflerdem sei B fiir jedes k € {r,...,m}
die in (28) - (29) gegebene m x n Matriz. Dann gilt rg(B) = k und A~ = B ist eine Losung der Gleichung (26).

Auferdem sind die folgenden Eigenschaften der verallgemeinerten Inversen niitzlich.

Lemma 3.6

e Sei A eine beliebige n x m Matriz mit n > m, und sei (ATA)_ eine verallgemeinerte Inverse der symme-
trischen m x m Matriz AT A.

e Dann ist auch die transponierte Matriz ((ATA)_)T eine verallgemeinerte Inverse von ATA.
o Auflerdem gilt
ATAATA) AT =A"T. (30)

Beweis

e Definitionsgeméak gilt fiir die verallgemeinerte Inverse, dass ATA(ATA)fATA =ATA.

e Hieraus und aus der Symmetrie der Matrix AT A ergibt sich, dass
T T
ATA = (ATA)" = (ATA(ATA)TATA) = ATA((ATA)7) ATA,

d.h. die transponierte Matrix ((ATA)_)T ist ebenfalls eine verallgemeinerte Inverse von AT A.

e Um die zweite Teilaussage (30) zu beweisen, betrachten wir die Matrix

B=ATA(ATA) AT -AT.
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e Dann gilt
_ _ T
BBT — (ATA(ATA) AT-AT)(ATA(ATA) AT-AT)
T
— ATA(ATA) ATA((ATA)T) ATA
.
~ATA(ATA) ATA-ATA((ATA)) ATA+ATA

= ATA-ATA-ATA+ATA=0.

e Hieraus folgt, dass B = 0. ]

Mit Hilfe der verallgemeinerten Inversen (X "X)~ von XX und ihrer (in Lemma 3.6 betrachteten) Eigenschaften
lasst sich die Losungsmenge der Normalengleichung (25) beschreiben.

Theorem 3.5 Die allgemeine Lisung B der Normalengleichung XTX3 = XY hat die Form
B=X"X)X"Y+ (I,-(X"X)"X"X)z, (31)
wobei (X TX)™ eine beliebige Losung der Gleichung
XTX(XTX)" XX =X"X (32)

und z € R™ ein beliebiger m—dimensionaler Vektor ist.

Beweis

e Durch Einsetzen von (31) in die linke Seite der Normalengleichung (25) erkennt man,

— dass fiir jedes z € R™ durch (31) eine Losung von (25) gegeben ist,
— denn es gilt

X'X8 = XTX((XTX)—XTY + (T — (XTX)_XTX)z)
= X'XX'X)" X'y = X'Y,
wobei sich die letzte Gleichheit aus Lemma 3.6 ergibt.

e Sei nun 3 bzw. 3 eine beliebige Losung bzw. eine durch den Ansatz (31) gegebene Lsung von (25).

— Dann ergibt sich durch seitenweise Subtraktion von (25), dass

X"X(B-B)=o. (33)
— Fiir ein z € R™ gilt also

B = B-6-8 Y XX) XY+ (I,-X"X)"X"X)z— (8- B)

= XX XY+ (L, - (X"X)"XX)(z— (8- B) + (XTX)"X X(B - 3)

D XTX) XY + (L - (X X)X X) (2 (8- 5)).

— Hieraus folgt, dass 3 ebenfalls eine durch den Ansatz (31) gegebene Lésung von (25) ist. O
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Beispiel (cinfaktorielle Varianzanalyse)

e Zur Erinnerung: Im reparametrisierten Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse (vgl. Fall 2 des in
Abschnitt 3.1.2 betrachteten Beispiels) ist die Designmatrix gegeben durch die n x (k + 1) Matrix

1 1 0 0 ... 0 0
1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0

X = , (34)
1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 ... 0 1

und der Parametervektor 3 ist gegeben durch 8 = (u, a1, ..., )" .

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass dann

n ny nNg n3g ... Ngp—1 Nk
ny ni 0 0 . 0 0

X'X=|n 0 ng 0 ... 0 0 (35)
N 0 0 0 . 0 ng

und dass eine verallgemeinerte Inverse von X "X gegeben ist durch

% 0 0O 0 ... 0 O
1 1
-— — 0 0 0 O
n ny
T 1 1
xX'X) = -- 0 — 0 0 0 (36)
n Uu»)
1 1
-—= 0 0O o0 ... 0 —
n ng

e Die Normalengleichung (25), d.h. X"X3 = XY, besitzt somit die folgende Gestalt:

k
nu—i—Zniai:Y.., nipu+nio; = Y;., Vi=1,...,k.

i=1

e Wenn wir die Losungen dieses Gleichungssystems lediglich in dem eingeschrinkten Parameterraum
© ¢ R**! suchen, wobei

k
@{lg(uaalw"aak):;nio{io}a (37)
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=Y., a, =Y, —Y., Yi=1,... k. (38)

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass die in (38) gegebene Losung [A'} der Normalengleichung (25)

— die Gestalt 8 = (XTX)~XTY hat, wobei die verallgemeinerte Inverse (X X)~ durch (36) gegeben
ist, und

— ein erwartungstreuer Schéitzer fiir 8 = (u, a1, ..., ar) beziglich des eingeschrinkten Parameter-
raumes O ist, der die in (37) gegebene Form hat.

e Ohne die in (37) betrachtete Nebenbedingung gibt es jedoch keinen KQ-Schétzer fiir 3, der gleichzeitig
erwartungstreu ist, vgl. Theorem 3.8.

Wir betrachten jetzt erneut das in (1) — (3) gegebene lineare Modell mit allgemeiner Designmatrix X. Insbesondere
betrachten wir die in Theorem 3.5 diskutierten Losungen der Normalengleichung (25) und zeigen, dass fiir z = o
der in (2.8) gegebene mittlere quadratische Fehler e(3) minimiert wird.

Theorem 3.6 Sei (X" X)™ eine beliebige verallgemeinerte Inverse von X" X. Dann minimiert die Stichproben-

funktion
B=X"X)"XTY (39)
B

den mittleren quadratischen Fehler e(3), d.h.,
Beweis
e Fiir jeden m-dimensionalen Vektor B = (31,...,0mn) " gilt

ne(@) = (Y-XB)(Y-XB) = (Y-XB+X(B-8) (Y-XB+X(B-8)
(Y-XB) (Y-XB)+(B-8)TX'XB-8) > (Y-XB) (Y-XB) =ne(B),

weil B B B - B
B-8X"X(B-8) = (XB-B) (XB-8)=0
und
B-8)"X(Y-XB)=B-8)T(XT -X"X(X'X)"X")Y =0,
wobei sich die letzte Gleichheit aus Lemma 3.6 ergibt. |

3.2.2 Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix des KQ-Schiitzers 3

Aus den Modellannahmen (3) {iber die Storgrofen eq,...,e, und aus den allgemeinen Rechenregeln fiir den
Erwartungswert bzw. die Kovarianz von reellwertigen Zufallsvariablen ergibt sich, dass Erwartungswertvektor
und Kovarianzmatrix des KQ-Schitzers 8 = (X TX)~XTY die folgende Form haben.

Theorem 3.7 FEs gilt -
EB=(X"X)"X'X3 (40)

und
CovB=0’(X"X) X X((X"X)7)". (41)
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Beweis

e Aus Y = X3+ e und Ee = o ergibt sich, dass

EB=E ((XTX)—XTY) = (X"X)"X'EY = (X"X)"XX3.

e Auflerdem gilt fiir beliebige 4,5 € {1,...,m}

Cov (B;, B;)

n

Cov (i((XTX)*XT)MYZ, S (XTX)XT), V)
(=1 r=1

3

(XTX)"XT) Z((XTX)_XT)].TCOV (Y, Y;)

2
{=1 1

ﬁ
I

0,2

M=

(X'x)7X7), (XTX)"XT),

12

1

(XTx)7XT),(X(X"X)7) ")

qto
M=

%

1

2(XTX)"XTX((XTX)7) "),

g

s NS

Aus den Theoremen 3.5 und 3.7 ergibt sich mit Hilfe von Lemma 3.3, dass es keinen KQ-Schitzer fiir 8 gibt, der
gleichzeitig erwartungstreu ist. Insbesondere ist der in (39) gegebene KQ-Schétzer 3 fiir 3 nicht erwartungstreu.

Theorem 3.8 Wenn rg(X) < m, dann gibt es keinen erwartungstreuven KQ-Schitzer fir 3.

Beweis

e Wegenrg(X) < m ergibt sich aus Lemma 3.3, dass auch rg(XTX) < m bzw.

rg((X'X)"X'X) <m.

— Es gibt also ein B # o mit (X' X)~X"X3 = o, d.h., die Gleichung

gilt nicht fir jedes B8 € R™.

(XTX)"X"X3 =20 (42)

— Wegen (40) ist somit der in (39) gegebene KQ-Schiitzer 3 fiir B nicht erwartungstreu.

e Weil (42) nicht fiir jedes 3 € R™ gilt, ergibt sich dariiber hinaus, dass auch fiir jedes beliebige, jedoch
fest vorgegebene z € R™ die Gleichung

bzw.

nicht fiir jedes B € R™ gilt.

(X™X)"X'X(B-2z)=8-12z

X'X)"X'XB+ (I, - (X'X)"X'X)z=3

e Wegen Theorem 3.5 bedeutet dies, dass es keinen KQ-Schétzer fiir 3 gibt, der gleichzeitig erwartungs-

treu ist.

O
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3.2.3 Schitzbare Funktionen

e In Abschnitt 3.2.2 hatten wir gezeigt, dass es im linearen Modell ohne Nebenbedingungen keinen erwartungs-
treuen KQ-Schétzer fiir 8 gibt, wenn die Designmatrix X keinen vollen Rang besitzt.

e Anstelle des Vektors 3 betrachtet man deshalb eine Klasse von (reellwertigen) linearen Funktionen a’ 3 des
Parametervektors 3, fiir die erwartungstreue KQ-Schétzer konstruiert werden kénnen.

e Mit anderen Worten: Anstelle der (vektoriellen) Lineartransformation 8 = (XTX)~X"Y der Zufallsstich-
probe Y = (Y1,...,Y,,) " betrachtet man eine Klasse von (reellwertigen) linearen Funktionen ¢'Y von Y,
die als Schitzer von a' 3 aufgefasst werden.

e Dies fithrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition
e Seia=(ay,...,a,)" €R™ ein beliebiger m—dimensionaler Vektor.
e Die lineare Funktion a'3 des Parametervektors B heiit erwartungstreu schitzbar baw. schitzbare
Funktion, wenn es einen n—dimensionalen Vektor ¢ = (cy,...,¢c,) " gibt, so dass
E(c'Y)=a'B, VBeR™. (43)

Beispiel (einfaktorielle Varianzanalyse)

e Fiir das reparametrisierte Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse mit dem Parametervektor 3 =
(g,a1,...,ar)" € R¥! kann man zeigen, dass beispielsweise a; — ay eine schitzbare Funktion im
Sinne der Definitionsgleichung (43) ist.

e Denn mit
a' =(0,1,-1,0,...,0)  und ¢’ =(0,...,0,1,-1,0,...,0)
N——
’I’Llfl
gilt
E(CTY) :E(Ylnl —Ygl):(u—l—al)—(u—i—ag):al—ag:aTﬁ
fiir jedes B = (y, a1, ...,ax) € RFFL

e Auf dhnliche Weise kann man zeigen, dass auch p+«; fir ¢ =1,...,k bzw. a; —ay fiir 1,7/ = 1,...,k
mit ¢ # i’ schitzbare Funktionen von 3 sind.

Beispiel (zweifaktorielle Varianzanalyse mit balancierten Teilstichproben)

e Fiir das in Abschnitt 3.1.3 eingefiithrte Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse mit balancierten
Teilstichproben besitzt die Normalengleichung (25) die folgende Gestalt:

k1 ko k1 k2
rkikap + rko Z 04511) + rkq Z 04522) +r Z Z Qiyi, = Y.
i1=1 ig=1 i1=11ix=1
ko ko
Tkgﬂ‘i’TkQOlEP‘FTZOLE?‘FT’ZOéillé = }/11 VZl :1,...,]{11
ig=1 i2=1
k1 k1
rklu-i-rZal(-ll)—l-rklag)—H“Zamz = Yzz ViQZI,...,kQ
i1=1 i1=1

ru+ra§11)+ra§22)+raili2 = Yii,. Vip=1,...,k1, t1a=1,..., ko



3 BELIEBIGE DESIGNMATRIX; VERALLGEMEINERTE INVERSE 61

e Unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung (18) ist dieses Gleichungssystem eindeutig losbar. Mit
anderen Worten: Wenn nur Parametervektoren

1 1 2 2 T
/8: (:uﬂag_ )7"'7a](g1)7a§ )7'">a](€2)7a117"'aak1k2)

aus dem eingeschrinkten Parameterraum

k1 ko k1 ko
6= {,6 Z agll) — Z al(.f) — Z Wiy = Z iy :O}

i1=1 in=1 i1=1 ia=1
betrachtet werden, dann ergibt sich die eindeutig bestimmte Losung

~ (1) ~ ~(2) ~ A T
,6—(u,agl),...,a,gll),agz),...,a,i),all,...,aklk2) (44)

der Normalengleichung, wobei

i=Y.., aV=v,.-V.., a? =Y., —YV.., Q=Y. +Yiu —Yi.—Y.. (45

i1 1 © 12
fir beheblge il = 1, NN ,kl, ig = 1, ceey kQ.
e Man kann zeigen, dass die in (44) — (45) gegebene Losung B der Normalengleichung die Gestalt

B=X"X)"X"Y

hat, wobei (XTX)~ eine verallgemeinerte Inverse von X' X und X die Designmatrix des zweifakto-
riellen Varianzanalyse-Modells mit balancierten Teilstichproben ist.

e Beachte: Die in (44) — (45) gegebene Stichprobenfunktion B wurde bereits in Theorem 3.3 diskutiert,
wobei gezeigt wurde, dass 3 ein erwartungstreuer Schéitzer fiir 3 beziiglich des eingeschrinkten Para-

meterraumes © ist.

o Auferdem kann man zeigen, dass die linearen Funktionen p + al(ll) + ag) + 4,4, des Parametervek-

tors B fiir beliebige i1 = 1,...,k1, i2 = 1,..., ko im Sinne der Definitionsgleichung (43) (d.h. ohne
Berticksichtigung der Nebenbedingungen (18)) erwartungstreu schitzbar sind.

e Im Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse ohne Wechselwirkungen, d.h. «;,;, = 0 fiir beliebige
)

il = 1,...,]{11, i2 = 17...,k2, sind auch ai1

(2 ()
g, — Qg

— ozg,ll) fiir beliebige i1,7] = 1,..., k1 mit i1 # @} bzw.

fiir beliebige is,i5 = 1,..., ky mit iy # i, erwartungstreu schitzbar.

Das folgende Hilfsergebnis, das eine Ergénzung von Lemma 3.6 ist, bendtigen wir, um zwei allgemeine Kriterien
fiir die erwartungstreue Schitzbarkeit von linearen Funktionen a3 des Parametervektors 3 herzuleiten.

Lemma 3.7 Sei (XTX)_ eine verallgemeinerte Inverse von X X. Dann gilt

X(X'™X)"X'™X =X. (46)

Beweis In Lemma 3.6 hatten wir gezeigt, dass

e die transponierte Matrix ((XTX)f)T ebenfalls eine verallgemeinerte Inverse von XX ist und dass
XTX(XTX)_X—r =XT.

e Damit gilt auch X TX((X'X) ) X7 =XT.

o Hieraus ergibt sich (46) durch Vertauschen von Spalten und Zeilen. g

Theorem 3.9 Seia = (ay,...,a,)" € R™ ein belichiger Vektor. Die lineare Funktion a'3 des Parameter-
vektors B ist genau dann erwartungstreu schitzbar, wenn eine der folgenden beiden Bedingungen erfillt ist:
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1. Es gibt ein c € R™, so dass

2. Der

Beweis

Beachte

al =c¢'X. (47)
Vektor a gentigt dem folgenden Gleichungssystem:

al(X™X)"X"X=a'. (48)

Sei a' 3 eine schitzbare Funktion des Parametervektors 3.
— Dann ergibt sich aus (43), dass fiir jedes 3 € R™

a B=E('Y)=c'EY=c"XB baw. (c¢'X-a')8=0.

— Hieraus folgt, dass a’ =c¢"X.
Umgekehrt sei ¢ ein Vektor, der der Bedingung (47) geniigt.

— Hieraus folgt, dass
E(c'Y)=c'EY=c'XB=a'3, VB eR™.

— Damit ist auch die Hinlénglichkeit der Bedingung (47) bewiesen.
Um die Notwendigkeit der Bedingung (48) zu zeigen, benutzen wir das Ergebnis von Lemma 3.7.

— Sei a’ B3 eine schitzbare Funktion des Parametervektors 3.
— Dann ergibt sich aus (47) und (46), dass

a’l(XTX) X' X=c'X(X'X) X' X=c'X=a'.
Um die Hinlédnglichkeit der Bedingung (48) zu zeigen, geniigt es zu beachten,

— dass sich aus (48) die Giiltigkeit von a’ =c¢'X fiir ¢ =a’ (XTX)~" X" ergibt.
— Die erwartungstreue Schiitzbarkeit von a' 3 ergibt sich nun aus der ersten Teilaussage. O

Wenn die Designmatrix X vollen Rang hat, d.h. (XTX)~ = (X"X)™!, dann ist die Bedingung (48)
offenbar fiir jedes a € R™ erfiillt.

In diesem Fall ist somit jede lineare Funktion des Parametervektors 3 erwartungstreu schitzbar, was
bereits in Theorem 2.2 gezeigt wurde.

Fiir den Fall, dass die Designmatrix X = (x;;) keinen vollen Rang hat, zeigen wir,

e wie sich aus der zweiten Teilaussage von Theorem 3.9 die Schétzbarkeit der folgenden linearen Funktionen
a' 3 von B ergibt.

e Der (Gewichts-) Vektor c des linearen erwartungstreuen Schitzers ¢'Y fiir a’ 3 kann dabei jeweils so wie
im Beweis von Theorem 3.9 gewahlt werden, d.h.,

c'=a'(XTX)"X". (49)

Theorem 3.10 Die folgenden linearen Funktionen des Parametervektors B sind erwartungstreu schdtzbar:

1. die Komponenten 27:1 2185, ZTZI Zn;B; des Erwartungswertvektors EY = X3,
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2. jede lineare Funktion von schdtzbaren Funktionen,

3. die Komponenten (3,,..., 3!, des so genannten projizierten Parametervektors 3 = (3;,...,8.,,)", wobei
g =X"X)"X"Xg3. (50)
Beweis
e Seia; = (v;1,...,2im)  fiir jedes i € {1,...,n}. Dann gilt
aj aj

XTX)"XTX=X(X"X)"X'X=X=

T
n

S

a a

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus Lemma 3.7 ergibt. Aus Theorem 3.9 folgt nun, dass jede der

Linearkombinationen ZT:l 1B, s Z;n:l ZnjB; eine schitzbare Funktion ist.
e Um die zweite Teilaussage zu beweisen, betrachten wir eine beliebige (endliche) Familie a] 3,...,a/]
von s schéitzbaren Funktionen, die wir in der Form A3 darstellen, wobei A = (al, e ,as) eine

s x m—dimensionale Matrix und s € N eine beliebige natiirliche Zahl ist.

e Aus Theorem 3.9 ergibt sich, dass
AXTX)"XTX=A.

— Fiir jeden s-dimensionalen Vektor b = (by,...,b,)" € R® gilt damit auch
bTAX'X)"X'X=b"A.

— Hieraus ergibt sich mit Hilfe von Theorem 3.9, dass die lineare Funktion b" A3 der schiitzbaren
Funktionen A3 selbst eine schitzbare Funktion ist.

e In der dritten Teilaussage wird die Familie A3 von linearen Funktionen des Parametervektors 3 be-
trachtet, wobei die m x m Matrix A gegeben ist durch A = (XTX)"X"X.

— Hieraus folgt, dass
AXTX) XTX=XTX) " X" X(XTX)"X"X=(X"X)"X'X=A,

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Definitionsgleichung (26) der verallgemeinerten Inversen

ergibt.
— Aus Theorem 3.9 folgt nun, dass die Komponenten 31,..., 3, des projizierten Parametervektors
B =A8=(X"X)"X"X3
schitzbare Funktionen sind. O

3.2.4 Beste lineare erwartungstreue Schitzer; Gaufi—Markow—Theorem

e In diesem Abschnitt zeigen wir, wie BLUE-Schétzer fiir schitzbare Funktionen des Parametervektors (3
konstruiert werden konnen.

o Zur Erinnerung: Ein linearer erwartungstreuer Schétzer wird BLUE-Schétzer genannt, wenn es keinen
linearen erwartungstreuen Schétzer gibt, dessen Varianz kleiner ist (BLUE = best linear unbiased estimator).

e In der Theorie linearer Modelle wird das folgende Resultat das GaufS—Markow-Theorem genannt.
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Theorem 3.11

e Sei a' B eine schitzbare Funktion des Parametervektors 3, sei (XTX)~ eine beliebige verallgemeinerte
Inverse der m x m Matriz XTX, und sei 3 = (XTX)"X'"Y.

e Dann ist a' B ein BLUE-Schitzer fir a' 3, wobei

Var (a'B) = o%a’ (X' X) a. (51)

Beweis

e Wir zeigen zuerst, dass a' 3 ein linearer erwartungstreuer Schitzer fiir a’ 3 ist.
Es ist klar, dass

a'B=a'(X'X)"X'Y
eine lineare Funktion der Zufallsstichprobe Y = (Y7,...,Y,,) ist.

— Weil vorausgesetzt wird, dass a' 3 eine schitzbare Funktion des Parametervektors 3 ist, folgt aus
Theorem 3.9, dass es ein ¢ € R™ gibt, so dass

a =c'X. (52)

Somit gilt fiir jedes B € R™, dass
E(a'B) = ¢'XEB = ¢'X(X'X) X'EY = ¢'X(X'X)"X'X3 = ¢c'XB=a'3,

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus Lemma 3.7 ergibt.

Damit ist gezeigt, dass a' 3 ein linearer erwartungstreuer Schiitzer fiir a' 3 ist.

e Aus den Rechenregeln fiir die Varianz (vgl. Theorem WR-4.13) ergibt sich, dass

Var (aTB) = Var (Z ai@) = Z Z a;aj Cov (BmB]) :
i=1

i=1 j=1

— Auflerdem hatten wir in Theorem 3.7 gezeigt, dass

Cov (B,,3;) = *(XTX) "X X((X"X)7) "),
— Hieraus folgt, dass
Var(a'B) = o? i i a;a; ((XTXYXTX((XTXY)T) i

ij
i=1 j=1

= o°a
wobei sich die vorletzte Gleichheit aus (52) und die letzte Gleichheit aus Lemma 3.6 ergibt.

— Die erneute Anwendung von (52) liefert die Varianzformel (51).

e Esist noch zu zeigen, dass der Schitzer a' 3 die kleinste Varianz in der Klasse aller linearen erwartungs-
treuen Schitzer fiir a’ 3 hat.

— Sei b € R”, so dass b'Y ein linearer erwartungstreuer Schitzer fiir a’ 3 ist. Dann gilt
a'l3=E('Y)=b'X3 VBeR™

und somit auch
b'X=a'. (53)
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— Fiir die Kovarianz von a' 8 und b'Y gilt
Cov(a’™B,b'Y)=Cov(a"(X'X)"X'Y,b'Y)=0c%a' (X'X)"X'b=0¢a"(X"X)"a,

wobei sich die letzte Gleichheit aus (53) ergibt.
— Hieraus und aus der Varianzformel (51) folgt, dass

0

IN

Var (aTB — bTY) = Var (aTB) + Var (bTY) —2Cov (aTB, bTY)
o?a’(X"X)~a+ Var (bTY) —20%a"(X"X)"a
= Var(b'Y)-0c?a"(X"X)"a = Var(b'Y) — Var (a' B) .

Beachte

e Im Beweis von Theorem 3.11 wurde nirgendwo explizit genutzt, dass rg(X) < m.

e Mit anderen Worten: Wenn die Designmatrix X vollen Rang hat, d.h. rg(X) = m, dann ist a' 3 fiir
jeden m~-dimensionalen Vektor a’ € R™ erwartungstreu schiitzbar, und a’' @ =a’ (XTX) " I1XTY ist
ein BLUE-Schiitzer fiir a' 3.

Aus der folgenden Invarianzeigenschaft der verallgemeinerten Inversen (XTX)~ von XX ergibt sich, dass der
in Theorem 3.11 betrachtete BLUE-Schiitzer a' 3 nicht von der spezifischen Wahl von (X TX)~ abhingt.

Lemma 3.8 Seien A und A’ beliebige verallgemeinerte Inverse der Matriz X X. Dann gilt

XAXT = XA'XT. (54)

Beweis
e In Lemma 3.7 hatten wir gezeigt, dass
XAX'X =X = XA'X'X (55)

fiir beliebige verallgemeinerte Inverse A und A’ der Matrix X T X.

Wenn diese Gleichungskette von rechts mit AX T multipliziert wird, dann ergibt sich

XAX'XAX" = XA'XTXAX". (56)

Aus (55) ergibt sich fiir die linke Seite der letzten Gleichheit, dass XAXTXAX T = XAXT.

AuRerdem hatten wir in Lemma 3.6 gezeigt, dass X TXAX T = X fiir jede verallgemeinerte Inverse
A von XTX gilt.

Wenn dies in die rechte Seite von (56) eingesetzt wird, dann ergibt sich (54). O

Mit Hilfe von Lemma 3.8 kann nun die oben erwéhnte Invarianzeigenschaft des in Theorem 3.11 betrachteten
BLUE-Schitzers a' 3 bewiesen werden.

Theorem 3.12  Se: a' B eine schitzbare Funktion des Parametervektors 3. Dann hingt der BLUE-Schitzer
a'B=a’ (X"X)"X"Y nicht von der Wahl der verallgemeinerten Inversen (X' X)™ ab.

Beweis
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Beispiel

Beispiel

Zur Erinnerung: Fiir jede schiitzbare Funktion a' 3 von 3 ergibt sich aus Theorem 3.9, dassa’ = c¢'X
fiir ein ¢ € R™.

Hieraus und aus Lemma 3.8 folgt, dass

alB=a'X'X) " X'Y=c"XX"X)"X"Y

nicht von der Wahl der verallgemeinerten Inversen (X X)™~ abhingt. ]
(einfaktorielle Varianzanalyse)

Fiir das reparametrisierte Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse sind p + «; fiir ¢ = 1,...,k bzw.
a; —ay fiir 4,4 = 1,...,k mit ¢ # ¢’ schatzbare Funktionen von 3, vgl. Theorem 3.10.

Aus Theorem 3.11 ergibt sich, dass i1 + a; bzw. a; — @ BLUE-Schétzer fiir u+ «; bzw. «; — oy sind,
wobei -
B (X"X)" XY = (a1, 0"

mit i = Y.. bzw. @; = Y;.—Y .. die Losung der Normalengleichung (25) ist, die bereits in Abschnitt 3.2.1
betrachtet wurde.

(zweifaktorielle Varianzanalyse mit balancierten Teilstichproben)

Fiir das in Abschnitt 3.1.3 eingefiihrte balancierte Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse mit ba-

lancierten Teilstichproben sind die linearen Funktionen p + alV 2)

)
1 12
8= (u,agl),...,a,(fll),a(f),...,ag),an,...,aklh) fiir beliebige i1 = 1,...,k1, io0 = 1,..., ko erwar-

tungstreu schétzbar, vgl. Theorem 3.10.

+ j,i, des Parametervektors

Aus Theorem 3.11 ergibt sich, dass i+ a;” +a§22> + &;,4, ein BLUE-Schétzer fiir quaZ(»ll) + ag) + iy
ist, wobei

B=X"X)"X"Y=mal,....al.a®,....a2 @, ..., a4kk)

mit

i=Y., aV=v,. -Y. a? =y

R _ _
i1 iy , is ig- oy Qirig = Y. +Y;

1920
die bereits in Abschnitt 3.2.3 betrachtete Losung der Normalengleichung (25) ist.
Dariiber hinaus ergibt sich aus Theorem 3.10, dass im Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse ohne

Wechselwirkungen, d.h. «;,;, = 0 fiir beliebige iy = 1,...,k1, 42 = 1,..., ks, auch a(l)

i1
- af.,j) fiir beliebige is,1) = 1,..., ks mit iy #

— oW fiir
“1
beliebige i1,4] = 1,...,k; mit iy # ] bzw. «

erwartungstreu schétzbar sind.

Aus Theorem 3.11 folgt somit, dass 622(»11) — ag,” bzw. agj) — &\5,2) BLUE-Schitzer fiir al(-ll) — ag,l) bzw.
1 2 1
o® —a@ gind.
2 2

3.3 Normalverteilte Storgrofien

Zuséatzlich zu den Modellannahmen, die am Anfang von Kapitel 3 formuliert worden sind, setzen wir jetzt er-
neut voraus, dass n > m und dass die zufélligen Storgrofen e1,...,e, : € — R unabhingig und (identisch)
normalverteilt sind, d.h. insbesondere, dass &; ~ N(0,0?) fiir jedes i = 1,...,n.
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3.3.1 Maximum—Likelihood—Schéatzer

e Genauso wie im Fall von Designmatrizen mit vollem Spaltenrang, der in Abschnitt 2.2.1 diskutiert wurde,
ergibt sich aus Theorem 1.3, dass der Vektor Y = X3 + € der Zielvariablen normalverteilt ist mit

Y ~ N(Xg, o°1). (57)

e Mit anderen Worten: Der Zufallsvektor Y ist absolutstetig mit der Dichte
1

oV2r

)= (=) o= 5 0~ XB) (v - X)) (59)

fiir jedes y = (y1,...,yn) € R™.
e Die Loglikelihood-Funktion log L(y; 3,0%) = log fy (y) hat somit die Gestalt

log L(y; 83, 02) = — g log(27) — g log(az) — y — Xﬂ|2. (59)

507 |
e Um einen Maximum-Likelihood-Schiitzer fiir den Parametervektor (3,0?) zu bestimmen, betrachten wir
zunéchst (genauso wie im Beweis von Theorem 2.6) fiir beliebige, jedoch fest vorgegebene y € R™ und

0% > 0 die Abbildung
R™ > B+ log L(y; 3,0?). (60)

e Aus (59) und (60) ergibt sich, dass dabei der folgende Ausdruck e(3) minimiert werden muss, wobei

() = Iy~ X8 = (y - X8) (v ~ XB).

n

e Aus Theorem 3.6 folgt somit, dass der KQ-Schitzer 8 = (X' X)~XTY gleichzeitig ein ML-Schitzer fiir 3
ist (der nicht von o2 abhingt).

e Auferdem ergibt sich genauso wie im Beweis von Theorem 2.6, dass durch (3,52) ein ML-Schiitzer fiir

(B, 0?%) gegeben ist, wobei

B=(X"X)"X'Y wd &*=-(Y-XB) (Y-XB). (61)

SRS

Beachte

e In Abschnitt 3.2.2 hatten wir gezeigt, dass B im allgemeinen kein erwartungstreuer Schitzer fiir 3 ist.

e Ebenso ist &2 kein erwartungstreuer Schitzer fiir 02, wobei sich jedoch durch eine einfache Modifikation
von &2 ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2 ergibt.

e Um dies zu zeigen, sind die folgenden Eigenschaften der Matrix
G=I-XX'X)"X" (62)

niitzlich, die als Verallgemeinerung der entsprechenden Matrix-Eigenschaften aufgefasst werden kénnen,
die in Lemma 2.1 bzw. in Lemma 2.2 fiir den Fall von Designmatrizen X mit vollem Spaltenrang
hergeleitet worden sind.

Lemma 3.9 Sei rg(X) =r < m. Fir die in (62) gegebene Matriz G gilt dann:

1) G ist idempotent und symmetrisch,

2) GX=0und 3) sp(G) = rg(G) = n—r.
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Beweis
e Aus Lemma 3.6 ergibt sich, dass
G? = I-XX'X)X")(I-X(X"X)"X")
I-2X(XTX)" X"+ X(X'X)" X"X(X"X)"x"
=XT
= I-2X(X'X) X" +X(X'X)"X" =G.

e In Lemma 3.6 hatten wir gezeigt, dass ((XTX)_)T eine verallgemeinerte Inverse von X' X ist. Somit
ergibt sich aus Lemma 3.8, dass

GT=(1-XX"X)X") =1-X(X"X)") X" =1-XX"X)" X" =G.

e Damit ist die erste Teilaussage bewiesen. Um die zweite Teilaussage zu beweisen, geniigt es zu beachten,
dass
GX=I-XX'X) X")X=X-XX'X)"X'X=X-X=0,
wobei sich die vorletzte Gleichheit aus Lemma 3.7 ergibt.
e Die dritte Teilaussage lasst sich wie folgt zeigen:

— Aus Lemma 3.3 und aus Lemma 3.7 ergibt sich, dass
r=rg(X)=1g(X(X'X)"X'X) < 1g(X(X'X)"X") < rg(X) =,
d.h.,

rg(X(X'X)"X") =r. (63)

— Aus Lemma 3.6 ergibt sich, dass die Matrix X(X"X)~XT idempotent ist, denn es gilt
(XX'X) " XN)(XX'™X) X" =XX"X)" X' X(X'X)" X" =X(X"X)"X".
—_XT
— Weil X(XTX)~X" auferdem symmetrisch ist, folgt aus Lemma 1.3 mit Hilfe von (63), dass
sp(G) sp(I, - X(XTX)"XT")

sp(L,) — sp(X(XTX)"X")
n—1g(X(X'X)"X")=n-—r. O

Aus Lemma 3.9 ergibt sich nun eine Formel fiir den Erwartungswert des in (61) betrachteten ML-Schétzers .

Theorem 3.13 FEs gilt

E5? = o?. (64)

Beweis  Fiir den in (61) betrachteten ML-Schétzer o2 = (Y — XB)T(Y — X3)/n ergibt sich mit den in
Lemma 3.9 hergeleiteten Eigenschaften der Matrix G =TI — X(X"X)~X T, dass

Ec? = —E((Y-XB) (Y-XB))
- %E(YT I-X XTX) X" X(XTX)*XT)Y)
- % E( GTGY) — ~E(GY]? ) - % E(|G(XA3 +€)|2)
- %E(\ ) E (e TGTGa‘):%E( TGe)
2 et .
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Beachte Mit der Schreibweise

1
n—r

= 1 (v-xB) (Y-XB) baw. 5=

n—r

e Ge (65)

ergibt sich aus Theorem 3.13, dass E S? = 02, d.h., S? ist ein erwartungstreuer Schiitzer fiir 2.

Um die Verteilungen der Schiitzer B bzw. S? bestimmen zu konnen, bendtigen wir den Begriff der singuliren
multivariaten Normalverteilung, vgl. Abschnitt 1.2.5.

Theorem 3.14  Sei rg(X) =r < m. Dann gilt

B~ N((XTX)"X"X8, 02X X)"X "X ((XTX)")") (66)
und &
m=nDS e (67)

wobei die Zufallsvariablen B und S* unabhingig sind.

Beweis
e Fiir den in (61) gegebenen Schitzer 3 gilt
B=X"X)"X"Y=(X"X)"X")(XB+¢€) =pn+Be,
wobei
p=(X"X)"X"X3, B=(X'X)"X", e~ N(o,0l,).

e Aus der Definition der (singuliiren) multivariaten Normalverteilung ergibt sich nun, dass 3 ~ N(u, K),
wobei .
K=0¢’BB' =¢’(X'X)"X'X((X"X)") .

e Damit ist (66) bewiesen. Um die Giiltigkeit von (67) zu zeigen, nutzen wir die im Beweis von Theo-
rem 3.13 hergeleitete Identitit

1

n—r

5? = e'Ge, wobei G=1-X(X"X)"X". (68)
e Weil € ~ N(o, 0°I,,) und weil wir in Lemma 3.9 gezeigt hatten, dass

— die Matrix G idempotent und symmetrisch ist

— mit r1g(G) =n—r,

ergibt sich aus Theorem 1.9, dass die quadratische Form (n — r)S?/0? eine (zentrale) y>-Verteilung
mit n — 7 Freiheitsgraden hat, d.h., (n —r)S?/0? ~ x2_,.

e Weil jede idempotente und symmetrische Matrix gleichzeitig auch nichtnegativ definit ist und weil
wegen Lemma 3.6

BG=X"X)"X"I-XX'X)"X")=X"X) X" - (X'X)"X'X(X'X)"X" =0,

=XT

ergibt sich aus Theorem 1.10, dass die Zufallsvariablen Be und € Ge unabhiingig sind. Damit sind
auch die Zufallsvariablen 3 und S? unabhingig. ]
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3.3.2 Tests linearer Hypothesen

In diesem Abschnitt diskutieren wir eine verallgemeinerte Version des Tests fiir Linearformen von 3, den wir in
Abschnitt 2.2.3 fiir den Fall von Designmatrizen X mit vollem Spaltenrang betrachtet hatten, vgl. Theorem 2.11.
Jetzt nehmen wir dagegen an, dass rg(X) =r < m.

Sei s € {1,...,m}, sei H eine s x m Matrix mit vollem Rang rg(H) = s, und sei d € R®.

o Getestet werden soll die Hypothese
Hy:HB=d versus H,:HB #d, (69)

wobei angenommen wird, dass die Eintragungen der Matrix H = (hy,...,h,)" und die Komponenten des
Vektors d = (di,...,ds) " bekannt sind.

e Zur Verifizierung der in (69) betrachteten Nullhypothese Hy : HB = d wird (dhnlich wie in Theorem 2.11)
eine Testgrofe konstruiert, deren Verteilung nicht von dem unbekannten Parametervektor (3, 02) abhingt.

e Hierfiir wird der folgende Begriff eingefiihrt, wobei vorausgesetzt wird , dass die Komponenten des Vektors

H erwartungstreu schitzbar sind.

Definition Die Hypothese Hy : H3 = d heifit testbar, wenn simtliche Komponenten h{ 3,..., h! 3 des Vektors
Hp schitzbare Funktionen des Parametervektors 3 sind.

Beachte Aus Theorem 3.9 folgt, dass die Hypothese Hy : H3 = d genau dann testbar ist, wenn

e es eine s X n Matrix C gibt, so dass
H = CX, (70)

bzw.

e die Matrix H der folgenden Gleichung gentigt:

HX'X)"X'X=H. (71)

Bei der Konstruktion einer Testgrofie zur Verifizierung der in (69) betrachteten Nullhypothese Hy : HG = d ist
der folgende Hilfssatz niitzlich.

Lemma 3.10
o Sei s <m, sei H eine s x m Matriz mit vollem Rang rg(H) = s, die der Gleichung (70) bzw. (71) gendigt,
und sei (XTX)™ eine beliebige verallgemeinerte Inverse von X X.

e Dann ist die s x s Matrizr H(XTX)"HT positiv definit (und damit invertierbar).

Beweis

e Man kann zeigen, dass die symmetrische m x m Matrix X "X mit rg(XTX) = r < m dargestellt
werden kann in der Form:
xx—pt| " % )p
0 0

wobei die m x m Matrix P invertierbar und symmetrisch ist; vgl. auch die Aussage von Lemma 3.4.
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e Im Beweis von Lemma 3.5 hatten wir gezeigt, dass dann durch

I 0
P P =PP
0 Imfr

eine verallgemeinerte Inverse von XX gegeben ist, die offenbar positiv definit ist.
e Aus Lemma 1.8 folgt nun, dass auch die Matrix HPPHT positiv definit ist.
e Hieraus folgt, dass H(X"X)"H' auch fiir jede beliebige verallgemeinerte Inverse (X' X)~ von XX
positiv definit ist, denn aus (70) ergibt sich, dass
HX'X)"H' =CX(X'X)"X'C" =CXPPX'C" =HPPH',

wobei sich die zweite Gleichheit aus Lemma 3.8 ergibt. ]

Beachte

e Aus Lemma 3.10 ergibt sich, dass die Testgrofe Ty mit

F_q) " Txyv-1T) Y3
TH:(HB d) (H(X ;2 H') (HB-d) (72)

wohldefiniert ist, wobei 8 und S? die in (61) bzw. (65) gegebenen Schiitzer fiir 3 bzw. o2 sind.

e Diese Testgrofe ist eine Verallgemeinerung der entsprechenden Testgrofe Ty, die in Abschnitt 2.2.3
fiir Designmatrizen mit vollem Rang betrachtet wurde. Die Verteilung der in (72) gegebenen Testgrofe
Ty ldsst sich wie folgt bestimmen.

Theorem 3.15 Die Hypothese Hy : HB = d sei testbar. Unter Hy : HB = d gilt dann Ty ~ Fg pn—r, d.h., die
in (72) gegebene Testgrofie Ty ist F-verteilt mit (s,n — r) Freiheitsgraden.
Beweis Unter Hy : H3 = d gilt:
e Aus der Definitionsgleichung (61) von 3 ergibt sich, dass
HB-d=HX'X)"X'Y-d=H(X'X)"X")(XB+¢) —d=p+Be,
wobei
p=HX'X)"X'XB-d=CX(X'X)"X'X3-d=HB-d=o
~—_——
=X
und B =H(X"X)"XT bzw. € ~ N(o, ¢°I,,).

e Fiir den Zihler Z = (HB — d)T (H(XTX)*HT)_1 (HB — d) der in (72) gegebenen Testgroke Ty gilt
somit

Z = ¢ BT(HX'X)H") 'Be
e HXX)XT) (HXX) H") THXX)"X'e

= e'Ae,

— wobei die Matrix A = X(XTX)"H" (H(X'X)"HT) _1H(XTX)_XT idempotent ist, denn wegen
(71) gilt
A? = X(X'TX)HT(HXX)"H)™
x HX™X)"X"X(X'X)"H' (HX X)"H") "HX X) X'
—_—
- X(X'X)H'(HX'X)"H") "HX'X) X =A.
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— Weil A auch symmetrisch ist mit rg(A) = s, ergibt sich aus Theorem 1.9, dass die quadratische
Form Z/o? eine x?—Verteilung mit s Freiheitsgraden hat.

e In Theorem 3.14 wurde auRerdem gezeigt, dass (n — r)S?/o? ~ x2_, und dass die Zufallsvariablen 3

Beachte

und S? unabhingig sind.

Damit sind auch die Zufallsvariablen Z und S? unabhingig, und es gilt

_ Z/so?

Ty = 2127
H = 52/,7

~ Fs,n—r .

Die Wahl der Testgrofe Tq in (72) kann wie folgt motiviert werden: Ahnlich wie im Beweis von
Theorem 3.15 ergibt sich aus Theorem 1.9, dass die quadratische Form Z/o? mit
Z=(HB-d) (HX'X) H') ' (HE - d)

im allgemeinen (d.h., ohne die Giiltigkeit von Hy : HB = d vorauszusetzen) eine nichtzentrale y?—
Verteilung x?,  hat mit

(HB-d) (HX'X)"H") '(HB - d)

) .

A=

a

Hieraus folgt, dass
Z d tZ

E(z)=gBew(Gz)|,, =t

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Formel fiir die momenterzeugende Funktion der Xi, y— Verteilung
ergibt, die im Beweis von Theorem 1.8 hergeleitet wurde.

— Mit anderen Worten: Es gilt

E (g) —o? 4 (HB - d)T(H(XTX)—HT)fl(Hg —d)

s s ’ (73)

und aus Theorem 3.13 ergibt sich, dass E (5?) = o2

— Unter der Nullhypothese Hy : H3 = d sind somit die Erwartungswerte von Zéhler und Nenner
der Testgrofe Ty gleich.

Andererseits ergibt sich aus Lemma 1.8 und Lemma 3.10, dass die inverse Matrix (H(XTX)*HT)_1
positiv definit ist und dass somit
(HB—d) (H(X'X)"H') '(HB-d) >0,
wenn die Hypothese Hp : H3 = d falsch ist. Aus (73) folgt dann in diesem Fall, dass
Z
E (7) > 02 = E(S?). (74)

S

Allgemein gilt (wegen der Unabhiingigkeit von Z und S?), dass ETyg = E (Z/S)IE (1/5%), und aus der
Jensen-Ungleichung folgt, dass E (1/5%) > 1/E (S?).

Aus (74) ergibt sich somit, dass

wenn Hy falsch ist.
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e Es liegt deshalb nahe, die Nullhypothese Hy : H3 = d abzulehnen, wenn die Testgrofe Ty Werte
annimmt, die signifikant grofer als 1 sind.

e Wegen der in Theorem 3.15 hergeleiteten Verteilungseigenschaft der Testgrofse Ty wird somit Hy
abgelehnt, wenn Ty > Fo nr1—a.

In manchen Fillen ist es zweckmaéfiger, eine alternative Darstellung der in (72) gegebenen Testgroke Ty zu
betrachten. Hierfiir definieren wir die folgenden beiden Summen von quadratischen Abweichungen SSE bzw.
SSEp (Sums of Squared Errors) mit

SSE=(Y-XB)'(Y-XB), B=X"X)X'Y (75)

und

SSEy = (Y -XBp) (Y -XBy), Bp=B-X'X)H(HX'X) H") '(HE-4d). (76

Theorem 3.16  Fir die in (72) gegebene Testgrifie Ty gilt
(SSEy — SSE)/s

= =gggin—r) (")
Beweis
e Es gilt
SSEy = (Y -XBy) (Y -XBy)
= (Y-XB+X(B-By) (Y -XB+X(B-By))
= (Y-XB) (Y -XB)+(B-By) X" X(B - Bx),
weil sich aus den Teilaussagen 1 und 2 von Lemma 3.9 ergibt, dass
XY -XB)=X"TI-XX'X)"X")Y = &;OQ‘LY =o.
e Aus (70), d.h. H = CX, und aus Lemma 3.6 und 3.7 ergibt sich somit, dass
SSEy = (Y-XB)'(Y-Xp)
+(HB-d) (HX'X) H') "H(X'X)") X"X(X"X) H'
=H(XTX)-HT
x(H(XTX)"HT) ™ (HB - d)
— SSE+(HB-d) (HX'X) HT) '(HB-d). 0

Beachte
e Aus der Definitionsgleichung (76) von 3 ergibt sich, dass

HB, = H(B— (X'X) H (H(X'X)"H') ' (HB - d)) =d,

d.h., der in (76) gegebene Zufallsvektor B; nimmt nur Werte in dem eingeschrinkten Parameterraum
@H:{,BE]R"L: H,B:d} an.
e Aufierdem kann man leicht zeigen, dass B den mittleren quadratischen Fehler e(3) fiir alle 8 € O

minimiert, wobei
n
2

eB) =~ Z(Yz — (Brzi1 + Poziz + . + BmTim)) -

i=1
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3.3.3 Konfidenzbereiche

e Bei der Konstruktion von Konfidenzbereichen gehen wir &hnlich wie in Abschnitt 2.2.4 vor, wo der Fall
betrachtet wurde, dass die Designmatrix X vollen Rang rg(X) = m hat. Dabei nehmen wir jetzt allerdings
so wie in Abschnitt 3.3.2 an, dass rg(X) =r < m.

e Sei s € {1,...,m}, und H sei eine s x m Matrix mit vollem Rang rg(H) = s, deren Eintragungen bekannt
seien, wobei H = (hy,...,h,)T.

e Dann ergibt sich unmittelbar aus Theorem 3.15 der folgende Konfidenzbereich fiir den Vektor HB zum
Niveau 1 — « € (0,1).

Theorem 3.17  Simtliche Komponenten hi B3,... h] 3 des Vektors HB seien schitzbare Funktionen von (3.

Dann ist der (zufdllige) Ellipsoid

(HB—d) (HX'X)"H') ' (HB - d)
552

ein Konfidenzbereich fiir HB zum Niveau 1 — a € (0,1), wobei B und S? die in (61) bzw. (65) gegebenen Schitzer
fiir B bzw. 02 sind.

E={der": < Fonri-a) (78)

Aus Theorem 3.17 ergibt sich insbesondere das folgende Resultat.
Korollar 3.1  Fir jedes i € {1,...,s} ist durch

(Q?é) = (h;rB - tnfr,lfa/QS\/ h;r(XTX)_hz 5 h;rB+ tnfr,lfa/QS\/ h;r(XTX)_hz) (79)

ein Konfidenzintervall (6,0) fir h] B zum Niveau 1 — a € (0,1) gegeben.

Beispiel

e Wir betrachten das folgende lineare Modell, vgl. N. Ravishanker und D.K. Dey (2002) A First Course
in Linear Model Theory, Chapman & Hall/CRC, S. 235:

Y, 110 B1 €1
Yo |=]11 0 1 Bo |+ | &2 |-
YE)) 1 1 0 ﬁ3 £3

wobei € = (g1,¢2,63) " ~ N(o,02I).
e Mit Hilfe von Korollar 3.1 soll ein Konfidenzintervall fiir 51 4+ 82/3 4+ 265/3 zum Niveau 1 — « = 0.95
bestimmt werden.

o Weil rg(X) =2 < m = 3, muss zunichst gepriift werden, ob
h'B8 =B+ B2/3+283/3 (80)
mit hT = (1,1/3,2/3) eine erwartungstreu schitzbare Funktion von BT = (61, B2, B3) ist.
— Gemiif Kriterium 1 in Theorem 3.9 ist dies genau dann der Fall, wenn es ein ¢’ = (cy, 2, c3) € R3
gibt, so dass hT = ¢"X, d.h., wenn
1 = c¢1+co+cs
1/3 c] +c3
2/3 = C3.
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— Weil dieses Gleichungssystem offenbar 16sbar ist, ist somit h' 3 schitzbar.

e Auferdem gilt
3 21

X'X=12 20|,
101

und eine verallgemeinerte Inverse von X X ist gegeben durch:

1 -1 0
(XTX)"=| -1 3/2 0
0 0 0
e Hieraus folgt, dass h" (X"X)~"h = 1/2 und
0 1 0 Yo
XTX)"XT=| 1/2 -1 1/2 bzw.  B=X'X)"X'Y=| (V; -2V, +Y3)/2
0 0 0 0

e Somit ergibt sich, dass (X8)" = ((Y1 + Y3)/2,Ys, (Y1 + Y3)/2) bzw.
h'B= (Y] +4Y2+Y¥3)/6 und  S? = (V7 —Y3)?/2.

e Das gesuchte Konfidenzintervall (¢, 0) fiir h" 3 zum Niveau 1 — a = 0.95 hat also die Form
0,9) = ((Y1 FAYy +Y3)/6— Z, (Y1 +AYs + Y3)/6 + Z)

wobel Z = t1 0.975|Y1 — Y3|/2.

In Verallgemeinerung von Theorem 2.12 leiten wir nun ein so genanntes Scheffé-Konfidenzband her, d.h. simultane
Konfidenzintervalle fiir eine ganze Klasse von schitzbaren Funktionen des Parametervektors 3.

Seis € {1,...,m}, und H sei erneut eine s xm Matrix mit vollem Rang rg(H) = s, wobei H = (hy,...,h)T,
so dass simtliche Komponenten h{ 3,..., h] 3 des Vektors H@3 schitzbare Funktionen von 3 sind.

Weil H vollen (Zeilen-) Rang hat, sind die Vektoren hy, ..., h, linear unabhéngig und bilden die Basis eines
s—dimensionalen linearen Unterraumes in R™, den wir mit £ = L(hy, ..., h) bezeichnen.

Wegen Theorem 3.10 ist h' 3 fiir jedes h € £ eine schiitzbare Funktionen von S3.
Gesucht ist eine Zahl a., > 0, so dass mit der (vorgegebenen) Wahrscheinlichkeit v € (0,1)
h'B-a,Zn<h'B<h'B+a,Zy (81)

gleichzeitig fiir jedes h € L gilt, wobei Zp, = S+/hT(XTX)~h und 8 bzw. S? die in (61) bzw. (65) gegebenen
Schitzer fiir 3 bzw. o2 sind.

Theorem 3.18 Seiay = +/sF,pn_r . Dann gilt

(h"B-hTB)" _
Ps <f£3§ SRTXTX)h S =T (82)
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Beweis

e Ahnlich wie im Beweis von Theorem 2.12 ergibt sich aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz fiir
Skalarprodukte, vgl. (65), dass

) (HTR) ) (7 H5) — e BT
(5 — F19) (X0 H) (B~ 1) = i o

wobei sich das Maximum tiber sémtliche Vektoren x € R® mit x # o erstreckt.

e Hieraus und aus Theorem 3.15 ergibt sich nun, dass
v = Pa((HB-HB) (H(X'X) H')™ (HB - HB) < sS*F )

(B -mg)”

= Fo (Tif xT(H(XTX) HT)x <5 F””)
(177B-@™78)

- Pﬁ(?ﬁé‘ H X (XTX)-\H ) F”W)

o 2
(]]TB ]]Tg) ,
Pal m N <« F . 0
B heaf hT(X X)~h 59 sy

3.4 Beispiele
3.4.1 F-Test der ANOVA-Nullhypothese

e Wir betrachten das reparametrisierte Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse, d.h., die Designmatrix X
sei die in (13) gegebene n x (k 4+ 1) Matrix mit rg(X) = k <m =k + 1, wobei

1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
X = , (83)
1 0 1 0 0 O
1 0 0 0 0 1
i 0 o 0 ... 0 1
und der Parametervektor 3 hat die Form B = (u, g, ..., ) .

o Getestet werden soll, ob die Stufen des Einflussfaktors signifikant sind, d.h., wir testen die ANOVA-
Nullhypothese Hy : a1 = ... = o (gegen die Alternative Hy : a; # «; fiir ein Paar ¢,j € {1,...,k}
mit 7 # j). Dabei nutzen wir den allgemeinen Testansatz von Theorem 3.15 bzw. Theorem 3.16.
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e Eine dquivalente Formulierung der Nullhypothese Hy : a1 = ... = a ist gegeben durch
Hy:o1—as=0,...,a1—ap=0 bzw. Hy:HB =o, (84)

wobei H eine (k — 1) x (k + 1) Matrix ist mit

01 -1 0 0 0
01 0 -1 0 0
H= (85)
01 0 0 -1 0
0 1 O 0 0 -1

e Es ist klar, dass H eine Matrix mit vollem Zeilenrang rg(H) = k — 1 ist. Aus Theorem 3.10 ergibt sich
auferdem, dass sdmtliche Komponenten oy — g, ..., a; — g des Vektors H3 schitzbare Funktionen von
3 sind.

e Mit anderen Worten: Die Matrix H geniigt den Bedingungen von Theorem 3.15 bzw. Theorem 3.16, so dass
zur Verifizierung der Hypothese Hy : HB = o die in Theorem 3.16 betrachtete Testgrofe
(SSEyg — SSE)/(k—1)
SSE/(n—k)

Ty =
verwendet werden kann, wobei sich die in (75) bzw. (76) definierten Quadratsummen SSFE und SSEx wie
folgt bestimmen lassen.

o Zur Erinnerung: In Abschnitt 3.2.1 hatten wir gezeigt, dass eine verallgemeinerte Inverse von X "X gegeben
ist durch (36), d.h.

1
- 0 0 0 0 O
n
1 1
-— — 0 O 0 0
n ny
T 1 1
X'X) = -—— 0 — 0 0 0 (86)
n Nno
1 1
-— 0 0 O 0 —
n Nk
e Hieraus und aus (83) folgt, dass
B=X"X)X'Y=(V. .Y, -V .., Ve -Y.)"
bzw. .
XB=X(X"X) XY= (Y, . Vi, Ve Vo)
—_———— ——— —
ni Ng

e Somit ergibt sich fiir die Quadratsumme SSE = (Y — X3) " (Y — X3), dass

SSE:zk:i(Yij—Yi.)Q. (87)

i=1j=1
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Beachte

e Wegen der speziellen Gestalt (83) der Designmatrix X lésst sich die Formel (87) auch direkt aus der
Tatsache herleiten, dass B ein KQ—Schétzer ist. Und zwar gilt

SSE = (Y-XB)' (Y -XB) = ﬁgng—Xﬁ)T(Y—Xﬁ)
k n; k n; 2
= S {min Y0 -} =3 (-7
= j=1 =1 j=1

e Aufserdem ergibt sich aus der Bemerkung am Ende von Abschnitt 3.3.2, dass
SSEw = (Y = XBy) (Y = XBy) = min [Y — X4,
BEOH
wobei O = {3 € R*! : HB = o} und {XB: B € Oy} C R" die Menge derjenigen n—dimensionalen
Vektoren ist, fiir die simtliche Komponenten gleich sind.

e Somit gilt

Uz

S8 = min Y3 () =) &
=1 j5=1 =1 j= 1
weil der Mittelwert V.. die Quadratsumme Zle Py (Vi — x)2 minimiert.
e Hieraus und aus (87) folgt, dass
k z . 9 k z . 2 k o - 9
SSEy ~SSE=33 (Y -V.) = >3 (Vi - Vi) =3 m(¥i -V,
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
wobei sich die letzte Gleichheit aus der Quadratsummenzerlegung
k Uz . 9 k g . 2 k o -
S50 =T = () -
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
ergibt, vgl. die Formel (9) in Theorem 3.1.

e Fiir die in Theorem 3.16 betrachtete Testgrofe Ty gilt also, dass

k
(SSEy — SSE)/(k—1) _ (n—k) 32 iV -

e TG

k-1% 3 (v, -7

i=1j=1

3.4.2 F-Tests fiir die zweifaktorielle Varianzanalyse

Wir konstruieren nun F-Tests fiir das in Abschnitt 3.1.3 eingefithrte Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse
mit balancierten Teilstichproben, d.h.,
e der Parametervektor B hat die Form

T
B= (u,ag),.. a,(cl) a§2),...7a1(622),a117...,ak1k2) ,
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e die Designmatrix X hat die Dimension n x m, wobei n = rkiky und m =1+ k1 + ko + k1ko,

e die Eintragungen von X bestehen nur aus Nullen und Einsen, und es gilt rg(X) = k1ko < m.

Signifikanz der Einflussfaktoren

Wir konstruieren zunéchst einen Test zur Untersuchung der Frage, ob die Stufen des ersten Einflussfaktors
signifikant sind. Hierfiir priifen wir die Hypothese, ob die Effekte

1 &

1) 1

Ozl(,l) = agl) + k72 Z [O72% D)
i2:1

des ersten Einflussfaktors, zuziiglich ihrer Wechselwirkungen gemittelt iiber sdmtliche Stufen des zweiten
Einflussfaktors, gleich sind. Mit anderen Worten: Wir testen die Hypothese

W _

Hy:al D=0 Vice{l,... ki) vs. Hi:alV"—a" 20 fireini € {1,...,k}, (90)

i1
wobei es eigentlich geniigt, das Hypothesenpaar

Hy : agl)* — agll)* =0 Vipe{2,....k1} vs. H; :agl)* — az(.l)* #0 fireini; €{2,...,k}

1

zu betrachten.

e Man kann leicht zeigen, dass die Nullhypothese in (90) die Form Hy : H3 = o hat,

— wobei
1 1 -1 —1
01 -1 0 0 0 0 s T T T 0 0
01 0 -1 0 O 0 /% kl 0 0 0 0
H — .2 2
1 1 -1 -1
01 0 -1 0 ... 0 T T 0O ... 0 R

eine (k1 — 1) x m Matrix mit vollem Zeilenrang rg(H) = k1 — 1 und mit Zeilenblocken der Langen
]., ]., kl — ]., kg, kQ bzw. (kl — ].)kz ist
— und sémtliche Komponenten des Vektors HB3 schiatzbare Funktionen von 3 sind, denn es gilt

ko

* * 1
o{D* — D = o (6162 = 051i2) -

ia=1

e Zur Verifizierung der Hypothese Hy : H3 = o kann somit erneut die in Theorem 3.16 betrachtete
Testgrofke Ty verwendet werden, wobei

(SSEy — SSE)/(ky — 1)

Ty = SSE/(kiko(r — 1)) ~ Fri o1, kika(r—1)
mit
ki ke 1 o ,
SSE=>"3"> (Yiyinj — Yiyis.) (1)
i1=11=1 j=1
und

k1
SSEp —SSE=rky > (Y, — V.)". (92)

i1=1
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e Dabei lassen sich die Formeln (91) und (92) fiir die in (75) bzw. (76) definierten Quadratsummen SSE
und SSFEg auf dhnliche Weise wie in Abschnitt 3.4.1 herleiten.

e Und zwar ergibt sich (91) mit der gleichen Minimierungstechnik, die bei der direkten Herleitung von
(87) verwendet wurde. Dartiber hinaus lasst sich die Quadratsumme SSFEy wie folgt bestimmen.

— Sowie bisher ist Oy = {3 € RIthitkathik: . H3 = o} der eingeschriinkte Parameterraum.

— Wegen der speziellen Gestalt der Matrizen X und H kann bei der Minimierung in

SSEx = (Y — XBy) (Y — XBy) = min [Y — X8|
BEOH

die Menge {XB : B € Oy} C R"™¥*2 auf die folgende Weise (ihnlich wie in Formel (88))
durch eine Minimierung beziiglich der Menge R x R’}f X R’E]” C Rithketkikz derjenigen Vektoren
X = (T, Z1, s Thyy T11y -« - s Thyky) € RItk2tkikz orgetzt werden, die den folgenden Bedingungen
gentigen:

ko ki ke
E Tiy = E E Tiyig = 0.
ia=1 i1=14p=1
e Und zwar gilt

kl k}z T

SSEg = min k1k2 Z Z Z i1i2j l’ + T, + xi1i2))2

ko
xE]RX]RH i1=112=1j5=1

]{?1 k?g T kl
= min klkz { Z Z Z i1ing 71172.)2 —+ kleT(?..‘ — gj)2 + ]{227‘ Z (?71 - ?)2

x€RXRF2Z x

i1=1142=1 j=1 i1=1
ko ki k2 9
kY (Vg = Vo= 23,) 73> (Vigiye = Vi = Vot + Vo — 2,1, }
i2=1 i1=11iy=1
dh.,
kl kg s
SSEx = > 3 > (Vais = Viria +’WZ
i1=1i2=1 j=1 11=1

e Hieraus und aus (91) ergibt sich (92).
Beachte

e Auf die gleiche Weise ergibt sich ein Test, um zu priifen, ob die Stufen des zweiten Einflussfaktors
signifikant sind. Dabei priifen wir die Hypothese, ob die Effekte

des zweiten Einflussfaktors, zuziiglich ihrer Wechselwirkungen gemittelt {iber sdmtliche Stufen des
ersten Einflussfaktors, gleich sind.

o Wir testen also die Hypothese
Hy : a?)* —ozéz)* =0,... ong) oz,(fz)* =0 wversus Hj: a§2)* 7041(22)* #0 fireinis € {1,...,k}.

o Als Testgrofe ergibt sich in diesem Fall:

ke _
k‘lkg(’f — 1)7“k‘1 Z (Y‘i2~ — Y)2
ip=1

Ta = IS ~ Fry1, kika(r-1)

(k2 =1) 2 3 32 (Visiog = Vi)

11=11i2=1j=
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Wechselwirkungen zwischen den beiden Einflussfaktoren

Wir konstruieren nun einen Test, um zu priifen, ob es signifikante Wechselwirkungen zwischen den beiden
Einflussfaktoren gibt. Hierfiir wird die Hypothese

H() 0[11 =0 V(Zl,ZQ) S {1 kl} X {1, .. .7k2} (93)

’Ll’LQ
getestet, wobei

o _
O iy = Qligiy — Oy . — Oljy + O

und

1 k1 ko
FE E all’LQ 9 -’ig k'l E alllg 9 Q.. = kle E E ailig .

2=l i1=1 i1=11is=1
e Auf dhnliche Weise wie bisher kann man zeigen, dass sich die in (93) betrachtete Hypothese in der
Form Hy : HB = o schreiben lésst, wobei
— H eine (k1ko — 1) x m Matrix mit vollem Zeilenrang rg(H) = k1ko — 1 ist und
— samtliche Komponenten des Vektors Hﬂ schétzbare Funktionen von 3 sind, denn es gilt

k1 ko
*
a“:zz_ E ezz_ § 911 E E 911-
21122 1%2 k 12 k 12 kkz 172
ig=1 i1=1 i1=11ix=1

e Zur Verifizierung der Hypothese Hy : H3 = o kann somit die in Theorem 3.16 betrachtete Testgrofe
(SSEyg — SSE)/(kike — 1)
SSE/(kikz(r — 1))

verwendet werden, wobei SSE so wie bisher durch (91) gegeben ist, wihrend sich die Quadratsumme
SSEy aus den folgenden Uberlegungen ergibt.

Ty =

e Wegen der speziellen Gestalt der Matrizen X und H kann bei der Minimierung in
SSEx = (Y — XBy) (Y — XBy) = min [Y - X8|
BEOH

die Menge {X3: B € Oy} C R™™*2 ghnlich wie bisher durch die Menge R x R¥ x R¥2 ¢ RIt+hiths

derjenigen Vektoren
x = (z, gcgl), .. xfcll) x§2), . ,xl(fz)) € Rithitk:

ersetzt werden, die den folgenden Bedlngungen geniigen:

Z 2V = Z 22 =0.

ll 1 7,2 1
e Und zwar gilt
kl k‘z T

SSEg = min Z Z Z i) — er:v(l) Jrz@)))

K K
xERXR X ]RH27,1 lix=1j=1

bzw.

k1 ko T
SSEy = m]icn kz{zzz i1ia] 71112‘)2

xERXRF X i1=14is=1 j=1
ko
—l—k/’lkg’l“(?... — .Z‘)z + kor Z (?11 -Y. - .%‘511))2 + kir Z (? i -Y. - 1‘522))2
i1=1 io=1
k1 ko
3 Vi = Vi = Vo +Y4..)2}
Zl 112 1

ki ko 7 ky ko
= Z Z Z(Yviﬂéj _71‘112 +r Z Z i1i- . —?.iz. —l—?)Q .

i1=1ip=1 j=1 i1=1ip=1
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e Hieraus und aus (91) folgt, dass

k1 ko

SSEy —SSE= 1YY (Vi =Y. =Y. +Y..)".

11 17,2 1

(94)

e Fiir die in Theorem 3.16 betrachtete Testgrofe Ty gilt also, dass
(SSEy — SSE)/(kks — 1)

T =
H SSE/(kks(r — 1))
k1 ko _ _ _
kika(r =1 Y S (YViriy. = Viy =Y.y +7.)°
i1=11i2=1

= P ~ Friko—1, kiks(r—1) -

(k1k2_1) Z Z Z( t192f 11%2')2

11=112=17=1

3.4.3 Zweifaktorielle Varianzanalyse mit hierarchischer Klassifikation

e Anstelle des in Abschnitt 3.1.3 eingefiihrten Modells der zweifaktoriellen Varianzanalyse mit Wechselwirkun-
gen wird manchmal das folgende Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse mit hierarchischer Klassifikation
der Stufenpaare i1, 75 der beiden Einflussfaktoren betrachtet.

e Dabei betrachten wir nun die Darstellung

)

0 + a2l Viyr=1,... k1, ia=1,... ks (95)

2]i1

i1i2 M+a

der Erwartungswerte 6;,;, =

= EY;,i,; der Stichprobenvariablen Y;

1927 "

e Mit anderen Worten: In jede der ki Stufen des ersten, d.h. iibergeordneten Einflussfaktors sind ko Stufen
des zweiten (untergeordneten) Einflussfaktors eingebettet.

e Diese Situation kann beispielsweise bei klinischen Studien auftreten, die gleichzeitig in k; Landern (iiberge-
ordneter Einflussfaktor) und dabei jeweils in ko Krankenhdusern (untergeordneter Einflussfaktor) durchge-
fithrt werden.

e Der Parametervektor B hat dann die Dimension m = 1 + ky + k1ko mit

_ (1) (CONBNCIRY) @IyT
/6_(/17(11 7"'aak1aa1|1 ""7ak2\k1)

e Dabei wird

— perneut als allgemeines Mittel der Erwartungswerte E Y;, ;,; der Stichprobenvariablen Y;, ;,; aufgefasst,
oM
Q)
(2‘” heiftt Effekt der io-ten Stufe des untergeordneten Einflussfaktors bei Vorliegen der i;-ten Stufe

des tibergeordneten Einflussfaktors.

wird Effekt der i1-ten Stufe des iibergeordneten Einflussfaktors genannt, und

e Wir betrachten wiederum lediglich den balancierten Fall, d.h., wir setzen voraus, dass samtliche ki - ko
Teilstichproben (Y,4,5, j = 1,...,n4,4,) identische Stichprobenumféinge besitzen.

e Es gilt also n;,;, = r fir alle i3 = 1,...,k und @2 = 1,...,ky mit r = n/(k1ks), die Designmatrix X hat
die Dimension n X m mit n = rki1ke und m = 1+ k1 + k1k2, und die Eintragungen von X bestehen nur aus
Nullen und Einsen; rg(X) = k1ka < m.
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Signifikanz des tibergeordneten Einflussfaktors

e Genauso wie in Abschnitt 3.4.2 lisst sich zunéchst ein Test zur Untersuchung der Frage konstruieren,
ob die Stufen des iibergeordneten Einflussfaktors signifikant sind. Hierfiir priifen wir die Hypothese,
ob die gemittelten Effekte ol gleich sind, wobei

i1

ko
W _ 1, 1 (2/1)
Q="+ ko 2ai2|i1 :
12=

e Mit anderen Worten: Wir testen die Hypothese
Hy : a§1)*—a§11)* =0 Vipe{l,....k} Versus Hy agl)*—al(-ll)* #0 fireini; € {1,...,k1}.

e Man kann zeigen, dass die Nullhypothese die Form Hy : H3 = o hat, wobei H eine (k; — 1) x m Matrix
mit vollem Zeilenrang rg(H) = k1 — 1 ist und sdmtliche Komponenten des Vektors H3 schétzbare
Funktionen von 3 sind.

e Zur Verifizierung der Hypothese Hy : H3 = o kann somit die in Theorem 3.16 betrachtete Testgrofie
(SSEy — SSE)/(k1 — 1)

T = O
H SSE/(kika(r — 1)) k1i—1, kika(r—1)
verwendet werden mit
k1 ko r B , oy B B 2
SSE=2, 2. > (Yuni=Yuw) . SSEx—SSE=rky} (Vi =V.)", (96)
i1=11i2=1j=1 =

wobei die Formeln in (96) genauso wie (91) bzw. (92) bewiesen werden.
Signifikanz des untergeordneten Einflussfaktors

e Um zu priifen, ob die Stufen des untergeordneten Einflussfaktors signifikant sind, kann man &hnlich
wie bei dem letzten Test in Abschnitt 3.4.2 (auf Signifikanz der Wechselwirkungen) vorgehen. Hierfiir
testen wir die Hypothese

Hy: Oégﬂl)* — Ol(zll)* =0 V(i17i2) € {]., ey kl} X {1, .. .7k2}, (97)

ig‘il
wobel

1 ko 1 k1 ko
@)= _ (2l1) _ — — = _ (21) — (2]1)
iolin a12|i1 -, ta, Qiy = k72 Z ai2|il ) = k1ks Z Z O[Z'2|’i1 )

ig=1 i1=1142=1

(67

e Man kann zeigen, dass sich die in (93) betrachtete Hypothese in der Form Hy : H3 = o schreiben
lasst, wobei H eine k1 (ko — 1) x m Matrix mit vollem Zeilenrang rg(H) = k; (ke — 1) ist und sémtliche
Komponenten des Vektors HB3 schitzbare Funktionen von 8 sind.

e Zur Verifizierung der Hypothese Hy : H3 = o kann somit die in Theorem 3.16 betrachtete Testgrofie

(SSEw — SSE)/(k1(k2 — 1))
SSE/(kll{?g(T — 1))

Ty =

verwendet werden, wobei sich die in (75) bzw. (76) definierten Quadratsummen SSE und SSEy wie
folgt bestimmen lassen.

e Und zwar gilt so wie bisher
k] kg T

SSE = Z Z Z(Yiliﬂ _?Zﬂé')z’ (98)

i1=11ip=1 j=1
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und die Menge {X3: 3 € Oy} in

ldsst sich wie folgt durch die Menge Rkal C R'**1 derjenigen Vektoren x = (z, )7,

» L,

ersetzen, fiir die ) _;

k1

SSEy

SSEy = (Y —XBy) (Y - XBy) = Juin Y - xg[°

,1£C

()—0 so dass

XERXRS 121 4y=1j=1

XERXR Y i1=112=1j5=1

e SO (7,

11=1
kl kg T

Z Z Z(szj —?mz-)Q

i1=1ip=1 j=1

e Hieraus und aus (98) folgt, dass

e Somit gilt

Ty =

k1
SSEp —SSE= 1Y

k?l k?g T
min E : E § 1112] 21i2-
ki

ka

§ 1112 -

11 112 1

k1 ko

buka(r =7 52 3 (Virie ~Y,,.)°
kl : k2 - T — 2
(k2 - 1) Z Z Z ( 1192 1112')

11=11i2=1j=

(1)

k k r
min, 3033 (o — o+ 2

)+ kikor (V.. — )

V)2

~ Fly (ky—1), kika(r—1) -

84

(1)) c RI-Hﬂ
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4 Verallgemeinerte lineare Modelle

e In den Kapiteln 2 und 3 hatten wir iiber das lineare Modell Y = X3 + € stets vorausgesetzt,
— dassEe =o, dh, (EYy,...,EY,) =Xg,
— wobei auflerdem Y ~ N(Xg3, 0?I) gilt, wenn & ~ N(o, 0°I).

e Wir verallgemeinern nun dieses Modell und lassen zu, dass die Erwartungswerte EY7,...,EY,, der Stich-
probenvariablen Y7,...,Y,,

— iiber eine beliebige monotone Funktion g : G € R — R, die so genannte Linkfunktion, durch die
Komponenten des Vektors X3 ausgedriickt werden kénnen, so dass

-
(9(EY1),....9(EY,)) =XB, (1)
— wobei der Definitionsbereich G von g noch genauer spezifiziert wird.

e Auferdem miissen jetzt die (unabhéngigen) Stichprobevariablen Yi,...,Y;, nicht notwendig normalverteilt
sein, denn wir nehmen nur an, dass die Verteilungen von Y7,...,Y,, zu einer Exponentialfamilie gehoren.

e Wir setzen in diesem Kapitel jedoch (so wie in Kapitel 2) stets voraus, dass die Designmatrix X vollen
Spaltenrang hat, d.h. rg(X) = m.

Genauso wie bei den linearen Modellen, die in den Kapiteln 2 und 3 betrachtet wurden, besteht eine Zielstellung
darin, den Parametervektor 3 durch die Beobachtung der Zufallsstichprobe Y = (Y7, ...,Y;) T zu schitzen, wobei
angenommen wird, dass die Linkfunktion g : G C R — R bekannt ist.

4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

4.1.1 Exponentialfamilie

Wir nehmen an, dass die Stichprobenvariablen Y7, ... Y, unabhingig (jedoch i. a. nicht identisch verteilt) sind,

e wobei ihre Verteilungen zu einer einparametrischen Ezrponentialfamilie gehoren, d.h., ihre Dichten bzw.
Wahrscheinlichkeitsfunktionen besitzen die folgende Form: Fiir jedes i € {1,...,n} gilt

— im absolutstetigen Fall

P60 = exp( 2y (i +aly) —0(6)) . Vyc R, 2)
— im diskreten Fall
Po, (Y, = y) = exp(% (v0: +aly,T) ~b(6)).  VyeC, 3)

wobei a : R x (0,00) > Rund b: © — R gewisse Funktionen sind und C' C R die kleinste abzahlbare
Teilmenge von R ist, fiir die Py, (V; € C) =1 gilt.

e Dabei ist 72 > 0 ein so genannter Stérparameter, der nicht vom Index i abhiingt, wobei oft angenommen
wird, dass 72 bekannt ist.

e Dann ist

@z{@GR:/mexp(w>dy<oo} (4)

2
oo T

bzw.
@z{GER: ?’;exp(w><oo} (5)

der natiirliche Parameterraum, wobel wir stets annehmen, dass die Integrierbarkeitsbedingung in (4) bzw.
(5) fiir mindestens zwei verschiedene 61,65 € R erfiillt ist.
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Beachte Im absolutstetigen Fall kann der Stérparameter 72 die Rolle eines zusitzlichen Varianzparameters
spielen, wahrend 72 im diskreten Fall meistens gleich 1 gesetzt wird.

Lemma 4.1 Der in (4) bzw. (5) gegebene Parameterraum © C R ist ein Intervall in R.

Beweis

e Wir betrachten hier nur den absolutstetigen Fall, denn im diskreten Fall verlauft der Beweis analog.

e Man kann sich leicht tiberlegen, dass fiir beliebige z1,22 € R und a € (0, 1)

()" () < max ()" ()77 = e < g e
1=1,2, =

e Hieraus ergibt sich mit der Schreibweise 6 = afl; 4+ (1 — ), dass fiir beliebige 0,62 € © und «a € (0, 1)

/jo exp(y9++2(y77)) dy = [Oo (exp<y91+T72(y7T))>“ (exp(y%%(;(va)))l_a dy

< /Z (eXp<y91 +T(;(y7 T*)) + exp(y02 JrTZ(y, T) )) dy < 00.
e Somit gilt auch 0 € ©. ]

Wegen Lemma 4.1 kénnen (und werden) wir in diesem Kapitel stets annehmen, dass © C R ein offenes Intervall
ist, so dass die Integrierbarkeitsbedingung in (4) bzw. (5) fiir jedes 6 € © erfiillt ist.

Lemma 4.2

e Die Verteilung der Zufallsvariablen Y :  — R sei durch (2) bzw. (3) fiir ein beliebiges 6 € © gegeben, wobei
E(Y?)<oo VHeO (6)
gelte und die Funktion b : © — R zweimal stetig differenzierbar sei.
e Dann gilt
EY =b(@)  und  VarY =7202)(9). (7)
Beweis

e Wir betrachten erneut lediglich den absolutstetigen Fall, denn im diskreten Fall verlduft der Beweis
analog. Dabei gilt

EY = /joyexp(iz (40 + aly,7) — b(0)) ) dy = eibw)ﬁz/ yeXp(l (49 + aly. 7)) dy

1
— b))/ / exp(ﬁ yo +a(y, 7 ))) dy
d [ 1
— b))/ 2 0/ exp(ﬁ yo +aly, 7 ))) dy
d o0
o007 2 L b(o)/r? / exp — (y0 +aly,7) — b(9))) dy

=1

= ().

e Auf dhnliche Weise ergibt sich, dass E (Y?) = 72b(2)(9) + (EY)2. O
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4.1.2 Verkniipfung der Parameter; natiirliche Linkfunktion

e Von nun an setzen wir voraus, dass die Funktion b : © — R zweimal stetig differenzierbar ist mit () (8) > 0
flir jedes 0 € O.

e Aufierdem sei G = {b(1)(0) : § € O}, und die Linkfunktion g : G — R sei zweimal stetig differenzierbar, so

dass g™ (z) # 0 fiir jedes = € G. Die Umkehrfunktion von g bezeichnen wir mit h = g~ .

e Wir betrachten das in (1) gegebene verallgemeinerte lineare Modell (GLM = generalized linear model), d.h.,
es gelte

(9(EV1),...,g(EY,)) =X8. (8)

— Mit der Schreibweise X = () und x; = (21,...,%im) ' bzw. n = (91,...,7m.) ", wobei n; = x; 3,

ergibt sich dann aus (8) fiir die Erwartungswerte u; = EY; (i =1,...,n), dass

pi=hm) =h(x;B)  baw.  p=(h(m),...,h(n)) ", 9)
wobei gt = (pt1,. .., fin) "

— Wegen (7) und (8) sind die Parameter 8 = (31,...,0,)" und 8 = (64,...,60,)" wie folgt miteinander
verkniipft: Es gilt

(gD (61)),-.., 90N (6,))) " = XB. (10)

e Hieraus und aus (9) ergibt sich, dass

(OD(01),...,6M(0,)) = (h(x] B),...,h(x,}B)) .

bzw.
(01,-.0n) = (U (h(x( B)),- . ¥ (h(x, 8))) (11)
wobei ¢ = (b(l))_1 die Umkehrfunktion von b() ist.
e Auferdem lisst sich auch die Varianz 0? = VarY; der Stichprobenvariablen Y; fiir jedes i = 1,...,n als
Funktion oZ(8) von B3 ausdriicken, denn aus Lemma 4.2 und aus (11) ergibt sich, dass
o?(B) =2 b (p(h(x/ B))) Vi=1,....n. (12)

Beachte Die Linkfunktion g : G — R heifit natiirlich, wenn g = 1. In diesem Fall gilt ; = 1(u1;) bzw. 0, = x, B
fiir jedes i =1,...,n, d.h.,
01,...,0,)" =Xg. (13)
4.2 Beispiele

4.2.1 Lineares Modell mit normalverteilten Storgréfien

e Fir das in Abschnitt 2.2 betrachtete lineare Modell

Y=XB+¢ (14)
mit normalverteilten Storgréfen € = (e1,...,e,)" ~ N(o0,02I) gilt
Vi ~ N, 0?) mit p;=x; B, Vi=1,...,n, (15)

wobei wir voraussetzen, dass o2 bekannt ist.
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e Die Verteilung von Y; gehort dann zu der in Abschnitt 4.1.1 betrachteten einparametrischen Exponential-
familie, denn die Dichte f(y;6;) von Y; lisst sich in der folgenden Form darstellen, wobei 0; = y; fiir jedes

1=1,...,n:
— Es gilt
fy:0:) = ! eXp<— L (y—u‘)z) = eXP(i (y0; + aly,7) —b(@))) VyeR
’ 27‘(‘0’2 20_2 7 7_2 ) I
— wobei
y? 07
=02, aly) = — ) und b(0;) = ?l + o%log V2mo?. (16)

e Wegen (15) gilt fiir die Linkfunktion g : R — R offenbar, dass g(z) = « fiir jedes z € R.

— AuRerdem ergibt sich aus (16), dass 2 = b") () fiir jedes z € R.

— Somit gilt g(z) = x = ¢(x) fir jedes © € R, d.h., durch g(z) = = ist die natiirliche Linkfunktion
gegeben.

4.2.2 Bindre kategoriale Regression

e In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, dass die Stichprobenvariablen Y7,...,Y,, Bernoulli-verteilt
sind, d.h., sie kénnen nur die Werte 0 bzw. 1 mit positiver Wahrscheinlichkeit annehmen.

— Dabei verwenden wir die Schreibweise
= PY; = 1) (:m - En) Vi=1,...,n,

wobei vorausgesetzt wird, dass 0 < m; < 1 fiir jedes ¢ = 1,...,n.

— In diesem Fall werden also die Wahrscheinlichkeiten 71, ..., 7, lber eine Linkfunktion ¢ : (0,1) — R
mit dem Parametervektor 3 verkniipft, d.h.,

(g(ﬂl),...,g(ﬂ'n))T =Xg. (17)

e Fiir jedes i = 1,...,n gehort die Bin(1, m;)—Verteilung zu der Exponentialfamilie, die in Abschnitt 4.1.1
eingefiihrt worden ist, wobei 6; = log(m; /(1 — 7;)).

— Denn fiir y = 0,1 gilt

o (Y; =) = ! (1= )" = exp(ylog (17 ) +log(L = m)) = exp( 5 (i + a(w.7) ~ b)) )

— wobei
=1, aly) =0 und b(6;) = log(1 + €%). (18)

Beachte

e Aus (18) ergibt sich, dass (b))~ (z) = log(x/(1 — x)) fiir jedes = € (0,1), d.h., die natiirliche Link-
funktion g : (0,1) — R ist gegeben durch

g(x) = log(%) Ve (0,1). (19)

— Das in (17) betrachtete GLM mit der in (19) gegebenen natiirlichen Linkfunktion wird dann
(binéres) logistisches Regressionsmodell genannt.



4 VERALLGEMEINERTE LINEARE MODELLE 89

— In diesem Fall ist die Abhéngigkeit der Wahrscheinlichkeiten m; = 7;(3) von den Linearkombina-
tionen X;rﬁ gegeben durch

1
= Vi=1,...,n. 20
T 1—|—exp(—xiT,6) ! " (20)

e Eine andere (nicht natiirliche) Linkfunktion ¢ : (0,1) — R, die in diesem Zusammenhang betrachtet
wird, ist gegeben durch
9= ! ) (21)

— wobei @ : R — (0,1) die Verteilungsfunktion der N(0, 1)—Verteilung ist.
— Dann gilt m; = @(x;rﬁ) flir jedes i = 1,...,n, und man spricht vom Modell der Probitanalyse.

4.2.3 Poisson—verteilte Stichprobenvariablen mit natiirlicher Linkfunktion

e Die Stichprobenvariablen Y7, ...,Y;, seien nun Poisson—verteilt, d.h., es gelte ¥; ~ Poi()\;) mit 0 < \; < oo
flir jedesi=1,...,n.

e Die Poi(\;)—Verteilung gehort ebenfalls zu der Exponentialfamilie, die in Abschnitt 4.1.1 eingefiihrt worden
ist, wobei 8; = log \;.

— Denn fiir jedes y = 0,1, ... gilt

Ne=Ni 1
Py, (Yi=vy) = m = exp(y log \; —log(y!) — )\Z-) = exp( (y9 +aly,7)— b(ﬁz))> ,
— wobei
=1, a(y) = —log(y!) und b(6;) = e .

e Die natiirliche Linkfunktion g : (0,00) — R ist gegeben durch

glx)=logz  Vaz>0. (22)

4.3 Maximum-—Likelihood—Schéitzer fiir 3

e Weil wir annehmen, dass die Verteilungen der Stichprobenvariablen Y7,...,Y,, zu einer Exponentialfamilie
gehoren, kann der Parametervektor 3 mit der Maximum-Likelihood—Methode geschétzt werden.

e Um dies zu zeigen, diskutieren wir zunéchst einige Eigenschaften der Loglikelihood—Funktion log L(Y, 8) der
Zufallsstichprobe Y = (Y7,...,Y,)" bzw. ihrer partiellen Ableitungen nach den Komponenten 3, ..., 3,
von (3.

4.3.1 Loglikelihood—Funktion und ihre partiellen Ableitungen

e Aus (2) — (3) bzw. aus (11) ergibt sich, dass die Loglikelihood-Funktion log L(Y, @) der Zufallsstichprobe
Y = (Y1,...,Y,) " als eine Funktion log L(Y, 3) von B geschrieben werden kann.

— Und zwar folgt aus (2) — (3), dass
<
log L(Y,0) = > — (Yib; + a(Y;, ) — b(6:)) . (23)

L 72
=1
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— Hieraus und aus (11) ergibt sich nun, dass
1
log L(Y.8) = Y = (Y (h(x! B)) +a(¥i,7) = b(u(h(x] B)))) - (24)
i=1
e Fiir verallgemeinerte lineare Modelle mit natiirlicher Linkfunktion ergibt sich aus (13) und (23), dass

log L(Y, B) = Z ?12 (Yix; B+ a(Y;,7) — b(x] B)). (25)
i=1

Zur Bestimmung von Maximum-Likelihood—Schétzern ist die Kenntnis der so genannten Scorefunktionen, d.h.
der partiellen Ableitungen der Loglikelihood—Funktion, sowie der Fisher—Informationsmatrix niitzlich, die wie
folgt definiert ist.

Definition Fiir beliebige 7,5 = 1,...,m sei

Ui(B) = log L(Y,B) und  I;;(8) =E (Ui(B)U;(B)) -

0

9B
Dann wird der m-dimensionale Zufallsvektor U(8) = (U3 (ﬁ),...,Um(ﬂ))—r bzw. die (deterministische)
m x m-Matrix I(8) = (I;;(8)) der Scorevektor bzw. die Fisher-Informationsmatriz genannt.

Mit der Schreibweise dh(s) dg(t)\—1
s _ (99)N\"
o ( dt ) =hin 0

dp; B
o P =

ergibt sich das folgende Resultat.

Theorem 4.1  Fir beliebige j,k=1,...,m gilt

U(8) = 3 a3y (Y = () T(8) (1)
und
= d,ui 2 1
(B) = Z:xijl‘ik(dfm(ﬁ)) 23) (28)
bzw. in Matriz—Schreibweise
UB) =XTV ) L) (Y- u(8)  wnd  18) =XV () (Sh8) X, (29)
wobei V(@) = d ) dﬁ L du;
= diag(o?(8))  wnd  G(8) = diag( ().
Beweis

e Die in (23) bzw. (24) gegebene Loglikelihood-Funktion lésst sich in der Form
log L(Y,B) = Z ! @)

schreiben, wobei () (6;) = Y;6; + a(Y;,7) — b(6;) und 6; = ¥(h(x] B)).

2
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e Somit gilt fiir jedes j = 1,...,m, dass

1 90
UB) =) = 55 5 (0 (30)
i=1

wobei sich durch die mehrfache Anwendung der Kettenregel ergibt, dass

= . 31
35j 90; Op; Om; 35j ( )
— Andererseits gilt offenbar, dass 0n;/008; = x;;, und aus Lemma 4.2 ergibt sich, dass
o0 L 4.2
_ Y; . b(l) 01 emuma 4. Y; —
26, (6:) Iz
bzw. 50 ) 5 )
AN i Lemma 4.2 (2) Lemma 4.2 2
= = b (0, = — o5 .
(8,ui) 00; (6:) T2
— Hieraus und aus (30) — (31) ergibt sich die Giiltigkeit von (27).
e Um (28) zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass fiir beliebige i,7 =1,...,n
o? fiir i = j,
E ((Y: — pa) (Y = py)) =
0 fiiri#j.
wegen der Unabhéngigkeit der Stichprobenvariablen Y7,...,Y,,.
— Hieraus und aus (27) ergibt sich, dass
- dp; 2 1 2
Lix(B) = E(Uj(ﬁ)Uk(ﬁ)) = injxik(F(ﬁ)) 4 E((Yi—uz) )
i1 i o (B)
= d/,Li 2 1
= i Tik (| —— (B ~
> rura (g 8)) o)
— Damit ist (28) bewiesen. O

Korollar 4.1 Sei (g(]E Yi),...,9(E Yn))T = XB ein GLM mit natirlicher Linkfunktion g : G — R. Dann gilt
fir beliebige j,k=1,...,m

U0 =z Laslli- @) e U= 5 XY - p(6) (32)
und .
11(8) = = > wruot(8)  baw 1(6)= S XTVEX. (33)
Beweis Weil g : G — R eine natiirliche Linkfunktion ist, gilt 6; = »; fir jedes ¢ = 1,...,n. Hieraus und aus
Lemma 4.2 ergibt sich, dass
fi/;j = b (g;) = 712 o2

Die Behauptung ergibt sich somit aus Theorem 4.1. O
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4.3.2 Hesse—Matrix

Neben dem (Score-) Vektor U(83) der ersten partiellen Ableitungen der Loglikelihood-Funktion log L(Y, 3) wird
auch ihre Hesse—Matriz, d.h., die m x m—Matrix

2
W(B) = (W;(8)) = (W log L(Y, ﬁ))
iOPj
der zweiten partiellen Ableitungen bendtigt.
Theorem 4.2
o Fir jedes GLM gilt
W(B8) = X R(B)diag(Y; — 11:(8))X —1(8) (34)

wobei I(B) die in (29) gegebene Fisher—Informationsmatriz und R(B) = diag(vi(8)) eine (n x n)-Diagonal-

matriz ist mat ) (s)
1 d°u(s
vi(B) = = 7|s:xTﬂ und u=1woh.

T2 (ds?

o Fiir GLM mait natirlicher Linkfunktion gilt insbesondere

Beweis

e Aus Formel (27) in Theorem 4.1 ergibt sich, dass fiir beliebige 7,k =1,...,m

0 @D dp;
Wir(B) = EIA U;(B) = 8ﬂk ;zw (Yi = 1i(B)) dn; (8)

a?(B)

0 /du; dp; O
Zx”(‘” ) 75 () 73) ~ ™ 7 a5, (B)>'

— Dabei ergibt sich mit der Schreibweise 7; = x; 3 aus Lemma 4.2, dass

dyui L ® o b)) (0 YD (1 1 _ 1o em®
und somit
) o (% (8) ) = 5 (o m) P ().
OB \dn; a2(B) 2 o

— Auferdem gilt
Ow;  dpi On;
OBk dni 0By

e Insgesamt ergibt sich also, dass

lejxlkY i) V; Zz”zlk(dﬂz)Qalg.

e Hieraus und aus der Darstellungsformel (29) fiir die Fisher-Informationsmatrix I(3) ergibt sich (34).

e Weil fiir GLM mit natiirlicher Linkfunktion die Superposition u = v o h die Identitédtsabbildung ist,
gilt in diesem Fall R(3) = 0. Somit ergibt sich (35) aus (34). O
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Beachte Fiir die Beispiele von GLM, die in Abschnitt 4.2 betrachtet worden sind, ergeben sich aus den
Theoremen 4.1 und 4.2 bzw. aus Korollar 4.1 die folgenden Formeln fiir U(8) und W(3).

1. Fiir das lineare Modell EY = X3 mit normalverteilten Stichprobenvariablen (und mit der Linkfunk-
tion g(z) = x) ist (du/dn)(B) die Einheitsmatrix. Somit gilt

Up) = 5 X(Y-XB), W) = - 5 XX, (36)

vgl. auch Abschnitt 2.2.
2. Fiir das logistische Regressionsmodell (mit der natiirlichen Linkfunktion) gilt

UpB) =X"(Y -n), W(B) = —X"diag(m;(1 —m))X, (37)

wobei 7 = (71,...,m,) " und die Wahrscheinlichkeiten 7; so wie in (20) durch 3 ausgedriickt werden
koénnen.

3. Fiir Poisson—verteilte Stichprobenvariablen mit natiirlicher Linkfunktion gilt
UB) =X"(Y-X), W(B) = —X'diag(\))X., (38)

wobel A = ()\1, .. .,)\n)—r und )\1 = ex:,B.

4.3.3 Maximum—Likelihood—Gleichung und numerische Lésungsansitze

e Zur Bestimmung eines Maximum-Likelihood—Schétzers fiir 8 wird die Mazimum—Likelihood—Gleichung
U@p) =o (39)

betrachtet, die im allgemeinen nichtlinear ist und deshalb oft nur mit iterativen Methoden gelost werden
kann.

e Wegen Theorem 4.1 ist die Gleichung (39) dquivalent mit

XTV-1(8) %(ﬁ) (Y — u(B)) = 0. (40)

Beachte

e Aus Korollar 4.1 ergibt sich, dass sich (40) im Fall einer natiirlichen Linkfunktion vereinfacht zu:

X7 (Y - u(B)) = o. (41)
e Weil wir auferdem voraussetzen, dass 0 < 0?(3) < oo fiir jedes i = 1,...,n und dass die Designmatrix
X vollen Spaltenrang hat, ist die Matrix W(8) = — 77*X"V(8)X der zweiten partiellen Ableitungen

negativ definit.

e Somit gilt: Wenn (41) eine Losung hat, dann ist diese Losung ein (eindeutig bestimmter) Maximum-—
Likelihood—Schétzer 3 fiir 3.

Wir diskutieren nun die Grundideen von zwei numerischen Iterationsmethoden zur Lésung der Maximum-—
Likelihood—Gleichung (39). Dabei betrachten wir eine Folge von Zufallsvektoren 3, 3;,...: Q@ — R™, die unter

gewissen Bedingungen gegen einen Zufallsvektor 8 konvergieren, so dass 8 Losung von (39) ist.
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1. Newton—Verfahren

e Sei Bo : 2 — R™ ein geeignet gewdhlter Startvektor, und die Iterationen Bl, . ,Bk seien bereits
berechnet worden.

e Zur Berechnung der (k + 1)-ten Iteration f’)’k 41 aus Bk wird die linke Seite U(3) der Maximum-—
Likelihood-Gleichung (39) ersetzt durch

— die ersten beiden Glieder U(/@k) + W(Bk)(ﬁ - Bk) der Taylor-Reihenentwicklung von U(3) an
der Stelle 3 = 3,..
— Die (k + 1)—te Iteration Bk 41 ist also Lésung der Gleichung

U(By) + W(BL)(B ~By) =o. (42)
e Wenn die Matrix W(,@k) invertierbar ist, dann ergibt sich aus (42), dass
Bk+1 =B, — W H(B,)U(B,), (43)

e Damit die so konstruierte Folge ,@0, ,@1, ... gegen B konvergiert, muss B Losung von (39) sein und der
Startvektor B, muss geniigend nahe bei 3 liegen.

2. Fisher—Scoring

e Wir betrachten nun eine Variante des Newton—Verfahrens, die so genannte Scoring—Methode von Fisher,
bei der die Hesse-Matrix W(3) in (42) durch die Erwartungswertmatrix E W (3) ersetzt wird.

— Dies hat den Vorteil, dass die (m x m)-Matrix E W(3) invertierbar ist.
— Aus den Theoremen 4.1 und 4.2 ergibt sich ndmlich, dass

EW(E) P E(XTR(@)diag(Y; - m(8)X - 1(8))
)
9 2
2 XV e () X,

wobei sich die zweite Gleichheit aus der Identitét EY; = p;(3) ergibt.

— Dabei ist der letzte Ausdruck eine invertierbare (m x m)-Matrix, weil wir voraussetzen, dass die
Designmatrix X vollen Spaltenrang hat und dass (du;/dn;)(8) # 0 fiir jedes i = 1,...,n.

e Anstelle von (43) wird somit die folgende Iterationsgleichung betrachtet:
T T A N AT .
B =B+ (X7 2(B0X) (X 2B, ) B (Y~ w(B) | (44)

wobel

26)=v'®) () wd ()= (%) ®.

e Bei natiirlicher Linkfunktion ergibt sich aus Lemma 4.2, dass

d‘ul 2 1 2 1
an = b2 (6;) = = 0, bzw.  Z(B) = ﬁv(ﬁ).

e In diesem Fall hat dann die Iterationsgleichung (44) die Form:

3k+1 = Bk +7° (XTV(Bk:)X)_l (XT (Y - u(Bk))) .
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Beachte

e Wenn in (44) die Zufallsstichprobe Y durch die so genannte Pseudo-Zufallsstichprobe

Y(8) =X+ (1) B)(Y - u(s)

ersetzt wird, dann lasst sich die Iterationsgleichung (44) in der folgenden Form schreiben:
(XTZ(B1)X)Br1 = X Z(Bi) Y (By,) -

e Diese Gleichung kann als gewichtete Normalengleichung fiir Bk 11 beztiglich der Pseudo-Zufallsstich-
probe Y (3,,) aufgefasst werden, wobei die Gewichte, d.h., die Eintragungen der Diagonalmatrix Z(B i)
ebenfalls von der k-ten Iteration 3, abhéngen.

4.3.4 Asymptotische Normalverteiltheit von ML—-Schitzern; asymptotische Tests

e Der Begriff der Verteilungskonvergenz von Zufallsvektoren wird wie folgt definiert.

— Sei m € N eine beliebige natiirliche Zahl, und seien Z,Z1,Zo, ... : 2 — R™ beliebige Zufallsvektoren.
Man sagt, dass {Z,} in Verteilung gegen Z konvergiert, wenn
lim P(Z, <x)=P(Z < x) (45)

fiir jedes x € R™ mit P(Z = x) = 0. Schreibweise: Z,, 4z

e Wir diskutieren nun asymptotische (Verteilungs—) Eigenschaften von Maximum-Likelihood—Schétzern B flir
B bzw. asmyptotische Tests, wenn der Stichprobenumfang n gegen unendlich geht.
— Dabei betrachten wir lediglich den Fall der natiirlichen Linkfunktion ¢ : G — R

— und indizieren die Zufallsstichprobe Y, die Loglikelihood—Funktion log L(Y, 3), den Scorevektor U(3),
die Fisher-Informationsmatrix I(3) bzw. den ML—-Schétzer 8 jeweils mit n.

1. Asymptotische Verteilungseigenschaften

Unter gewissen Bedingungen (vgl. Abschnitt VII.2.6 in Pruscha (2000)) kann man zeigen: Fiir jedes 3 € R™
mit x; B € O fiir i = 1,2, ... gibt es

e einen konsistenten ML—Schétzer Bn fiir B, d.h., fiir jedes € > 0 gilt

lim Ps(|3, — Bl <&, U,(B,) =0) = 1, (46)

n—oo

e cine Folge {I',} von invertierbaren (m x m)-Matrizen, die von B abhingen kénnen und fir die
limy, o I';, = 0 gilt,

e sowie eine symmetrische und positiv definite (m x m)-Matrix K(3), so dass

lim T L,(8)T, = K (3) (47)

n—oo

T, (B, - 8) 5 N(0,K(B)  baw.  2(log Lu(Yn,B,) —log La(Yn,B8)) ~5 X2, (48)
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2. Asymptotische Tests

e Bei grofsem n kann zur Konstruktion eines asymptotischen Tests fiir das Hypothesenpaar

Hoy: B =P, V8. Hy:B# B,
die Testgrofe R
betrachtet werden. Wegen (48) wird dabei Hy abgelehnt, wenn T}, > x2, ;-

e Von besonderem Interesse ist die Nullhypothese Hy : 3 = o. Wenn diese abgelehnt wird, dann kdnnen
speziellere Hypothesen getestet werden, zum Beispiel fiir jedes i = 1,..., m die Hypothese Hy : §; = 0.

Beachte
e Wenn I,,(8) positiv definit fiir jedes hinreichend grofse n ist und wenn

lim I71(8) =0, (49)

n—oo

V2 (47) und (48) gesetzt werden, so dass K(3) die Einheitsmatrix ist.

e In (37) hatten wir gezeigt, dass im logistischen Regressionsmodell I,,(3) = XTdiag(m(l — m))X gilt.

dann kann I, = I,,

— Weil wir voraussetzen, dass 0 < m;(8) < 1 fir jedes ¢ = 1,2,... und dass die Designmatrix X
vollen Spaltenrang hat, ist die Matrix I,,(3) in diesem Fall positiv definit.

— Wenn aufierdem inf;>q m;(1 — m;) > 0 und wenn die Eintragungen z;; der Designmatrix X so
gewéhlt werden, dass lim,, o (XTX)_1 = 0, dann gilt auch (49).
e Sei nun K(3) die Einheitsmatrix. Wegen (47) und (48) wird dann Hy : 8; = 0 abgelehnt, wenn

~

(8,),]
(L(B.),

wobei 21_q /2 das (1 — «/2)-Quantil der N(0, 1)-Verteilung ist.

> Rl—a/2 > (50)

4.4 Gewichteter KQ—-Schatzer bei kategorialer Regression

Anstelle des in Abschnitt 4.3 diskutierten Maximum-Likelihood—Ansatzes zur Schitzung des Parametervektors
B betrachten wir nun fiir das kategoriale Regressionsmodell noch einen gewichteten K@Q-Schditzer fir 3.

4.4.1 Schitzung des Erwartungswertvektors

Zur Erinnerung (vgl. Abschnitt 4.2.2): Im binéiren kategorialen Regressionsmodell sind die Stichprobenvariablen
Y1,...,Y, Bernoulli-verteilt, d.h., sie konnen nur die Werte 0 bzw. 1 mit positiver Wahrscheinlichkeit annehmen.

e Dabei verwenden wir so wie bisher die Schreibweise
m=PY; = 1) (=ui — EYZ») Vi=1,....n,

wobei vorausgesetzt wird, dass 0 < m; < 1 fiir jedes i = 1,...,n.

e In diesem Fall werden also die Wahrscheinlichkeiten 1, ..., m, iiber eine Linkfunktion ¢ : (0,1) — R mit
dem Parametervektor 3 verkniipft, d.h.,

(9(m1); .- 9(m)) | = XB. (51)
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e Um die Vektoren 7 = (my,...,m,)" bzw. g(w) = (g(m),... ,g(wn))T schétzen zu kénnen, nehmen wir an,
dass wir fiir jedes i = 1,...,n jeweils n; > 0 unabhéngige und identisch verteilte ,JKopien” Y;i,..., Y, von
Y; beobachten kénnen. Der Gesamtstichprobenumfang ist dann gleich 7| n;.

e Fiir jedesi=1,...,n ist

N 1 N4
o= Z; Yi; (52)
i=

1

ein natiirlicher Schétzer fiir ;.

e Hieraus ergeben sich die Schiitzer & = (71,...,7,) " bzw. g(%) = (9(71), ... ,g(%n))—r fiir v bzw. g(m).

Man kann sich leicht iiberlegen, dass der Schéitzer @ erwartungstreu fiir /v ist und dass seine Kovarianzmatrix
K(7) = (Cov (7;,7;)) die folgende Form besitzt.

Lemma 4.3 FEs gilt

Ew=m, und  Varm; = m(1—m;)/n; (53)
und
K(w) = diag(VarT;) . (54)
Beweis Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, dass die Zufallsvariablen ni71,...,n,m,
unabhéingig und binomialverteilt sind mit n;7; ~ B(n;, ;) fir jedes i = 1,...,n. a
Auferdem ergibt sich aus dem folgenden zentralen Grenzwertsatz, dass der Schitzer g(7) = (9(71), ... ,g(%n))—r
asymptotisch normalverteilt ist.
Theorem 4.3 Wenn n; — oo fir jedesi =1,...,n, so dass
"o
@HMG[LOO) Vi=1,...,n, (55)
n
dann gilt
n /2 a4
(> m) " (6@ —g(m) - N(o.K). (56)
wobei
K = diag(«;) und ;i = Xi(gW (m)2mi (1 —m) . (57)
Beweis

e Weil wir voraussetzen, dass die Linkfunktion g : (0,1) — R zweimal stetig differenzierbar ist, ergibt
sich durch Taylor-Reihenentwicklung, dass fiir jedes i =1,...,n

9@) —g(m) = gV(m) @ —m) +9@(Z) (7 —m)" = ¢V (m)(F —m) + Ri.
wobei R; = g(z)(Zl-)(ﬁi — m)z und Z; : © — R eine Zufallsvariable ist, deren Werte zwischen 7; und
m; liegen.
e Aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsva-

riablen (vgl. Theorem WR-5.16) ergibt sich, dass

nl/Q(ﬁi_m) LN(O,M(l_M)) Vi=1,...,n. (58)

3



4 VERALLGEMEINERTE LINEARE MODELLE 98

e Weil 77; — m; — 0 und somit auch Z; — m; — 0 bzw. g(z)(Zi) — ¢g® (m;) mit Wahrscheinlichkeit 1, gilt

aulerdem, dass n}/ 2Ri .0 baw.

n 1/2
n 1/2 M
(3" n) R = (ZJH> 2R, 2.
J=1 n;

e Insgesamt ergibt sich also mit Hilfe des Satzes von Slutsky (vgl. die Theoreme WR-5.9 und WR-5.11),
dass

n 12, Z?Zlnj 12 . 12 n 1/2
(X mi) " (s) —gm) = <n> gl F =)+ (3 m) R
4, N(0, Ai(gW (i) (1 — ™)) -

e Weil die Zufallsvariablen g(7) — g(m1),...,9(7;) — g(m;) unabhéngig sind, ist damit die Behauptung
bewiesen. O

4.4.2 Asymptotische Normalverteiltheit des KQ—-Schitzers

Durch die Gestalt der asymptotischen Kovarianzmatrix K in Theorem 4.3 wird der folgende Ansatz zur Schitzung
des Parametervektors 3 motiviert.

e Ahnlich wie in Abschnitt 2.1 betrachten wir hierfiir die Methode der kleinsten Quadrate zur Bestimmung

eines Schétzers B flir die unbekannten Regressionskoeffizienten (1, ..., Gp,.
e Und zwar soll ein Zufallsvektor ﬁ = (Bl, cee Bm)T bestimmt werden, so dass der gewichtete quadratische
Fehler )
- (g(@) - x; )
() = Y LWE_ B (59

fir 3 = 3 minimal wird, wobei 0% = (Z?Zl nj/n;) (g (#;))?7;(1 — 7;) und vorausgesetzt wird, dass die
Gewichte 52 positiv sind.

Beachte

e Die gewichtete Summe e(3) der quadrierten Residuen (g(ﬁi) —x; 5)2 in (59) kann wie folgt dargestellt
werden: Mit der Schreibweise K = diag(52) gilt

e(B) = (g(7) — XB) 'K ! (g(7) — XB) . (60)

e Genauso wie im Beweis von Theorem 2.1 lasst sich zeigen, dass der gewichtete quadratische Fehler
e(0) genau dann minimal ist, wenn B Losung der folgenden Normalengleichung ist:

XTK'X3=X"K 'g(#). (61)
e Weil die Matrix X TK~1X invertierbar ist, hat (61) die cindeutig bestimmte Lésung
B=XTK'X)"'XTK 'g(7). (62)

Wir zeigen nun, dass der gewichtete KQ—-Schétzer B in (62) asymptotisch normalverteilt ist, wenn die (Teil-)
Stichprobenumfange n; fiir jedes i = 1,...,n unbegrenzt wachsen.

Hierflir bendtigen wir die folgenden vektoriellen Versionen des Satzes von Slutsky (vgl. die Theoreme WR-5.9
und WR-5.11) sowie des ,Continuous Mapping Theorems” (vgl. Theorem WR~-5.12).
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Lemma 4.4

o SeimeN, seien Y, Y,,,Z, : QQ — R™ beliebige Zufallsvektoren tiber einunddemselben Wahrscheinlichkeits-
raum, und sei ¢ € R™.

e WennY, Y und Z, 4, c, dann gilt Y, + Z, Ly + ¢ und YIZn 4Ty
Lemma 4.5

o Seim € N, seien Z,Z1,2Z5,... : Q — R™ beliebige Zufallsvektoren, und sei p : R™ — R eine stetige
Funktion.

e Dann gilt p(Z,) N o(Z), wenn Z, 4z

Die Beweise der Lemmas 4.4 und 4.5 verlaufen &hnlich wie die Beweise der Theoreme WR-5.9, WR-5.11 bzw.
WR~-5.12. Sie werden deshalb hier weggelassen.

Theorem 4.4 Wenn n; — oo fir jedes i =1,...,n, so dass
" on
%—w\ie[l,oo) Vi=1,...,n, (63)
dann gilt
n 2 d _ -1
() B 8) = N, (xTKX) ). (64)

wobei K = diag(oy;) die in Theorem 4.3 betrachtete Diagonalmatriz ist.

Beweis
Aus der Definitionsgleichung von 3 in (62) ergibt sich, dass
B-p = XTK'X)'XTR'g#) -8 = (XR'X) XK (g(7) - XB)
= (X'K'X)"'X"TK'(g(7) - g(m)),

wobei in der letzten Gleichheit verwendet wurde, dass g(w) = X3; vgl. (51).

In Theorem 4.3 hatten wir gezeigt, dass

(Xm) (&) - g(m) -4 N(0,K),

=1

wobei die asymptotische Kovarianzmatrix K in (57) gegeben ist.

Auferdem gilt KL K, wenn n; — oo fiir jedesi=1,...,n.

Insgesamt ergibt sich hieraus mit Hilfe
— des Satzes von Slutsky (vgl. Lemma 4.4),
— des ,,Continuous Mapping Theorems” (vgl. Lemma 4.5) sowie
— des Theorems 1.3 iiber die Lineartransformation normalverteilter Zufallsvektoren,

dass
1/2

(> m) (B-8)

(X0 n) XTRX) X TR (g(R) - ()

Jj=

n 1/2 ~ ~ _
— (Z 1nj) / XTK'X) ' XTKH((XTK!'X)'XTK™) !
J:

o1

x (XTK'X)'XTK ! (g(7) — g(m))
L No, (XTK'X) "' XK ) K (X' K'X)"'X"K)")
— N(o,(XTK'X) 7). 0
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Beachte

e Wenn ni + ...+ n, eine grofe Zahl ist, dann kann zur Konstruktion eines asymptotischen Tests fiir
das Hypothesenpaar Hy : 5; = 0 vs. Hy : 3 # 0 die Testgrofe

e (5 m) AR

betrachtet werden, wobei %n das i-te Diagonalelement der Matrix K= (XTIA(’lX)f1 ist.
e Wegen Theorem 4.4 wird dabei Hy abgelehnt, wenn [T’ > z1_q /2.

4.4.3 Bewertung der Anpassungsgiite

Ein wichtiges Problem ist die Wahl einer geeigneten Designmatrix X, um das Modell g(w) = X8 moglichst gut
an die vorliegenden Daten anzupassen. Das folgende Resultat kann zur Beantwortung dieser Frage dienen.

Theorem 4.5 Unter den Bedingungen von Theorem 4.3 gilt

~

> (8(7) - XB) 'K (g(7) - XB) - X (65)

Beweis

e In Theorem 4.3 hatten wir gezeigt, dass der Zufallsvektor (3-_, nj)l/ ? (g(7) — XB) néherungsweise
N(o, K) verteilt ist.
o Weil B x, B3 und K K, ergibt sich die Behauptung mit Hilfe
— des Satzes von Slutsky (vgl. Lemma 4.4),
— des ,,Continuous Mapping Theorems” (vgl. Lemma 4.5) sowie
— des Theorems 1.9 {iber quadratische Formen von normalverteilten Zufallsvektoren. O

Beachte

o Wegen Theorem 4.5 kann die Grofe Y-7_ n; (g(7) — Xﬁ)TIA{_1 (2(7) —XB) als Mazahl fiir die Giite
der Anpassung des Models g(m) = X3 an die vorliegenden Daten aufgefasst werden.

e Dabei wird die Anpassungsgiite als hinreichend gut eingeschétzt, wenn

~

Sy (g(®) —XB) K (g(®) —XB) < i a-
j=1

e Andererseits sollten die Dimensionen von X moglichst klein sein, d.h. insbesondere, dass fiir jedes
i=1,...,m die Nullhypothese des Tests Hy : 3; = 0 vs. H; : 3; # 0 klar abgelehnt werden sollte.
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5 Tests von Verteilungsannahmen

e In diesem Kapitel bezeichnen wir die Stichprobenvariablen mit Xi, ..., X,,, wobei wir von jetzt an stets
voraussetzen, dass Xi,...,X, : £ — R eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen ist.

e Die Annahmen, die wir bisher iiber die Verteilung P der Stichprobenvariablen X1, ..., X,, gemacht haben,
waren entweder rein qualitativ (diskrete bzw. absolutstetige Verteilung) oder parametrisch, wobei in diesem
Fall vorausgesetzt wurde,

— dass P zu einer parametrischen Familie { Py, 6 € O} von Verteilungen mit © C R™ gehort
— und dass lediglich der Parametervektor § = (01,...,60,,) " bzw. ein Teil seiner Komponenten unbekannt
ist.

e Im Folgenden diskutieren wir nun so genannte Anpassungstests, die in der englischsprachigen Literatur
Goodness—of-Fit—Tests genannt werden.

— Dabei betrachten wir zunéchst einen Test, um die Hypothese Hy : P = Py zu verifizieren, dass die
Verteilung P der Stichprobenvariablen gleich einer vorgegebenen (hypothetischen) Verteilung P ist.

— Anschliefend konstruieren wir Tests, um zu priifen, ob P zu einer vorgegebenen (parametrischen)
Klasse von Verteilungen {Py, 0 € O} gehort.

5.1 Kolmogorow—Smirnow—Test
5.1.1 Empirische Verteilungsfunktion; KS—Teststatistik

e In der Literatur werden verschiedene Tests vorgeschlagen, um die Hypothese Hy : P = P, zu verifizieren,
dass die Verteilung P der unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen X, ..., X,, gleich einer
vorgegebenen Verteilung Fy ist.

e Ein solches Verfahren ist der Kolmogorow-Smirnow-Test, der auf der Untersuchung der in Abschnitt I-1.5
eingefiihrten empirischen Verteilungsfunktion F, : R x R™ — [0, 1] beruht, wobei

ol 1 << < ¢
Fn(t;xl,...,xn):#{z STSN, Ty S }

(1)

n

e Dabei wird die Stichprobenfunktion T, : R — [0, c0) betrachtet mit

To(21,. .. 20) = /1 suﬂg|ﬁn(t;m1,...,xn) — Fy(t)]. (2)
te

e In Abschnitt I-1.5.3 hatten wir gezeigt, dass die Verteilung der KS-Teststatistik T, (X1, ..., X,) nicht von
Py abhéngt, wenn vorausgesetzt wird, dass die zu Py gehorende Verteilungsfunktion Fy : R — [0, 1] stetig
ist, vgl. Theorem I-1.19.

o Sel Sp1—q das (1 — «)—Quantil der Verteilung von T,,(X7,...,X,,) unter einer beliebigen stetigen Vertei-
lungsfunktion Fy. Der Kolmogorow—Smirnow—Test verwirft die Nullhypothese Hy : P = Py, wenn

Tn($1,...,$n) > Spl—q - (3)

Beachte

e Die Quantile s,, 1, lassen sich durch Monte-Carlo—Simulation bestimmen, wobei die Verteilungsfunk-
tion Fy der Standard—Gleichverteilung in [0, 1] zugrunde gelegt werden kann, vgl. Korollar I-1.3.
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e Wenn nicht vorausgesetzt wird, dass Fj stetig ist, dann liefert die in (3) betrachtete Entscheidungsregel
einen Test, dessen Niveau kleiner als « sein kann.

e Wenn jedoch das Quantil s/ von T, (Xy,...,X,) unter Fy (beispielsweise durch MC—Simulation)

n,l—«
bestimmt werden kann, dann ist durch T),(z1,...,7,) > s;,;_, auch bei unstetigem Fy ein Test

gegeben, der das Niveau « ausschopft.

5.1.2 Asymptotische Verteilung

Wir untersuchen nun die asymptotische Verteilung der in (2) eingefithrten KS—Teststatistik T,, (X1, ..., X, ), wenn
n — oo. Hierfiir stellen wir zunéchst einige Hilfsmittel bereit.

Insbesondere bendtigen wir den folgenden Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen von Zufallsvektoren,
der eine mehrdimensionale Verallgemeinerung von Theorem WR-5.20 ist und den wir hier ohne Beweis angeben.

Lemma 5.1 Seim € N, und seien Z,Z1,Zs,...: Q — R™ beliebige Zufallsvektoren mit den charakteristischen
Funktionen ¢z, bzw ¢z. Es gilt Z, 4, Z genau dann, wenn

lim ¢z, (t) = pz(t) VteR™. (4)

n—oo

Aufierdem benétigen wir einen multivariaten zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unabhéngigen und iden-
tisch verteilten Zufallsvektoren,

e dessen Beweis mit Hilfe von Lemma 5.1 auf den entsprechenden zentralen Grenzwertsatz fiir reellwertige
Zufallsvariablen (vgl. Theorem WR-5.16) zuriickgefiihrt werden kann.

e Dieser Ansatz wird in der englischsprachigen Literatur Cramér—Wold—Device genannt.

Lemma 5.2

e Seim €N, und sei Zy,Zs,...: Q2 — R™ eine Folge von unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvek-
toren mit Erwartungswertvektor p = (pi1, ..., ptm) | und Kovarianzmatriz K.
e Dann gilt
Zi1+...+7Z,)—
lim IP’(( 1+ H Zn) gx) = Pk (x) Vx e R™, (5)
n—oo \/ﬁ

wobei Pk : R™ — [0,1] die Verteilungsfunktion der N(o, K)—Verteilung bezeichnet.

Beweis
e Sei Z,, = (Zn1,..., an)T. Wegen Lemma 5.1 ist die Verteilungskonvergenz (5) damit dquivalent, dass
fiir jedes t € R™
Jim o (t) = ¢(t), (6)

— wobei @, (t) die charakteristische Funktion von (Z; + ...+ Z,, — nu)//n ist mit

N, (Zig et Zay) —
n(t) =E t;
on(t) exp(lj;g T )

— und @(t) die charakteristische Funktion der N(o, K)-Verteilung ist mit

o(t) = exp(— % tTKt) . (7)
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e AufBlerdem kann man sich leicht iiberlegen, dass

o J:%(ij — Hj) o
on(t) =E exp<1 kz::l Tn Vt=(t1,...,tm) €R (8)
und . .
E (Z t:(Znj — ,m) =0, Var (Z t:(Zn; — uj)) —t'Kt VkeN. 9)
Jj=1 j=1

e Wenn t' Kt = 0, dann ergibt sich aus (9),
— dass 37, t;(Zk; — p1j) = 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir beliebige £ = 1,...,n und n > 1.
— Hieraus und aus (7) — (8) folgt, dass ¢, (t) =1 = (t) fir jedes n > 1, d.h., (6) gilt.
e Sei nun t' Kt > 0.
— Aus (8) ergibt sich, dass die Zahl ¢, (t) der Wert der charakteristischen Funktion der reellwertigen
Zufallsvariable >, 77 | ¢;(Zk; — 1;)/+/n an der Stelle 1 ist.

— Auflerdem ergibt sich aus (7), dass ¢(t) der Wert der charakteristischen Funktion der (eindimen-
sionalen) Normalverteilung N(0,tT Kt) an der Stelle 1 ist.

— Andererseits folgt aus Theorem WR-5.16, d.h., aus dem (1-dimensionalen) zentralen Grenzwert-
satz fiir Summen von unabhéngigen und identisch verteilten (reellwertigen) Zufallsvariablen, dass
fiir n — oo

n i ti(Zkj — 1)
3 HT 4 N(0,tTKt). (10)

k=1
— Hieraus, aus (7) — (8) und aus Theorem WR-5.20, d.h., aus dem Stetigkeitssatz fiir charakteristische
Funktionen von reellwertigen Zufallsvariablen ergibt sich nun die Giiltigkeit von (6). O

Der folgende Grenzwertsatz, der bereits in Abschnitt I-1.5.3 erwdhnt wurde, liefert eine Néherungsformel fiir die
Verteilungsfunktion von 7, (X1, ..., X,) bei grokem Stichprobenumfang n.

Theorem 5.1 Die Verteilungsfunktion Fy : R — [0, 1] sei stetig. Unter Hy : P = Py gilt dann

lim P(T,(X1,...,Xn) <) = K(z) VreR,

n—oo

wobei K : R — [0, 1] die Verteilungsfunktion der sogenannten Kolmogorow—Verteilung ist mit

o0
1—2 3 (-1 texp(—2k*2?), wenn x>0,
K(x) = k=1 (11)

0, wenn x < 0.

Beweis

e Wir skizzieren hier lediglich die Beweisidee, denn der komplette Beweis von Theorem 5.1 (vgl. z.B. A.
van der Vaart und J. Wellner (1996)) geht iiber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus,

— weil er relativ tiefliegende Hilfsmittel aus der Theorie der stochastischen Prozesse erfordert, die in
den Kursvorlesungen nicht behandelt werden.

— Dabei wird insbesondere der Begriff der Verteilungskonvergenz in Funktionenrdumen sowie ein so
genannter funktionaler zentraler Grenzwertsatz benotigt,

— der als eine (unendlich dimensionale) Verallgemeinerung der klassischen zentralen Grenzwertsét-
ze fiir Summen von rellwertigen Zufallsvariablen (vgl. Abschnitt WR-5.3) bzw. von endlich—
dimensionalen Zufallsvektoren (vgl. Lemma 5.2) aufgefasst werden kann.
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Beachte

Weil die Verteilung von T,,(Xi,...,X,) nicht von Fj abhéngt (vgl. Theorem I-1.19), kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dass F die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung in [0, 1] ist, d.h., Fy(¢) = ¢
fiir jedes ¢ € [0, 1].

— Um die asymptotische Verteilung von T,,(X7, ..., X,) flr n — oo zu untersuchen, verwenden wir
dabei die abkiirzende Schreibweise
Bo(t) = vn (Eu(t; X1,..., X)) — Fo(t))  Vtelo,1], (12)

— wobei die Familie von Zufallsvariablen {B,,(t), t € [0,1]} ein stochastischer Prozess ist, der in der
Literatur empirischer Prozess genannt wird.

Fiir beliebige t1, ..., tm € [0,1] gilt dann /1 (By(t1), - .., Bal(tm)) = iy (Yi(t1) —t1, ., Yi(tm) —tm),

wobei

1, wenn X; <t

Yilty)=1{ T
0, wenn X; > tj.

— Der Zufallsvektor v/n(By(t1),. .., Bn(tm)) lisst sich somit fiir jedes n > 1 als Summe von n
unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvektoren mit Erwartungswertvektor o darstellen,
dessen Kovarianzmatrix K = (Ufj) durch o7; = min{t;, t;} — t;t; gegeben ist.

— Aus Lemma 5.2 ergibt sich nun, dass fiir n — oo

(Bu(t1), -, Bu(tm)) —= (B(t1), ..., B(tm)) , (13)
wobei (B(t1), ..., B(ty)) ein normalverteilter Zufallsvektor ist mit (B(t1), ..., B(tm)) ~ N(o,K).
— Hieraus und aus dem Continuous—Mapping—Theorem fiir Zufallsvektoren (vgl. Lemma 4.5) folgt,

dass
max /1| Fy(t; X1, ..., Xp) — Folts)| - _max [B(t;)], (14)

i=1,...,m
Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Verteilung N(o, K) des Zufallsvektors (B(t1), ..., B(ty,)) als
— endlich-dimensionale Verteilung des so genannten Brownschen Briickenprozesses {B(t), t € [0, 1]}
mit B(t) = X (t) —tX (1) aufgefasst werden kann, wobei {X (), t € [0, 1]} ein (Standard—) Wiener—
Prozess ist,
— d.h., {X(t), t € [0,1]} ist ein stochastischer Prozess mit stetigen Trajektorien und unabhingigen
Zuwichsen, so dass X(0) = 0 und X (t2) — X (t1) ~ N(0,t2 — t1) fiir beliebige t1,t2 € [0, 1] mit
t; < tg, vgl. Abschnitt 2.4 des Skriptes zur Vorlesung ,Wahrscheinlichkeitstheorie”.
Mit Hilfe der Theorie der Verteilungskonvergenz in Funktionenrdumen sowie eines entsprechenden funk-
tionalen zentralen Grenzwertsatzes kann man nun zeigen, dass nicht nur die ,endlich—dimensionalen”
Konvergenzen (13) und (14) gelten, sondern dass dariiber hinaus auch

(Ba(t). t € [0,1]) = (B(®), t € [0,1)) (15)
bzw.
tren[g,)i] \/E|F\n(t;X1a s 7Xn) - FO(U‘ i) tren[(jafl(]|B(t)’ : (16)

Auferdem kann man zeigen, dass die Verteilungsfunktion des Maximums max;eo,1)| B(t)| der Brown-
schen Briicke {B(t), t € [0,1]} durch (11) gegeben ist.

Wegen Theorem 5.1 wird bei hinreichend groffem Stichprobenumfang (als ,,Faustregel” gilt n > 40, vgl.
die Bemerkung am Ende von Abschnitt I-1.5.3) die Hypothese Hy : P = Py abgelehnt, wenn

To(z1, .. Tn) > &0,

wobei &;_,, das (1 — a)—Quantil der in (11) gegebenen Kolmogorow—Verteilung bezeichnet, d.h., & _,
ist Losung der Gleichung K(&1-4) =1 — a.
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5.1.3 Giiteeigenschaften; punktweise und gleichméfiige Konsistenz

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Giiteeigenschaften des Kolmogorow—Smirnow—Tests.
Um die (punktweise) Konsistenz des KS—Tests zu zeigen, bendtigen wir den Satz von Gliwenko—Cantelli (vgl.
Theorem 1-1.18), d.h., dass

IPFD( lim sup |F, (6 X1, ..., X,) — Fo(t)| = 0) —1. (17)

n—oo teER
Theorem 5.2  Die Verteilungsfunktion Fy : R — [0,1] sei stetig. Dann ist der Kolmogorow-Smirnow—"Test

punktweise konsistent fiir jede Verteilungsfunktion F der Stichprobenvariablen mit F' # Fy, d.h., es gilt

lim Pp (T, (X1,...,X5) > Sn1-a) = 1. (18)

n—oo

Beweis

e Aus (17) ergibt sich, dass fiir jedes F # Fy

]PF( lim sup |F, (6 X1, ..., X,) — Fo(t)| > 0) 1.

e Hieraus folgt, dass T, (X1,...,X,) — oo mit Wahrscheinlichkeit 1 unter F' # Fj.

o Weil sp,1-0 — &1—a < o0 fiir n — o0, wobei &1_, das (1 — a)-Quantil der in (11) gegebenen

Kolmogorow—Verteilung ist, gilt auch, dass T;,(X1,...,Xpn) — (Sn,1—a — &1-a) L5 5 und somit
nlLIl;:OPF(Tn(Xl,,Xn) > Sn,l—a) = nlin;oPF(T"(Xl”X") — (Sn,l—oz 751_04) > gl—a)
= lim IPF(Tn(Xl,,Xn) >€1—a) =1. 0

Beachte

e In Verschéirfung von Theorem 5.2 kann man zeigen, dass der KS—Test auch gleichmdfig konsistent ist,
wenn der Kolmogorow—Abstand

di(An; Fo) = inf sup |F(t) — Fy(t 1
K (Ani Fo) = Jnf sup (1) = Fo(t)] (19)

zwischen der Familie A,, der alternativen Verteilungsfunktionen und der (hypothetischen) Verteilungs-
funktion Fj mit wachsendem Stichprobenumfang n nicht zu schnell gegen 0 konvergiert.

e Hierfiir bendtigen wir die folgende Verschéarfung des Satzes von Gliwenko—Cantelli, die in der Literatur
die Ungleichung von Dworetsky—Kiefer—Wolfowitz genannt wird und die wir hier ohne Beweis angeben.

Lemma 5.3  Fiir beliebige ¢ > 0 und n > 1 gilt

Pp (sup |ﬁn(t;X1, X)) = F(t)] > c) < Cexp(—2nc?), (20)
teR

wobei C < 2 eine universelle Konstante ist, die nicht von F abhdngt.
Beachte
e Aus Lemma 5.3 folgt, dass es fiir jedes € > 0 ein ¢/ > 0 gibt, das nicht von F' abhéngt und dass

inf Pp(ﬁ sup |E(t; X1,..., X)) — F(#)] < c') >1-—c. (21)
n21 teR



5 TESTS VON VERTEILUNGSANNAHMEN 106

e Um dies zu sehen, geniigt es fiir € € (0,1), den Schwellenwert ¢ in (20) so zu wahlen, dass ¢ = ¢/ //n,

wobei
1 €
/
=y 3! (*>
¢ 20g C

e Weil ¢’ nicht von F abhéngt, gilt aufierdem, dass es fiir jedes € > 0 ein ¢’ > 0 gibt, so dass
inf Pr, (Vi sup |Fu(t: X1, Xo) = Fa(t)] <€) 21—, (22)
nz teR
wobei {F,} eine beliebige Folge von Verteilungsfunktionen ist.
Mit diesen Hilfsmitteln konnen wir die bereits oben erwahnte gleichméfige Konsistenz—Eigenschaft des KS—Tests
fiir den Fall zeigen, dass der Kolmogorow—Abstand dg (A,; Fy) zwischen der Familie A,, der alternativen Vertei-

lungsfunktionen und der (hypothetischen) Verteilungsfunktion Fy mit wachsendem Stichprobenumfang n nicht
zu schnell gegen 0 konvergiert.

Theorem 5.3 Wenn es eine Folge {3, } positiver Zahlen mit §,, — oo gibt, so dass

Vn dg (A Fo) > 6, Vn>1, (23)
dann gilt
HILH;O FlenAfn Pr (Tn(X1, ey X)) > sn,l,a) =1. (24)
Beweis

e Sei {4, } eine Folge positiver Zahlen mit §,, — oo, fiir die (23) gilt, und sei {F),} eine beliebige Folge
von Verteilungsfunktionen, so dass fiir jedes n > 1

F,e A, und somit Vn dg (Fp; Fo) > 6, , (25)

wobei dg (Fy; Fo) = sup,eg |[Fn(t) — Fo(t)|.

e Es geniigt zu zeigen, dass
lim Pg, (T,(X1,...,Xn) > Sni-a) =1. (26)

— Aus der Dreiecksungleichung ergibt sich, dass
A (Fn, Fo) < di(Fp, Fp) + dc (Fpy Fy) .
— Hieraus und aus (25) folgt, dass
To(X1,. .., Xp) > 60 — VR dg(F,, Fy).
— Folglich gilt
Pr, (Tn( X1y, Xn) > $ni-a) > Pr, (Vi di(Foy Fn) < 8 — $n1-a) - (27)
o Weil s,,1—q — §1-o < 00 und somit &,, — S,,1—q — 00 fiir n — oo, ergibt sich die Giiltigkeit von (26)
aus (22) und (27). O
Beachte

o Die Bedingung (23) ist insbesondere dann erfiillt, wenn dg (A, ; F) > d fiir jedes n > 1 und ¢ > 0 eine
Konstante ist, die nicht von n abhéngt.
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e Wenn /n dg (Fy; Fy) > 0, und 6, > Sp.1—4, dann ergibt sich aus (27), wobei die rechte Seite dieser
Ungleichung mit Lemma 5.3 (fiir F' = F,,) weiter nach unten abgeschéitzt wird, dass fiir jedes n > 1
die folgende (nicht asymptotische) untere Schranke fiir die Macht des KS—Tests gilt:

Pr, (To(X1,-. s Xn) > $n1a) > 1— 2exp<—2(5n - sn,l,a)2) . (28)

e Bei vorgegebenem (endlichem) Stichprobenumfang n < oo kann die ,Ablehnungswahrscheinlichkeit”
Pg, (Tn(X1, ey X)) > sn,l,a) jedoch kleiner als « sein.

Andererseits kann die (asymptotische) Macht des KS—Tests beliebig klein werden, d.h., beliebig nahe bei « sein,
wenn der Kolmogorow—Abstand dg (A,; Fy) zwischen der Familie A,, der alternativen Verteilungsfunktionen und

der (hypothetischen) Verteilungsfunktion Fj mit wachsendem Stichprobenumfang n hinreichend schnell gegen 0
konvergiert,.

Theorem 5.4

o Sei {F,} eine beliebige Folge von stetigen Verteilungsfunktionen, so dass

lim vn dg(F,; Fy) = 0. (29)
e Dann gilt
limsup Pp, (T (X1,...,Xy) > Sp1—a) < . (30)
Beweis

e Aus der Dreiecksungleichung ergibt sich, dass
Pp, (Tn(X1,..., Xn) > sni-a) < Pr, (V0 dic (Fp; F) + v/n dic (F; Fo) > Sni-a) -

e Hieraus und aus (29) ergibt sich die Giiltigkeit von (30), weil die Verteilung von v/ni dg (F,; F,,) unter
F,, nicht von n abhangt. ([l

5.2 x’-Anpassungstest

Wir diskutieren nun einen asymptotischen Anpassungstest, wobei eine Testgrofe betrachtet wird, die bei groflem
Stichprobenumfang niherungsweise y2-verteilt ist. Dabei wird jedoch im allgemeinen nicht die in Abschnitt 5.1
analysierte Hypothese

Hy:P =P, (Versus H : P+ PO) (31)

betrachtet, denn wir ,yvergrobern” das Modell der Zufallsstichprobe (X7, ..., X,) durch Klassenbildung.

5.2.1 Klassenbildung; Pearson—Statistik

e Fiir eine (hinreichend grofe) natiirliche Zahl r zerlegen wir den Wertebereich der Zufallsvariablen X, ..., X,
in r Klassen (a1, b1],..., (ar,b,] mit
—0o<a<bp=ay<by=...=a,<b. <00.
e Anstelle der Stichprobenvariablen X, ..., X, betrachten wir die ,Klassenstarken” Zy, ..., Z,., wobei

Zi=#{i:1<i<n,a; <Xi<bj} Vji=1,...r. (32)
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Wir zeigen zuniichst, dass der Zufallsvektor (Z3,..., Z,) multinomialverteilt ist mit den Parametern n > 1 und

p:(pl,...,pr_l)TE[O,I]T_l, wobel p; =P(a; < X3 <by) Vi=1,...,7r—1.

Lemma 5.4 Fir beliebige natirliche Zahlen ky,..., k. >0 mit ki1 + ...+ k. =n gilt

n!

P(lekl,---,zrzkr)zmp

L (33)
wobei pr =1 — (p1+ ... +pr_1).

Beweis

e Weil die Zufallsvariablen X, ..., X,, unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt

n
P(X: € (ai,,bi,),- o X € (ai,,bi,]) = [[Plai, < X2 <bi)) =pi* .. .pfr (34)
j=1
fiir jede Folge von Intervallen (a;,,b;],. .., (a;,,b;, ], die kj-mal das Intervall (ay,b1],..., k--mal das

Intervall (a,b,| enthélt.

e Die Behauptung (33) ergibt sich nun durch Summation der in (34) betrachteten Wahrscheinlichkeiten
iiber sdmtliche Permutationen von Folgen (a;,,b;,], ..., (a;,,b;, ] dieser Art. O

Beachte

e Die Multinomialverteilung mit den Parametern n > 1 und p = (p1,...,p,—1)" € [0,1]"~! bezeichnen
wir mit M,_1(n, p). Man kann sich leicht iiberlegen, dass fiir r = 2 die Multinomialverteilung M (n, p;)
mit der Binomialverteilung Bin(n, p;) {ibereinstimmt.

e Anstelle das Testproblem (31) zu untersuchen, priifen wir die Hypothese Hy : p = po (gegen die
Alternative Hj : p # po) fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Parametervektor

-1
> poi < 1.
1=1

Po = (Po1, - - apO,r—l)T e (0,1) ! mit

r

— Wir zerlegen also die Familie A der insgesamt in Betracht gezogenen Verteilungen der Stichpro-
benvariablen X1, ..., X, in die Teilmengen

A():{PZIPP(CLJ'<X1Sbj):p0jv‘j:1,...,7"fl} bzw. AliA\AO (35)

— Dabei betrachten wir die Stichprobenfunktion 7}, : R™ — [0, c0) mit

T 2
(Z-(xl, B npoj)
To(x1,.. ., 2n :E J , 36
(@1 ) — npo; %)
=
— wobei Z;(x1, ..., z,) die Anzahl derjenigen Stichprobenwerte z1, . . ., x,, bezeichnet, die im Intervall

(aj,b;] liegen.
e Unter Hy : p = po gilt EZ;(Xy,...,X,) = npo; fir jedes j € {1,...,r}.
— Es ist deshalb sinnvoll, die Hypothese Hy : p = po abzulehnen, wenn T,,(z1,...,z,) signifikant
grofser als 0 ist.

— Um dies entscheiden zu koénnen, bendtigen wir Kenntnisse iiber die Verteilung der in (36) einge-
fithrten Testgroke T,,(X71,. .., X, ), die Pearson—Statistik genannt wird.
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5.2.2 Asymptotische Verteilung

Wir zeigen, dass T}, (X1, ..., X,) in Verteilung gegen die y2-Verteilung mit r — 1 Freiheitsgraden strebt, wenn
n — oco. Dies ist die Grundlage des x2- Anpassungstests, der von Karl Pearson (1857-1936) eingefiihrt worden ist.

Theorem 5.5 Fir jedes P € Ay gilt

lim Pp(Th(X1,..., Xn) > Xo11-0) =a, Vae(0,1), (37)

n—oo

wobei X$—1,1—a das (1 — a)-Quantil der x*—Verteilung mit r — 1 Freiheitsgraden bezeichnet.

Beweis

e In Lemma 5.4 hatten wir gezeigt, dass der in (32) gegebene Zufallsvektor Z,, = (Zn1, ..., Znr) |, wobei
Znj = Z;(X1,...,Xn), multinomialverteilt ist unter P € Ay mit den Parametern n € N und

Po = (p01,...,p07¢_1)T S [0, 1]7"71, wobel Poj :HDP(CL]' < X1 < bj) V] = 1,...,7"— 1.

— Hieraus folgt insbesondere, dass fiir beliebige 7,5 € {1,...,r}

—NPoiPoj wenn i # j,

E Z,; = npo; , Cov (Zni, Znj) = (38)

npoi(1 — po;), wenn i = j.

— AuRerdem ergibt sich aus (32), dass Z; = >, Lo, <x,<b;y, wobei Iy, < x,<p;y der Indikator des
Ereignisses {a; < X; < b;} ist, d.h., Z,, ldsst sich als Summe von n unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvektoren darstellen.

e Mit der Schreibweise

7z . T
nL — ipo,- ) (39)

Zn1
7! = (—” -
n \/ﬁpoh 9 \/ﬁ

Vn
ergibt sich somit aus Lemma 5.2, dass fiir n — oo
d
Z, — 7' ~ N(o,K), (40)

— wobei der (r — 1)—dimensionale Zufallsvektor Z’ eine (reguldre) multivariate Normalverteilung hat,
— deren Kovarianzmatrix K = (07;) gegeben ist durch

—PoiPo; wenn ¢ = 7j,
o2 DoiPoj 7 (41)

Poi(1 —poi), wenn i=j.

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass K invertierbar ist, wobei die Eintragungen a;; der inversen Matrix
A = K~ ! gegeben sind durch

1
, wenn ¢ # j,
Por
— + —, wenni=j.
Poi Por

— Aus (40) und aus den Eigenschaften von Lineartransformationen normalverteilter Zufallsvektoren
(vgl. Theorem 1.3) ergibt sich nun mit Hilfe von Lemma 4.5, dass A'/?Z!, 4, N(o,I,-1), wobei
I._; die (r — 1) x (r — 1)~dimensionale Einheitsmatrix ist.

— Die erneute Anwendung von Lemma 4.5 ergibt somit, dass

(A2z) " (A2z)) Ly

2
r—1-
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e Es geniigt nun zu beachten, dass
(AV2Z) " (AY?Z)) = Ty (Xy,..., X,) .

— Es gilt namlich

(AV2zZ) " (AY?Z)) = (z,) AZ,
r—1 r—1r—1
_ 1 Znj )2 n (Zm )(an )
= "Zpoj-(n Poj +pOTZZ " —poi ) (T o) s
j=1 =1 j5=1
— wobei sich der zweite Summand des letzten Ausdruckes schreiben lasst in der Form
o) (52 = p0) = oo (D52 ) = (55 )
por N T ) g, A Y por \m
— denn offenbar gilt Zg;i Zpj =mn — Zyy und Zg;l poj = 1 — por- O

Beachte

e Bei der praktischen Durchfiithrung des y2- Anpassungstests zur Priifung der Hypothese Hy : p = pg ist
zunéchst der Wert der in (36) definierten Testgrofse T, (x1, ..., 2,) zu berechnen.

— Bei hinreichend groftem Stichprobenumfang n wird die Hypothese Hy : p = po abgelehnt, wenn
Tn($17 . ,xn) > XE—l,l—a 5

— wobei x7_;;_, das (1 — a)-Quantil der x*> Verteilung mit (r — 1)-Freiheitsgraden bezeichnet.

e Eine ,Faustregel” dafiir, dass n hinreichend grof ist, ist die Giiltigkeit der Ungleichung npo ; > a fiir
jedes j € {1,...,r} und fiir eine Konstante a > 0.

— Uber die erforderliche Gréfe von a > 0 gibt es unterschiedliche Auffassungen in der Literatur, die
von a = 2 bis a = 5 reichen. Manche Autoren fordern sogar, dass a = 10.

— Andere Autoren meinen, dass bei einer grofen Zahl von Klassen (etwa r > 10) auch schon fiir
a =1 die Approximation hinreichend gut ist.

5.2.3 Giiteeigenschaften; lokale Alternativen

Es ist nicht schwierig, die folgende (punktweise) Konsistenz des y?—Anpassungstests zu zeigen.

Theorem 5.6  Der x?—Anpassungstest ist punktweise konsistent gegen jeden Vektor p = (p1,...,pr_1)' €
[0,1]"~! mit p # po, d.h., es gilt

lm Pp (T (X1, Xn) > Xi11-0) = 1. (43)

Beweis
e Aus p # pg folgt, dass fiir ein j € {1,...,r — 1}
Pj # Po,j - (44)

e AuRerdem ergibt sich aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15), dass

Zni/n Ls, p; fir n — oo unter Pp.
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e Hieraus und aus (44) folgt, dass unter P,

an 2 f.s.
Tn(Xl,,Xn)ZTL(i _pO,j) — .
n

e Damit ist (43) bewiesen. O

Beachte

e Anstelle eines fest vorgegebenen Vektors p # pg sind auch lokale Alternativen p, = (Pn1,---,Pnr—1) "
der Form

h; )
pnj=p0j+7% Vi=1,...,r—1 (45)

denkbar, die vom Stichprobenumfang n abhéngen kénnen, wobei
> hy=0. (46)
j=1

e Dann kann man zeigen, dass fiir n — oo die asymptotische Macht des y?—Anpassungstests gegen
solche Alternativen kleiner als 1 sein kann.

Um diese Behauptung zu beweisen, bendtigen wir als Hilfsmittel die folgende Abschétzung, die in der Literatur
die Ungleichung von Berry—FEsséen genannt wird.

Lemma 5.5 Sei Y1,Ys,...:Q — R eine Folge von unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit
E (|Y1|3) < o00. Wenn EY; =0 und VarY; = 1, dann gilt fir jedes n > 1

(Y1+...+Yn E (V)
Vn v

wobet ® : R — [0,1] die Verteilungsfunktion der N(0,1)-Verteilung bezeichnet und C < oo eine universelle
Konstante ist, die nicht von der Verteilung der Zufallsvariablen Y1,Ys, ... abhdngt.

sup [P
z€R

< x)—q)(x)‘ <C (47)

Theorem 5.7 Sei {p,} eine Folge von Vektoren, die durch (45) und (46) gegeben sind.

e Dann gilt fir jedes x > 0
lim Py, (Tn(Xl7 ey Xn) < Jc) =F._1(2), (48)

n—00

wobei F,_q,5 : R — [0,1] die Verteilungsfunktion der nichtzentralen x?-Verteilung mit r — 1 Freiheitsgraden
ist, deren Nichtzentralitdtsparameter \ gegeben ist durch

A=y (49)

=1 Poj
o Wenn h; #0 fir einj=1,...,r, dann konvergiert die Macht des x* —Anpassungstests bei Betrachtung der

lokalen Alternativen {p,} gegen einen Grenzwert, der gréfier als o und kleiner als 1 ist, d.h.,

o< lim Py (Th(X1,...,X0) > X1 1-4) < 1. (50)

n—oo
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Beweis

e Der Beweis der ersten Teilaussage verlauft analog zum Beweis von Theorem 5.5, denn fiir den in (39)
eingeftihrten Zufallsvektor Z!, gilt wegen (45) und (46), dass

Zn an— T .
Z’n:\/ﬁ(Tl D1y ees, Tl —pm,l) +h,  wobei h=(hy,....,h_1)7. (51)

e Wegen (51) kann man so wie beim Beweis des multivariaten zentralen Grenzwertsatzes in Lemma 5.2
zeigen, dass
lim Py, (Z, <x) = Fymi)(x) VxeR™L. (52)

n—oo

e Dabei geniigt es lediglich zu beachten, dass man mit der Ungleichung von Berry—Esséen in Lemma 5.5
zeigen kann, dass (in Analogie zu Formel (10) im Beweis von Lemma 5.2)

— fiir beliebige t = (t1,...,t,_1) € R" 1 und 2 € R

n—oo

r—1
lim P, (n_1/2 th (an - npnj) < iC) = Fx(os7ke) (7)),
j=1

— wobei K die in (41) eingefiihrte Kovarianzmatrix ist.

o Genauso wie im Beweis von Theorem 5.5 erhalten wir nun aus (52), dass

lim Py, (A'Y?Z], <x) = Fyaieng, (x) VxeR™L

n—oo

— Hieraus und aus der Definition der nichtzentralen y?-Verteilung in Abschnitt 1.3.2 ergibt sich,
dass
lim Py, ((AY2Z))T(AY?Z,) <z) = F._15(z) VzeR,

— wobei A die inverse Matrix A = K~! in (42) ist und der Nichtzentralitiitsparameter A gegeben ist
durch

r h2
A= (A?h)"(A'?h)=h"Ah=) L.
=1 Poj

e Damit ist (48) bewiesen, und wegen v < 1—F,_1 x(X7_1 1) < 1 ergibt sich hieraus auch die Giiltigkeit
von (50). O

5.3 x?’-~Anpassungstest von Pearson—Fisher

e Die Nullhypothese Hy : p = po, die in Abschnitt 5.2 betrachtet wurde, ist in Wirklichkeit eine zusammen-
gesetzte Hypothese, denn sie ist dquivalent mit der Hypothese

Hy: Pe Ao,
wobei Ag die in (35) eingefiihrte Teilmenge von Verteilungen der Stichprobenvariablen ist.

e Wenn gepriift werden soll, ob die Verteilung P der unabhéngigen und identisch verteilten Stichprobenva-

riablen X1,..., X, zu einer vorgegebenen (parametrischen) Klasse von Verteilungen {Pg, 8 € ©} gehort
mit © C R™, dann kann #hnlich wie bei dem in Abschnitt 5.2 diskutieren y2-Anpassungstest vorgegangen
werden.

e Die Stichprobenfunktion 7}, : R™ — [0, 00), die bei der Definition der Pearson—Statistik T;,(X1,...,X,) in
(36) betrachtet wurde, wird dabei durch eine modifizierte Stichprobenfunktion T, : R™ — [0, c0) ersetzt.
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5.3.1 Pearson—Fisher—Teststatistik

e So wie in Abschnitt 5.2.1 ,yergrobern” wir das Modell, d.h.,

— wir zerlegen den Wertebereich der Stichprobenvariablen X;,..., X, in r Klassen (ay,b1],..., (ar,b,]
mit —oo < a; < by =as <by=...=a, <b,. < oo, wobei r eine (hinreichend grofe) natiirliche Zahl
ist.

— Anstelle der Stichprobenvariablen X7, ..., X,, betrachten wir erneut die ,Klassenstiarken” Z;,...,Z,,
die bereits in (32) eingefiihrt wurden, wobei

Z]:#{21§Z§n7a]<X2§bJ} Vi=1,...,r.

e Gemif Lemma 5.4 gilt dann (Z1,...,2Z,) ~ M,_1(n,p), wobei wir jetzt annehmen,

— dass der Parameter p = (py,...,pr—1)' € [0,1]"! der Multinomialverteilung M, _1(n,p)

— eine (bekannte) Funktion @ — p(@) des (unbekannten) Parametervektors 8 = (61,...,0,,)" € © C R™
mit m <r —1 ist.

o Getestet werden soll die Hypothese Hy : p € {p(0), 0 € O}.

— Um bei der Verifizierung dieser Hypothese dhnlich wie in Abschnitt 5.2 vorgehen zu kénnen, muss
zuniichst ein Schitzer 8 = (017 ... 79 )T fiir @ = (0y,...,60,,)" bestimmt werden.

— Damit ist auch gleichzeitig ein Schitzer (py,...,p,) = (pl(a), e 7pT(B)) fiir die Wahrscheinlichkeiten
(p1,---»0r) = (p1(0),...,p-(0)) gegeben, wobei

pj(0) =Po(a; < X1 <b;)  Vji=1,..,r.
Definition Die Zufallsvariable fn(Xl, ..., Xpn), die durch die Stichprobenfunktion T, :R* — [0, 00) mit

N 2
T iz, .. )—npj(ml,...,xn))
npj(xh...,xn)

fn(xla sy
j=1

gegeben ist, heifst Pearson—Fisher—Statistik .

Beachte

e Wenn die Abbildung 6 — p(0) stetig und 0 ein (schwach) konsistenter Schétzer fiir 0 ist,

— dann ergibt sich aus dem Gesetz der grofen Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15), dass fiir beliebige
je{l,...;,r}und 6 € ©

1 ~
lim Eg ; Zj(Xh...,Xn)7pj(X1,...,Xn) =0.

n—oo

— Es ist deshalb sinnvoll, die Nullhypothese Hy : p € {p(6), 8 € O} abzulehnen, wenn fn(xl, ey Ty)
signifikant grofer als 0 ist.

e Um dies entscheiden zu kénnen,

— diskutieren wir zunéichst Bedingungen an die Abbildung 8 — p(0), die die Konstruktion einer
Folge von konsistenten (Maximum-Likelihood—) Schétzern 0., fiir @ erméglichen, die asymptotisch
normalverteilt sind,

— und bestimmen danach die (asymptotische Grenz—) Verteilung der in (53) eingefiihrten Testgrofe
To(X1,...,X,) fiir n — oo.
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5.3.2 Multivariater zentraler Grenzwertsatz fiir ML—Schéatzer

Ahnlich wie in Abschnitt 1-2.4.2, wo der Fall m = 1 betrachtet wurde, lisst sich ein multivariater zentraler
Grenzwertsatz fiir konsistente Folgen von Maximum-Likelihood—Schétzern des Parametervektors 6 herleiten.

Dabei werden die folgenden Regularititsbedingungen bendtigt.

e Die Familie {Py,0 € ©} bestehe entweder nur aus diskreten Verteilungen oder nur aus absolutstetigen
Verteilungen, wobei © C R™ eine offene Menge sei.

e Es gelte
Py # Py genau dann, wenn 0+80.

e Die Menge B = {z € R: L(z;0) > 0} hange nicht von 8 € © ab, wobei die Likelihood—Funktion L(z;8)
gegeben ist durch

p(x;0) im diskreten Fall,
L(x;0) =
f(x;0) im absolutstetigen Fall

und p(z;0) bzw. f(x;0) die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte von Py ist.

e Auferdem sei die Abbildung 8 — L(x;0) fiir jedes = € B dreimal stetig differenzierbar, und fiir jedes € B
gelte

ak

ok . .
W L(m,@)dx—/mL(x,B)da: Vk€{172,3}711,,Zke{l,,m},eee,
B B

(54)
wobei die Integrale im diskreten Fall durch die entsprechenden Summen zu ersetzen sind.

o Fiir jedes 0 € © gebe es eine Konstante cg, > 0 und eine messbare Funktion gg, : B — [0, 00), so dass fiir
jedes Tripel (iq,i2,43) € {1,...,m}3

83

v 0| < ——
96, 06,,00,, log L(z;0)| < go,(x)  Vaz €B, VO €O mit |0 — 0| < cg, (55)

und
]EgoggO(Xl) < 00. (56)

Beachte

e Jur Erinnerung :
— Im Allgemeinen wird der Maximum-Likelihood-Schitzer 8 = (X, ..., X,) fiir 6 als Losung des
folgenden Optimierungsproblems definiert (vgl. Abschnitt 1-2.2.2).
— Dabei ist 8 : R® — © C R™ eine Stichprobenfunktion mit

~

L(zy,...,20;0) < L(z1,...,7,;0(21,...,24,)) YV (z1,...,2,) ER", 0 €0 (57)

und
z1;0)...p(x,;0) im diskreten Fall,
L(zy,...,2,;0) = P(21;6)..plen; )
f(x1;0) ... f(x,;60) im absolutstetigen Fall.
e Unter den obengenannten Regularitdtsbedingungen kann man zeigen, dass 5(x1, ..., xy) fur beliebige
Z1,...,2, € R dem folgenden Gleichungssystem geniigt:
0 —~
L(ml,...7xn;0(:51,...,xn)):O Vi=1,...,m. (58)

00,
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e Um den multivariaten zentralen Grenzwertsatz formulieren zu kénnen, bendtigen wir den Begriff der
Fischer-Informationsmatriz, der bereits in Abschnitt 4.3.1 eingefiihrt wurde.

— Fiir jedes 8 € © wird dabei die m x m Matrix I(@) = (1;;(0)) betrachtet mit

0 0
1,:(0) = Eo - log L(X,: 0)—— log L(X,: 0)) . 5
(0) = Bo( g los L(X1;0) 35~ log L(X1;0)) (59)
— wobei vorausgesetzt wird, dass der Erwartungswert in (59) fiir beliebige ¢,5 € {1,...,m} existiert

(und eine endliche reelle Zahl ist).

In Verallgemeinerung von Theorem [-2.11, wo der 1-dimensionale Fall betrachtet wurde, lésst sich fiir schwach
konsistente Folgen von Maximum-Likelihood—-Schétzern {6(X, ..., X,), n > 1} des Parametervektors 8, die dem
Gleichungssystem (58) geniigen, der folgende multivariate zentrale Grenzwertsatz herleiten.

Theorem 5.8

e Die Fisher—Informationsmatriz 1(0) sei fiir jedes @ € © positiv definit (und damit invertierbar), und sei
{0(X1,...,Xn), n > 1} eine schwach konsistente Folge von Mazimum-—Likelihood-Schitzern fir 6.

e Dann gilt fiir n — oo

Vi(B(Xy, ..., X,) — 68) - N(o,171(8)). (60)

Der Beweis von Theorem 5.8 verlduft dhnlich wie der Beweis von Theorem 1-2.11. Er wird deshalb hier weggelas-
sen, vgl. beispielsweise E.L. Lehmann und G. Casella (1998) The Theory of Point Estimation, Springer—Verlag,
New York.

5.3.3 Fisher—Informationsmatrix und zentraler Grenzwertsatz im vergroberten Modell
e Wir kehren nun zu dem ,yvergroberten” Modell zuriick, das bereits in Abschnitt 5.3.1 betrachtet wurde.
— Dabei setzen wir voraus, dass die Likelihood—Funktion L : R x © — (0,1) mit
L(x;0) =p;(0), wenn z € (aj, b;], (61)
— wobei die Wahrscheinlichkeiten p;(0) = Pg(a; < X1 < b;) positiv und kleiner als 1 seien.

e Uber die in (61) gegebene Likelihood-Funktion setzen wir aukerdem voraus, dass die in Abschnitt 5.3.2
formulierten Regularitdtsbedingungen erfiillt sind.

Lemma 5.6 Fir die Fisher—Informationsmatriz 1(6) gilt dann

1(6) = C(0)TC(h), (62)
e WO/ OO/ ()00
O O R 18

C(9) = Pp2(0) p2(0) p2(0) . (63)
000 @00 O0,(0)/00,

pr(6) p(0) pr(0)



5 TESTS VON VERTEILUNGSANNAHMEN 116

Beweis

e Wegen (61) gilt fiir jedes z € R

log L(z;0) = Y My, <oz} logp;(6).
j=1
e Hieraus ergibt sich fiir die Eintragungen I;;(0) von I(8), dass

T

logL(Xl;O)% 1ogL(X1;0)) = Z(
I k=1

= 3 () @) (57-000)) = (co)"cm), .

)

1;(0) = Eg(a

n o 105 (0)) (57 08 1(0))1(0)

a0;

Aus Theorem 5.8 ergibt sich somit das folgende Resultat.
Korollar 5.1 Wenn die in (63) gegebene Matriz 1(0) = C(0) T C(8) fiir jedes @ € © positiv definit ist, dann gilt
Vi(B(Xy,..., X,) - 8) <% N(o, (C(0)TC(8)) ) (64)

fiir jede schwach konsistente Folge {5(){1, .oy Xn), n > 1} von Mazimum—Likelihood—Schdtzern fir 0, die durch
die Beobachtung des ergroberten” Modells gewonnen werden.

Beachte
e Aus (61) ergibt sich fiir die Likelihood—Funktion L(x1,...,2,;8), dass

L(.%'l, e T 0) = Hpj(e)zj(-'lil,“.,l'n) ’
j=1
bzw. fiir die Loglikelihood—Funktion log L(z1, ..., z,;8), dass

log L(x1,...,2,;0) = sz(ﬂﬂh ... 2p)logp;(6). (65)
j=1

e Jede Maximum-Likelihood—Schitzung 0 = 5(21 (1, s n)y ey Zr(e, ... ,xn)) fiir 0, die aus den
vergroberten Daten Z1(x1,...,25),. .., Zr(21,...,Ty,) gewonnen wird, geniigt wegen der obengenann-
ten Regularitdtsbedingungen dem Gleichungssystem

Olog L(x1,...,2,;0)
00;
e Dabei ergibt sich aus (65), dass fiir beliebige i = 1,...,m und 6 € ©

=0, Vi=1,...,m. (66)

dlog L(z1,...,2,;0) _ ZT: Zi(21,...,2n) Op;(0)

06; = 0 d0;
bzw.
Olog L(x1,...,2,;0) _ i Zj(x1,...,xn) —np;(0) Op;(0) , (67)
00, = p;(0) 00;
wobei sich die letzte Gleichheit aus der Tatsache ergibt, dass
ZM:O, Vi=1,...,m. (68)
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5.3.4 Asymptotische Verteilung der Pearson—Fisher—Statistik

Das folgende Theorem ist die Grundlage des x2- Anpassungstests von Pearson-Fisher. Dabei setzen wir voraus,
dass

e die in (61) betrachtete Likelihood—Funktion des vergroberten Modells den Regularititsbedingungen von
Abschnitt 5.3.2 geniigt,

e die in (62) gegebene Fisher-Informationsmatrix I(0) positiv definit ist und dass

. {/én} = {§(X1, ..., Xn), n > 1} eine schwach konsistente Folge von ML-Schétzern fiir 6 ist, die durch die
Beobachtung des vergroberten Modells gewonnen werden.

Theorem 5.9

o Sei fn(Xl, ..., X,,) die in (53) eingefiihrte Pearson—Fisher—Teststatistik, d.h.,

2
. " (Zi( X1, X)) = 1D (X, X))
To(X1,...,X,) = J - J ’ , 69
( ! ) ; Tij(Xl,...,Xn) ( )
wobei pj(X1, ..., Xp) = pj (0(X1,...,X,)).
e Dann gilt N
lim Po(Tn(X1,. ... Xn) > Xo 1 mia) =0, Va e (0,1) (70)

n—oo

fiir jedes 0 € ©, wobei x2_1_,, 1, das (1 — a)-Quantil der x*-Verteilung mit r — 1 — m Freiheitsgraden
bezeichnet.

Ein mathematisch strikter Beweis von Theorem 5.9 kann durch Reinterpretation des y?-Anpassungstests von
Pearson—Fisher als Likelihood—Quotiententest gefithrt werden, vgl. beispielsweise Abschnitt 4.7 in H. Pruscha
(2000) Vorlesungen tiber mathematische Statistik, Teubner—Verlag, Stuttgart.

Weil diese Beweistechnik jedoch relativ komplex ist, geben wir hier lediglich eine Herleitung von Theorem 5.9 an,
die teilweise heuristisch ist.

e Und zwar seci p(8) = (p1(8),...,p(0))T und Z, () = (an(e)7 ce ZW(G))T mit

an(e): Zj(X1,...;pZL)npj(0) , j=1,...,r. (71)

e Weil E in(o) = o und weil sich Zn(a) als Summe von n unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvek-
toren darstellen ldsst, ergibt sich aus dem multivariaten zentralen Grenzwertsatz (genauso wie im Beweis

von Theorem 5.5), dass
5 d

Z,(6) — Z(6) ~ N(o,B()K(0)B(6)), (72)
wobei
1/y/p1(0) 0 .. 0
2 e - 1<0) J(B) ) wenn 4 7é s
B(g) = 9 1/ %) (0) 0 ke - pi(@)p J

pi(0)(1 —p;(0)), wenni=j.
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— Fiir die Kovarianzmatrix B(6)K(60)B(0) in (72) gilt somit

B(0)K(0)B(8) =1, — q(8)q' (), wobei q(8) = (vp1(0), ..., \/pT(B))T . (73)
— Fiir die in (63) eingefiihrte Matrix C(8) gilt wegen (68), dass q' ()C(6) = o und somit

T

(€7 O)c©) ' cT®) (1 - a®)a ) ((CTO)cO) ' CT0)
= ((CcT©)c©)'cT©) (1.~ a®)a’ (6))c(e)(CT (0)C(6)
(CT©O)C() .

— Aus (72) und (73) ergibt sich nun, dass

(CT(6)C(8)'CT(B)Z(6) ~ N(o, (CT(O)C(9)) ). (74)
e Auferdem ergibt sich aus Korollar 5.1 durch Taylor—Reihenentwicklung, dass

Vi B(8)(p(8,) — p(8)) = v C(6)(8,, — 0) + 0(6, — 8) - N(o0,C(6)(CT(§)C(68)) 'CT(9)).

— Hieraus und aus (74) folgt, dass

Vi B(6)(p(8,) — p(6)) ~ C(6)(CT(0)C(6)) ' CT(0)Z(H). (75)
— Andererseits ergibt sich aus (69) und (71), dass
To(Xi,. . Xn) = > (Zoj(B2)°
j=1
2
= y Zn] 0 Nn] pj(/\o) vn j 0,) - i (0
2_)( 0)+ Zu)(y 455 1) o @ =2©)

— wobei sich die letzte Gleichheit aus der Null-Konvergenz

an(0)< p;(0)

pj (/én)

—1) oo, Wi=1,...r

ergibt, die aus @n ., 6 und dem Continuous—Mapping—Theorem fiir Zufallsvektoren (vgl. Lemma 4.5)
folgt.

e Mit anderen Worten: Mit der Schreibweise ¢(z1,...,2.) = >0, 27 gilt

~

Tu(X1,. o Xn) = 9(Za(8) = VA B(O) (p(B) — P(8)) + (1)) - (76)

— Zusammen mit (72) und (75) suggeriert die asymptotische Naherungsformel (76) die Vermutung, dass
fiir n — oo

T, X,) 5 o( (T - C(O)(CT(0)C(8))'CT(9))Z(9)) - (77)

— Die Verteilungskonvergenz (77) ergibt sich jedoch nicht direkt aus (72), (75) und (76), sondern sie
erfordert einen separaten Beweis, der hier weggelassen wird.



TESTS VON VERTEILUNGSANNAHMEN 119

e Wir zeigen nun noch, dass

¢ (1.~ CO)(CT(0)C(8) ' CT(0))Z(8)) ~ P -1 (78)

e In (72) und (73) hatten wir gezeigt, dass

Z(6) ~ N(o,I, —q(0)q"(8)),  wobei q(8) = (v/p1(0),..-,/p-(0)) .
— AuRerdem ergibt sich aus q ' (8)q(8) = 1, dass
(1. - q(t9)01T(19))2 = L —2q(6)a’ (0) +a(®)q' (8)q(8)a’(9)

~———
=1

= Ir - q(e)qT (0) )

— d.h., die Kovarianzmatrix

L=pi(8)  —Vp1(0)p2(0) —/p1(0)p3(8) ... —/p1(0)p-(6)

— (7] 0 1—po(0 — 0 e ... — 0)p,. (0

I — q(0)q" (6)) = p1(' )p2(6) 1'92( ) pz(. )p3(0) pz(. )p:(0)
—/p1(0)p-(0) —\/p2(0)p(0) —/p3(0)p-(0) ...  1—p.(6)

des Zufallsvektors 2(9) ist symmetrisch und idempotent.

— Hieraus und aus der ersten Teilaussage von Theorem 1.4 ergibt sich nun die Darstellungsformel

2(0) < (1.~ a(6)a" (9) e, (79)
wobei € ~ N(o,I,.).

e Auferdem ist auch die Matrix I, — C(6) (CT(H)C(O))ACT(B) symmetrisch und idempotent, und aus
q'(8)C(0) = o ergibt sich, dass

(L. - cO)(CT(0)C(9) 'CT(9)) (L ~a(8)a" (8)) = I, — C(O)(CT(9)C(6)) 'CT(8) —a®)a’ (©).

— Hieraus folgt, dass die Matrix R = (1,, - 0(0)(CT(0)C(0))’ICT(0)) (IT - q(o)qT(e)) ebenfalls
symmetrisch und idempotent ist.

— Aus (79) und aus Theorem 1.9 ergibt sich nun, dass
-1 5 d
#((1. = CO)(CT(0)C(0) "' CT(0)Z(6)) £ ¢(Re) = e TRe ~ Xy,

— Mit Hilfe von Lemma 1.3 ergibt sich fiir den Rang rg(R) der symmetrischen und idempotenten Matrix
R, dass

ig(R) = sp(R)
= sp(L) — sp(C(0)(CT(9)C(9))'CT(9)) — sp(a(O)a” (6))

= sp(L) - sp((CT(0)C(6)'CT(O)C(8)) — sp(aT (0)a(0))

= r—m-—1.

e Damit ist die Giiltigkeit von (78) bewiesen.
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Beachte Bei der praktischen Durchfithrung des x2- Anpassungstests von Pearson—Fisher kann &hnlich wie in
Abschnitt 5.2.2 vorgegangen werden, um die Hypothese Hy : P € {Pg, 6 € O} zu priifen.

e Zunichst wird eine ML-Schétzung @(ml, cey Xy) = (@\1 (X1, oy )y ,é\m(xl, sy my)) T fiir @ =
(01,...,0,,)" durch Losung des Gleichungssystems (66) bestimmt.

e Dann wird der Wert der in (53) definierten Testgrofse T, (1, ..., 2, ) berechnet.
e Bei hinreichend grofem Stichprobenumfang n wird Hy : P € {Pp, 8 € ©} abgelehnt, wenn

Tn(xla e ,.’L’n) > Xzflfm,lfa ’

e wobei x? |, 1, das (1 — a)-Quantil der x* Verteilung mit (r — 1 — m)-Freiheitsgraden bezeichnet.

5.4 Beispiele

5.4.1 Y?-Anpassungstest auf Poisson—Verteilung

e Durch die Beobachtung der (unabhéngigen und identisch verteilten) Stichprobenvariablen Xi, ..., X, soll
gepriift werden, ob die Verteilung P von X; zur Familie der Poisson—Verteilungen gehort.

— Sei also © = (0,00) mit @ = A, und sei {Py, 6§ € O} = {Poi(A), A > 0} die Familie der Poisson—
Verteilungen.
— Wir betrachten die folgenden r Klassen {0}, {1},...,{r =2} und {r — 1,r,7 +1,...}, d.h.

(a1,01] = (—00,0], (ag,b2] = (0,1], ... (ap—1,bp—1]=(r—=3,7=2], (ar,b]=(r—2,00].
— Die Wahrscheinlichkeiten p;(\) = Px(a; < X1 < b;) sind dann gegeben durch

N1 3 ' 0 Al B
pi(A) = G- e Vi=1,...,r—1 und pT(A):Z(i—l)! e (80)

=T

e Gemaf (66) geniigt jede Maximum—Likelihood—Schétzung \ fiir A, die aus den gruppierten Daten gewonnen

wird, der Gleichung
d
iZ ( ) dA p (81)
(21,0 xp) 2 =0.
= p;i(A)

— Dabei ergibt sich aus (80), dass

= ()
d d
Sn) o RN I D ]
d\ o Vi _ . . d\ _ i=r
= 1 Vj=1,...,r—1 und = = ,
pj(A) A pr(X) Z AT

(i—1)!

i=r
— Hieraus und aus (81) folgt, dass die ML-Schétzung X der folgenden Gleichung geniigt:

= (5 -

i—1)!
)\ifl
2

i=r
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e Fiir jedes n gibt es ein ro = ro(n) € N, so dass Z,(z1,...,2,) = 0 fir jedes r > ry. Hieraus und aus (82)
folgt, dass fiir r — oo

1 n
)\nz)\(af1,---,$n)—>fn=E E T .
i=1

— Bei einer hinreichend grofsen Anzahl r von Klassen {0}, {1}, ..., {r =2}, {r — 1,77 + 1,...} bildet
also das Stichprobenmittel T, das eine ML-Schétzung fiir A im ungruppierten Poisson-Modell ist, eine
gute Naherung fiir die ML—Schétzung A, fiir A im gruppierten Poisson—Modell.

— Die Nullhypothese Hy : P € { Poi(\), A > 0} wird somit abgelehnt, wenn

s

_ 5 (Zi(w1,. . 20) — 0Py (21, 20))

T.(x1,...,2,) = =
n( ) ) n) = npj(xla---axn>

2
> Xr—2,1—a )

wobei pj(z1,...,2n) = p;j(Tn) mit der in (80) gegebenen Funktion p; : (0,00) — [0, 1] und der Schét-
zung T, fir .

5.4.2 x?’—Anpassungstest auf Normalverteilung

e Seinun © = R x (0,00) mit @ = (11,02) ", und sei {Py, 8 € O} = { N(u,0?), u € R,0% > 0} die Familie der
(eindimensionalen) Normalverteilungen.

— Die Wahrscheinlichkeiten p;(0) = Pg(a; < X1 < b;) sind dann gegeben durch

b
’ . 1 (& — p)?
p;(0) = [ f(z;0)dx, wobei f(z;0) = eXp(— — ) (83)
ovV2m 202
aj
— Gemif (66) geniigt jede Maximum-Likelihood-Schétzung
O(z1,....20) = (i@, ..., 0), 5% (@1, .. 20)) |
fiir @ = (u,0?) ", die aus den gruppierten Daten gewonnen wird, dem Gleichungssystem
b 9
. af@oif(x;B)dx
> Zi(ar,..zn) ———— =0 fiiri=1,2. (84)
j=1

by
[ f(x;0)dx

— Dabei ergibt sich aus (83), dass

o . T, 0 L . (z — p)? 1
ol @0 =35 f@:0) b 2o pw0) = f:0) (o~ g)-
e Hieraus und aus (84) folgt, dass die ML—Schétzung a(xl, ..., xy) dem folgenden Gleichungssystem geniigt:
by by
. J (@ —p)f(2:0)dx . J (@ —p)?f(z;0) da
ZZJ(IL,J:”) - b :0’ ZZj(xlv"'axn) : b _n02207
=t f(z;0)dx =t [ f(x;0)dx

wobei die erste Gleichung dieses Gleichungssystems dquivalent ist mit
b]
. [ xf(x;0)dx .
ZZJ(,’El,,.’En);Ji —MZZJ((Eh,wn):O
=1 f(z;0)dx =1

a;j
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o~

e Die ML-Schitzung 8(z1,...,2,) = (i(z1,...,2,),02(21,...,2,)) " geniigt deshalb dem Gleichungssystem
i [ af(z;p,0?)de , J (@ — )2 f(w; p,02) do
1 a; 1 aj
u:ﬁ ZZj(.’L'17...7£L'n) ij s 0225 ZZj(irlv"'?xn). bj 5
=t | fz;p,0%) da =t | fx;p,0?) da
a; aj
— das sich bei einer hinreichend grofen Anzahl r von Klassen (a1, b1], ..., (a,, b,] wie folgt ndherungsweise
16sen ldsst:
RIS o 1 N
/1,%5 ZCij(iL’l,...,CEn), O'QWJE Z(Cj*M)ZZj(iL’l,...,CEn), (85)
j=1 j=1

— wobei ¢; = by, ¢, = b1 der rechte bzw. linke Endpunkt der ersten bzw. r-ten Klasse und c; =
(bj—1 +b;j)/2 die Klassenmittelpunkte fiir j =2,...,r — 1 sind.

e Die Nullhypothese Hy : P € {N(u,0?), p € R, 02 > 0} wird abgelehnt, wenn

2

Tz, xp) = zr: (Zj(z1,. .. zn) —npj(21, ..., @)

2
D, > Xr—3.1—
np;(x1, ..., 2Tn) r—31—a>

Jj=1

wobei pj(z1,...,2,) = p;j({i,02) mit der in (83)) gegebenen Funktion p; : R x (0,00) — [0,1] und der in
(85) gegebenen Schitzung (1, 52) fiir (u,0?).

Beachte
e Die Néherungslosung (85) des Gleichungssystems (84) sollte nur dann verwendet werden, wenn die
Anzahl r der Klassen hinreichend grofs ist.

— Dies setzt einen hinreichend grofsen Stichprobenumfang n voraus.

— Mit anderen Worten: Wenn der Stichprobenumfang n klein ist, dann ist der x2-Anpassungstest
auch aus diesem Grund nicht geeignet, um die Hypothese der Normalverteiltheit zu verifizieren.

e Alternative Tests auf Normalverteilung sind die folgenden Anpassungstests vom Shapiro—Wilk—Typ, die
auch bei kleinem Stichprobenumfang n zu akzeptablen Ergebnissen fithren.

5.4.3 Anpassungstests vom Shapiro—Wilk—Typ

e In diesem Abschnitt diskutieren wir zwei Anpassungstests vom Shapiro-Wilk—Typ, mit denen ebenfalls die
Hypothese Hy : P € {N(u,0?), p € R, 02 > 0} verifiziert werden kann.

e Hierfiir werden die Ordnungsstatistiken X (1), ..., X(n) der (unabhingigen und identisch verteilten) Stich-
probenvariablen X1, ..., X, betrachtet, die bereits in Abschnitt I-1.4 eingefiihrt worden sind.

— Zur Erinnerung: Die Ordnungsstatistiken werden mit Hilfe der Stichprobenfunktion ¢ : R" — R”
definiert, wobei

(T1,...,Tpn) — (x(l),...,x(n)):(p(xl,...,xn) mit ;) :min{xj sk xy ij}Zi} (86)

fiir jedes i € {1,...,n}.

— Dabei ist die in (86) gegebene Abbildung ¢ : R™ — R™ ist eine Permutation der Komponenten des
Vektors (z1,...,z,), so dass
Ty Sz <. S Zp)-
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— Fiir jedes w € ) sei dann
(X)), s Xy (W) = o(X1(w), ..., Xn(w))
die in (86) gegebene (messbare) Permutation von (X (w), ..., X, (w)), so dass
Xyw) <. £ X(ny(w). (87)

— Die auf diese Weise definierten Zufallsvariablen X y),..., X(,) : € — R heiken die Ordnungsstatistiken
von (Xi,...,X,).

e Wenn X; ~ N(u,0?) fiir gewisse 4 € R und 02 > 0, dann kann man sich leicht iiberlegen, dass fiir die

Erwartungswerte b; = E X(;) der Ordnungsstatisiken X ;) die folgende Darstellungsformel gilt:

b; = p+ oa; Vi=1,...,n, (88)

— wobei a; = EY{;) der Erwartungswert der i-ten Ordnungsstatistik Y(;) bei N(0,1)-verteilten Stich-
probenvariablen Y73, ...,Y,, ist.

— Der Nutzen der Darstellungsformel (88) besteht darin, dass die Erwartungswerte ay, .. .,a, in Form

von Tabellen vorliegen bzw. durch Monte-Carlo—Simulation bestimmt werden kdnnen.

e Weil sich die Vektoren (b1, ...,b,) und (X(1y,..., X)) unter Hy nur relativ wenig voneinander unterschei-
den sollten, wird zur Verifizierung der Nullhypothese Hg : P € {N(u,0?), p € R,0? > 0} der folgende
empirische Korrelationskoeffizient betrachtet:

) > (b = ) (X - X)
T(X1,..., X,) = ——=2 : (89)

\/Zé(bz - 5)2 lZI(X(Z) — Y)Q

wobei b= b;/nund X =31 | X;/n.

1. Shapiro—Francia—Test

e Weil Korrelationskoeffizienten invariant gegeniiber Lineartransformationen sind, kénnen wir in (89) die
b;’s durch die a;’s ersetzen, wobei dann @ =Y., a;/n = 0.

e Auflerdem gilt

S (X -X =Y (% -% wd S aX=o,
=1 i=1 i=1
d.h., die Definitionsgleichung (89) von T(Xl, ..., X,) ist Aquivalent mit
. 2 aiXq
T(le"-7Xn) = =1 . (90)

\/i a?\/ 3 (X - X)?
1=1 1=1

e Weil stets |1~“(X1, oo Xn)| <1 gilt, wird Hy abgelehnt, wenn f(Xl, ooy Xn) < Qn.a, WObel ¢, o das
a—Quantil der Verteilung von T'(X7, ..., X,,) bezeichnet.
e Das ist der sogenannte Shapiro—Francia—Test auf Normalverteilung, wobei die Quantile g, der Ver-

teilung von T(X 1,...,Xpn) entweder aus Tabellen entnommen oder per Monte-Carlo—Simulation be-
stimmt werden koénnen.
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2. Shapiro—Wilk—Test
e Aunstelle der Konstanten aq, ..., a, kann in (90) die Lineartransformation
(a),...,a)T =K Yay,...,a,)"
betrachtet werden, wobei die Kovarianzmatrix K = (k;;) gegeben ist durch
kij = E ((Yi) —ai)(Y(j) —a;))  mit ¥; ~N(0,1).

e Der auf diese Weise konstruierte Test wird Shapiro—Wilk—Test genannt.
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6 Nichtparametrische Lokalisationstests

6.1 Zwei einfache Beispiele von Einstichproben—Problemen
6.1.1 Binomialtest

e Der in Abschnitt 5.2 betrachtete x?-Anpassungstest kann durch den folgenden Binomialtest ersetzt werden,
wenn 7 = 2, d.h., wenn nur zwei Klassen betrachtet werden (beispielsweise bei bindren Alternativdaten).

— Wir zerlegen also den Wertebereich der (unabhéngigen und identisch verteilten) Stichprobenvariablen
X1,...,Xp in zwei Teilmengen (a1, b1] und (ag, bs], so dass

(a1,b1] N (az,be] =0 und IP’(Xl € (a,b]U (ag,bg]) =1,
und betrachten die ,Klassenstirke”
T(X1,...,Xn)=#{i: 1<i<n,a1 < X; <bi}.
— Man kann sich leicht iiberlegen, dass T' = T'(X3, ..., X,,) binomialverteilt ist, d.h.,
T ~ Bin(n,p), wobel p =P(a; < X7 < by). (1)

e Wir betrachten zunéchst das Testproblem Hy : p = pg versus Hiy : p # po, wobei pg € (0, 1) eine beliebige
positive Zahl ist.

— Wegen (1) wird Hy abgelehnt, wenn T < t,, oder T' > t1_,,,

— wobei die ,kritischen Werte” t,, und t;_,, fiir beliebige a1, as € (0,1) mit a3 + @y = « gegeben sind

durch
ta, = max{teR: P, (T <t)<aq}
= max{k:e{o,l,.. ,n} Z( )po 1—po)"~ z<oz1}
bzw.
tica, = min{teR: P, (T >1t) < as}

_ min{ke{o,l, n} Z( )po (1—po)™™ l<a2}

— Fiir pp = 0.5 wird dabei normalerweise ay = ap = /2 gewahlt. Wenn pg nahe bei 0 bzw. 1 liegt, dann
ist es zweckméfig oy kleiner bzw. grofer als as zu wéhlen.

— Die Quantile t,, bzw. t;_,, der Binomialverteilung Bin(n, py) kénnen entweder aus Tabellen entnom-
men oder per Monte—Carlo—Simulation bestimmt werden.

e Das (einseitige) Testproblem Hy : p < pg versus Hy : p > po kann &hnlich behandelt werden. Dabei wird
Hj abgelehnt, wenn T > t1_,,.

e Vollig analog ergibt sich eine Enscheidungsregel fiir das (einseitige) Testproblem Hy : p > po versus H; :
p < po, wobei Hg abgelehnt wird, wenn T' < t,.

Beachte

e Der oben beschriebene Binomialtest wird auch Vorzeichentest genannt, weil die Bildung von 2 Klassen
als Binarisierung der urspriinglich vorliegenden Daten aufgefasst werden kann.
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e Bei den beiden einseitigen Testproblemen erfolgt die Bestimmung der kritischen Werte ¢,_,, bzw. ¢,
flir p = pg, obwohl die Nullhypothese Hy : p < pg bzw. Hy : p > po lautet.

— Die Tatsache, dass dennoch die Werte t1_, bzw. t, betrachtet werden, steht nicht damit im
Widerspruch, dass fiir jedes einzelne p < pg bzw. p > pg der kritische Wert kleiner als ¢1_, bzw.
grofer als ¢, ware und dass dann H( ofter abgelehnt werden miisste.

— Die Erklarung fiir die Wahl der kritischen Werte ¢1_, bzw. ¢, ist, dass nicht ein einzelnes p mit
p < po bzw. p > pg betrachtet wird, sondern dass p beliebig nahe bei py liegen kann und dass
insbesondere auch p = py zugelassen wird.

e Wenn der Stichprobenumfang n grof ist und wenn py nahe bei 0 oder 1 liegt,

— dann ist die direkte Berechnung der Quantile ¢;_, bzw. t, der Binomialverteilung Bin(n,pg)
schwierig.

— Aus dem Gesetz der seltenen Ereignisse (vgl. Abschnitt WR-3.2.2) ergibt sich, dass t;_, bzw. t,
in diesem Fall durch Quantile der Poisson—Verteilung Poi(\) approximiert werden kénnen, wobei
A =npy bzw. A = n(1 — pp).

e Auflerdem kann t;_,, bzw. t, fiir jedes beliebige py € (0,1) durch geeignet transformierte Quantile der
N(0, 1)~ Verteilung approximiert werden konnen, wenn der Stichprobenumfang n ,hinreichend grof” ist.

— Aus dem zentralen Grenzwertsatz von DeMoivre-Laplace (vgl. Theorem WR-3.6) ergibt sich dann,

dass die transformierte Testgrofe
T —npo

npo(1 — po)

niherungsweise N(0, 1)—verteilt ist, d.h., dass

T =

t —
P(T<t)=P(I' <t)~®(F), wobei t/ = ——_P0
npo(1 — po)
und @ : R — [0, 1] die Verteilungsfunktion der N(0, 1)—Verteilung ist.
— Es gilt also, dass t, &= npg + 2a/npo(1 — po), wobei z, das a—Quantil der N(0, 1)—Verteilung ist.

e Als ein mogliches Kriterium fiir ,hinreichend grof” werden dabei in der Literatur beispielsweise die
Bedingungen n > 20 und 10 < npy < n — 10 angegeben.

— Bei der Untersuchung des (zweiseitigen) Testproblems Hy : p = pg versus Hy : p # po wird dann
Hj abgelehnt, wenn

T < npo + za, v/ 1po(1 — po) oder T > npo~+ 21—a, V1po(1 — po) .

— Ahnliche Niherungsformeln ergeben sich fiir die kritischen Werte der obenerwihnten einseitigen
Tests.

Beispiel

e Die Verteilungsfunktion F' : R — [0,1] der Stichprobenvariablen X, ..., X, sei stetig, und es sei v,
das p—Quantil von F, d.h., es gelte F(v,) = p fiir p € (0,1).

e Um die Hypothese Hy : v, = 72 zu testen, kann man die ,yergroberte” Zufallsstichprobe (Y7,...,Y,)
betrachten mit

1, wenn X; <1,

}/i:
0, wenn X; > ,.

e Dann gilt ¥; ~ Bin(1, p) fiir jedes i = 1, ..., n, und die Hypothese Hy : v, = 72 beziiglich (X1,...,X,)
ist Aquivalent mit der Hypothese Hy : p = po beziiglich (Y3,...,Y,).

e Mit dem Binomialtest kann also insbesondere die Hypothese Hy : 9.5 = 0 getestet werden.
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6.1.2 TIterationstest auf Zufilligkeit

e In diesem Abschnitt wird nicht vorausgesetzt, dass die Stichprobenvariablen Xy, ..., X, unabhéngig sind.

— Wir nehmen namlich an, dass X1, ..., X, nur die Werte 0 oder 1 annehmen kénnen, wobei n;—mal der
Wert 0 und ny—mal der Wert 1 auftreten moge; no =n — n;.

— Insgesamt gibt es dann (TZ) mogliche Realisierungen der Zufallsstichprobe (X,..., X,).

— Dabei soll die Nullhypothese H, gepriift werden, ob jede dieser (::1) Realisierungen die gleiche Wahr-
scheinlichkeit hat.

— Mit anderen Worten: Es soll gepriift werden, ob die Lokalisation, d.h. die Reihenfolge ,rein zuféllig”
ist, in der die n; Einsen bzw. die no Nullen angeordnet sind.

o Als Testgrofe T : @ — {0,1,...} betrachten wir die Anzahl T'(w) von [lterationen in der (konkreten)
Stichprobe w = (z1,...,%,), d.h. die Anzahl von (Teil-) Folgen aufeinanderfolgender gleicher Zeichen in
w=(T1,...,2Tpn).

Beispiel
e Sein = 20 mit ny = 12 und ny = 8. Fiir
w=(1,1,0,0,0,0,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0, 1) (2)
gilt dann T'(w) = 7.

e Wir untersuchen nun die Frage, ob die in (2) gegebenen Daten mit der Hypothese Hy vereinbart sind,
dass die Reihenfolge ,rein zufillig” ist, oder, ob Hy verworfen wird.

e Hierfiir bestimmen wir die Verteilung von 7', indem wir einen geeignet gewéhlten Laplaceschen Wahr-
scheinlichkeitsraum betrachten, vgl. Abschnitt WR—2.4.1.

Theorem 6.1  Unter Hy gilt fir jedes i =1,2,...,min{ny,no}

2(’/11 - 1) (TLQ — 1)

i-1 i-1 , wenn k = 21,
n
(n1>

P(T = k) = (3)
) ()
L L= L= L , wenn k =2+ 1.
n
ni
Auflerdem gilt
2 2 2 -
ET—14 202 g varr = 2anz(une —n) (4)

n?(n—1)

Beweis

e Wir zeigen die Giiltigkeit von (3) nur fiir den Fall & = 2i, denn der Beweis fiir den Fall & = 2i 4+ 1
verlauft analog.

— Sei also k = 2i. Dann gibt es je i Iterationen, die aus Einsen bzw. aus Nullen bestehen.
— Fiir die Zerlegung der n; Nullen in ¢ Teilmengen gibt es (”11:11) Moglichkeiten.

n271

— Fiir jede dieser Zerlegungen gibt es ( 2 ) Moglichkeiten, die no Einsen in ¢ Teilmengen zu zerlegen.
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— Wenn nun noch beachtet wird, dass die Stichprobe w = (z1,...,z,) entweder mit ;7 = 0 oder mit
x1 = 1 beginnen kann, dann ergeben sich insgesamt 2("1_1) ("2_1) Zerlegungsmoglichkeiten.

i-1/)\i-1
— Damit ist (3) fiir den Fall & = 2i bewiesen.
e Bei der Bestimmung des Erwartungswertes E T nutzen wir die folgende Uberlegung.

— Fiir jedes j = 2,...,n betrachten wir die Indikatorvariable Y; : @ — {0,1} mit

1, wenn an der j—ten Stelle eine Iteration beginnt,

1/}:

0, sonst.

— Danngilt {w € Q: YVj(w) =1} ={w e Q: X;_1(w) # X;(w)}, d.h., es gibt 2 (5121) Mébglichkeiten,
dass an der j—ten Stelle eine Iteration beginnt.

— Somit gilt
(n3)
;- — D! (n— Ing! —
]EYj:IP’(szl):2n’ 1 :2(n N(n—n1)lng :2n1(n nl)-

n (n—n1 —Dl(ng —1)n! n(n —1)

ni
— Hieraus und aus der Identitat .

T=1+)Y, (5)
=2

ergibt sich, dass

ET =1+ Y EY; = 4o mlnm)

=2

e Die Varianzformel in (4) ldsst sich auf dhnliche Weise beweisen, denn aus (5) ergibt sich, dass

VarT = ]E(ZEY})Q - (ZEY})Z
=2 i=2
n n 2
= YEY + Y EMWYL) - (XEY)
j=2 2<j1,J2<n, j1#j2 Jj=2
n n 2
= ZEYJ + Z E(leyjz) - (ZEYJ) )
j=2 2<j1,j2<n, j1#j2 Jj=2
so dass lediglich noch die Momente E (Y;,Y),) zu bestimmen sind. O

Beachte
e Fine mogliche Alternative zu der Nullhypothese Hy der ,rein zufilligen” Lokalisation der Nullen und
Einsen ist die Tendenz zur Klumpen— bzw. Clusterbildung.
e Als Ablehnungsbereich von Hy wird dann das linke Ende der Verteilung von T' gewahlt.

e Mit anderen Worten: Hy wird abgelehnt, wenn T' < r,(n1;ng), wobei
ro(n1;ng) = max{r e{l,2,...} : P(T<r)< a}

das a—Quantil der Verteilung der Testgrofse T ist.

e Die Quantile r,(n1;n2) konnen mit Hilfe der in Theorem 6.1 gegebenen Formeln fiir die Wahrschein-
lichkeiten P(T" = k) berechnet werden. Sie kénnen aus Tafeln entnommen werden, die in der Literatur
gegeben sind.
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Beispiel (Fortsetzung) Fiir o = 0.1 und n; = 12, ny = 8 ergibt sich, dass r¢.1(12;8) = 7. Andererseits gilt fiir
die in (2) betrachtete Stichprobe

T(w) =7 (< r0.(12:8)),
d.h., Hy wird abgelehnt.

Wenn die (Teil-) Stichprobenumfinge ny und ny grof sind, dann ist die Bestimmung der Quantile r,(n1;ns2)
von T = T, », mit erheblichem Rechenaufwand verbunden. Einen Ausweg bietet dann der folgenden zentrale
Grenzwertsatz, den wir hier ohne Beweis angeben.

Theorem 6.2  Wenn ny, na — 00, so dass n1/(n1 +n2) — p bzw. na/(n1 + n2) — 1 —p fir einp € (0,1),
dann gilt

lim
ni,m2—o0 N1 + N2

ET,, n, = 2p(1 —p) und lim Var Ty, n, = 4p*(1 —p)? (6)

ni,m2—o0 N1 + No

sowie

lim P(T’Ll’"Q_Q(”1+”2)p(1_p) < a:):q)(a:) VzeR, (7)

n1,n5—00 2y/n1 +n2p(l —p)

wobei @ : R — [0,1] die Verteilungsfunktion der N(0,1)—Verteilung ist.

Beachte Wegen Theorem 6.2 wird Hy fiir grofe ni, ny abgelehnt, wenn

Ty — 2012/ (N1 + n2)

8
2n1n2/ (01 + n)3/2 S Zas (8)
wobei z, das a—Quantil der N(0, 1)—Verteilung ist.
6.2 Vorzeichenrangtest von Wilcoxon
6.2.1 Modellbeschreibung; Mediantest
e Wir kehren nun wieder zu dem Fall zuriick, dass die Stichprobenvariablen X7i,...,X, unabhingig und

identisch verteilt sind, mit der Verteilungsfunktion F : R — [0, 1].

— Am Ende von Abschnitt 6.1.1 hatten wir im Zusammenhang mit dem Binomial- bzw. Vorzeichentest
einen Mediantest diskutiert, um die Hypothese

Hy:v5=0 9)

zu verifizieren, wobei 7o 5 ein Median von F ist, d.h., F(yy.5) = 0.5.
— In diesem Abschnitt betrachten wir einen weiteren (effizienteren) Ansatz, um die in (9) gegebene
Hypothese zu testen.

e Dabei nehmen wir an, dass die Verteilungsfunktion F' der Stichprobenvariablen Xy, ..., X, zu der folgenden
(nichtparametrischen) Klasse von Verteilungsfunktionen gehort.

— Sei G : R — [0,1] eine beliebige stetige Verteilungsfunktion, die die folgende Symmetrieeigenschaft
beziiglich des Nullpunktes besitzt: Fir jedes x € R gelte G(—z) = 1 — G(z).

— Hieraus folgt insbesondere, dass G(0) = 1/2, d.h., der Nullpunkt ist ein Median von G.
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— Die Familie A von Verteilungsfunktionen der Stichprobenvariablen X;, ..., X,,, die beim (zweiseitigen)
Wilcoxon—Test in Betracht gezogenen wird, sei gegeben durch A = {Fs : Fs(z) = G(z—6) Vz,0 € R}.

— Weil G stetig ist, gilt dann fiir jedes € R und fiir beliebige 7,7 = 1,...,n mit i # j

e Wir diskutieren das (zweiseitige) Testproblem Hy : § = dg vs. Hy : & # dp fiir ein §p € R.

(10)

— Dabei kénnen wir (0.B.d.A.) dp = 0 setzen; ansonsten konnen die transformierten Stichprobenvariablen

X1{,..., X], mit X! = X; — § betrachtet werden.

— Auf &hnliche Weise kann auch das (einseitige) Testproblem Hy : 6 = 0 vs. Hy : § > 0 behandelt

werden.

e Zur Verifizierung der Nullhypothese Hy : § = 0 betrachten wir die Rdnge Ry, ..., R, der Zufallsvariablen

‘X1|7 AR |Xn| mit

Ri=) Tyx<ixpy  Yi=1....n,
j=1

wobei die Indikatorvariable Iy x,|<|x, [} : € — {0, 1} gegeben ist durch

1, wenn | X;(w)| < |X;(w)l,

Ly < xay (W) =
0, sonst.

e Dabei betrachten wir die Teststatistiken

n n
T;) =Y Rilix,»0p bzw. T, => Rillix,co}-
i=1

i=1
Beachte

o Wegen (10) gilt mit Wahrscheinlichkeit 1
" n+1
T_ = i T+ = - T+ .
Feyrer = (1)) om

e Man kann zeigen, dass T, 4 T, unter Hy : § = 0 gilt; vgl. (18).

(12)

e Unter Hp : 6 = 0 sollten daher die Teststatistiken 7,7 und T, etwa gleich grofe Werte annehmen.

Wegen (12) bedeutet dies, dass dann T} ~ (";1)/2

e Sehr kleine oder sehr groRe Werte von T, sprechen daher fiir die Alternativhypothese Hj
d.h., Hy : § =0 wird abgelehnt, wenn

T, <tas oder T > ti_ay2,

1 0 # oo,

(13)

wobei die ,kritischen Werte” t, /o und t1_, /5 das («/2)-Quantil bzw. das (1 — «/2)-Quantil der Ver-

teilung von 7} sind.

6.2.2 Verteilung der Teststatistik 7 fiir kleine Stichprobenumfinge

e Wenn der Stichprobenumfang n nicht zu grof ist, dann lassen sich die Quantile t, /o und #;_,/5 in (13)

durch kombinatorische Uberlegungen bestimmen.

— Wegen (10) ist der Zufallsvektor R = (Ry,...,R,) der Rénge Ry,...,R, von |Xi],...,|X,| eine

(zuféllige) Permutation der Zahlen 1,... n.
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— Dabei liisst sich die in (11) gegebene Testgroke T, wie folgt darstellen:

TF = ZZZZ wobei Z; = Ljx, >0y (14)
i=1
—und R7! = (Rfl, ..., R;1) die zu R inverse Permutation bezeichnet, d.h., wenn R; = j, dann gilt

-1 _
Rj =1.

e AuRerdem ist der folgende Hilfssatz niitzlich, um die Verteilung von 7. zu bestimmen.

Lemma 6.1 Unter Hy: 6 =0 gilt:

e Die Zufallsvektoren (L{x,>o0},---,I{x,>0}) und R = (Ry,..., Ry,) sind unabhingig.
e Die Komponenten Zy, ..., Z, von (Zy,...,Zy,) sind unabhdingig und identisch verteilt mit Z; ~ Bin(1,1/2).

Beweis

e Wir zeigen zunéchst, dass die Zufallsvariablen Iy, und |X;| fiir jedes i = 1,...,n unabhéngig sind.

— Fiir jedes ¢ > 0 gilt

P(Iix,50y =1, |X;|<2) = P0< X; <2) = G(z) — % '
und
P(Lixon = DP(XI <2) = 5 (6(0) = G(-2) = 3 (60 = (1= G(@h) = Gla) = 5

— Auferdem gilt offenbar fiir jedes x < 0
P(Iix,s01 =1, [Xs| <2) = 0 = P(Iix,50p = 1) P(|Xi| <) .
— Auf die gleiche Weise lasst sich zeigen, dass fiir jedes x € R
P(Iix,50p =0, | X;| <2) = P(Iix,50y = 0) P(|X;| < ).

e Weil aus der Unabhéngigkeit der Stichprobenvariablen Xi,..., X, folgt, dass die Zufallsvektoren
(H{X1>O}a |X1 |), ceey (]I{Xn>0}7 |X7l‘) unabhéingig sind,

— ergibt sich nun insgesamt, dass (]I{X1>0}, el ]I{Xn>0}) und (\Xl ly..., |Xn|) unabhéngige Zufalls-
vektoren sind.
— Weil R = (Ry,...,R,) eine Borel-messbare Funktion von (|Xil,...,|X,|) ist, sind damit auch

die Zufallsvektoren (]I{X1>0}7 ey ]I{Xn>0}) und R unabhéngig.
e Hieraus folgt, dass fiir beliebige i € {1,...,n} und z € {0,1}

P(Z, =2 = P(]I{Xml S0} = 2)
= Y P(Iix, 50y =2|R=1)PR=r)
= Y P(Iix _,59=2|R=1)PR=r)

1 1
= ZP(]I{XT’__QO} =2)P(R=r) = 3 Y PR=r) = 5

wobei sich die Summation tiber alle Permutationen r = (rq,...,r,) der Zahlen 1,...,n erstreckt.
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e Damit ergibt sich, dass fiir beliebige z = (21, ..., 2,) € {0,1}"
P(Z1 =21, Zn=20) = Plpx, 50) =210 D, 1m0 = 20)
= ZIP’(]I{XR1_1>O} =z, Ix, 500 =5 |[R=1) PR =1)
r
= ZIP’(]I{XH_QO} =z Ix_s0p =2 | R=1) P(R=1r)
= > P(I{x,500 = 2> Lx,50p = 2r, |[R=71) P(R =)

= ZP(]I{X1>O} :ZT1a"'7][{X,,L>O} :Zrn) ]P(RZI')

1

Theorem 6.3 Unter Hy: § = 0 ist die Verteilung von T, gegeben durch

P(TH = k) = ;ij Vk=0,1,...,n, (15)
wober .
ak:#{z:(zl,...,zn)6{0,1}": Zz’zi:k}. (16)
=1
Auflerdem gilt dann
1 )2 +1
ETH = % und  VarT+ = M 2)4(1 ntl) (17)

Beweis

e Aus der Darstellungsformel (14) fiir 7,7 und aus Lemma 6.1 ergibt sich, dass fiir jedes k =0,1,...,n

n
i=1 z=(21,...,2n)E{0,1}": 31 | iz;=k
e Auferdem ergibt sich auf diese Weise, dass
L =L 1 /n+1 n(n+1)
ET+:E( Zi): EZ, = - = BT
om(ia) - iea -5 (7)) - M
=1 i=1
und
=~ Ny 1 . n(n+1)(2n+1)
T+ = ( ZZ->: 2VarZ, = - 3 i = .
Var T}, Var ;z ;Z Var 1 ;Z 2 0

Beachte

e Aus (12) und (14) ergibt sich dariiber hinaus mit Hilfe von Lemma 6.1, dass

T, = (n;l)T; = (n;rl)ilzl = ii(l—Zi) < iizi =T, ,
i=1 i=1 i=1

d.h., unter Hy : 6 = 0 gilt
w =T (18)
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e Somit ergibt sich aus (12), dass fiir jedes k =0,1,...,n

P(T = k) = P(T;:wfk) _ P(Tj:wfk),

d.h., die Verteilung von T, ist symmetrisch beziiglich des Erwartungswertes ET,F = n(n + 1)/4.
e Dies bedeutet, dass auch die Quantile ¢, ,, = max{t € R: P(T)} <t) < a} diese Symmetrieeigenschaft
besitzen, d.h., fir jedes a € (0,1) gilt

1
toz,n = n(ni;— ) —tlfa,n.

e Die Quantile ¢, , konnen entweder aus Tabellen entnommen oder per Monte-Carlo—Simulation be-
stimmt werden.

6.2.3 Asymptotische Verteilung

e Wenn der Stichprobenumfang n grof ist, dann ist die direkte Bestimmung der Quantile ¢, /5 und t;_, /o mit
Hilfe von Theorem 6.3 schwierig.

— Ein anderer Zugang zur (niherungsweisen) Bestimmung der Verteilung der Teststatistik 7.7 beruht
auf der Darstellungsformel (14).

— Dabei wird die Tatsache genutzt, dass T,) = > | i Z; wegen Lemma 6.1 eine Summe von unabhéngigen
Zufallsvariablen ist.

— Und zwar kann mit Hilfe eines zentralen Grenzwertsatzes flir Summen von unabhéngigen (jedoch nicht
notwendig identisch verteilten) Zufallsvariablen gezeigt werden, dass 7,7 asymptotisch normalverteilt
ist.

e Hierfiir betrachten wir das folgende stochastische Modell: Fiir jedes n > 1 sei X,1,..., Xun @ @ — R eine
Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen,

— wobei wir (0.B.d.A.) voraussetzen, dass fiir jedes k € {1,...,n}
EX, =0, 0<os=VarXpe<oo und > op=1. (19)
k=1
— Wenn die Zufallsvariablen X, 1,...,X,, die in (19) formulierten Bedingungen nicht erfiillen, dann
gehen wir zu den transformierten Zufallsvariablen X/, ..., X}, tiber mit

r Xnk - EXnkt
nk \/nVaank '

— Die Verteilungsfunktion von X, ; bezeichnen wir mit F},;, wobei nicht ausgeschlossen wird, dass Fi, fiir
jedes k € {1,...,n} auch von der Anzahl n der insgesamt betrachteten Zufallsvariablen X, 1,..., Xn
abhingen kann.

(20)

Der folgende zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg (vgl.Theorem WR-5.22) bildet die Grundlage, um zu zeigen,
dass T;} asymptotisch normalverteilt ist.

Lemma 6.2

o Fiir jedes n € N sei Xp1,...,Xnn 1 @ — R eine Folge von unabhdingigen Zufallsvariablen, die den Bedin-
gungen (19) gentigen.
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o Wenn auflerdem fir jedes € > 0

lim / 22 dF,.(x) =0, (21)
n—o0o =1 R\(—¢,¢)
dann gilt fiir jedes r € R

lim P(Xp1+ ...+ Xpp < 7) = O(2), (22)

n—oo

wobei @ : R — [0,1] die Verteilungsfunktion der N(0,1)—Verteilung ist.

Theorem 6.4 Unter Hy: 6 =0 gilt

Tr—-ETF
lim P(u <x) = ®(z) VzeR. (23)
n—00 v/ Var T,
Beweis
o Wegen (14) geniigt es zu zeigen, dass die Zufallsvariablen X1, ..., X, mit
kZ, —kEZ
Xpp = 2 22 (24)

v/ Var TiF

den Bedingungen von Lemma 6.2 geniigen.
— Dabei ergibt sich das Erfiilltsein von (19) unmittelbar aus der Definitionsgleichung (24).
— Es muss also lediglich noch gezeigt werden, dass die Lindeberg—Bedingung (22) erfiillt ist.

e Mit Hilfe von Lemma 6.1 ergibt sich fiir die Verteilungsfunktion F,j : R — [0, 1] der in (24) eingefiihrten
Zufallsvariablen X, dass

—k
0, wennzr< ———,
2/ Var T,
F ( ) 1 wenn —k <z < K
nk\X) = PRl T = T
. 2 24/ Var Tt 24/ Var T}
k
1, wenh ———— <«
2/ Var T,F

— Hieraus folgt, dass fR\FE 9 22 dF,;(z) = 0 fiir jedes k € {1,...,n}, wenn n so gewiithlt wird, dass

2 2
n 6n 9

= < s
4Var T, nin+1)(2n + 1) c
wobei sich die letzte Gleichheit aus der Formel fiir Var 7, in Theorem 6.3 ergibt.
— Damit ist die Giiltigkeit der Lindeberg-Bedingung (22) gezeigt. O

Beachte
e Wegen Theorem 6.4 wird bei dem (zweiseitigen) Testproblem Hy : 6 = 0 vs. Hy : § # 0 der folgenden
kritische Bereich betrachtet.
e Bei hinreichend grofsem n wird Hy : § = 0 abgelehnt, wenn
T.F —ET
‘ V/Var T,F

wobei ET,f bzw. Var T, in Theorem 6.3 gegeben sind und z;_, /5 das (1 — o/2)-Quantil der N(0, 1)~
Verteilung ist.

2 Z1—a/2, (25)

e Als ein mogliches Kriterium fiir ,hinreichend grof” wird dabei in der Literatur die Bedingung n > 20
angegeben.
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6.3 Zweistichproben—Probleme

e In diesem Abschnitt diskutieren wir nichtparametrische Tests fiir den Fall, dass zwei unabhéngige Zufalls-
stichproben (X7,...,X,,) und (Y3,...,Y,,) beobachtet werden.

e Mit anderen Worten: Wir nehmen an, dass die Zufallsvariablen Xi,...,X,,,Y1,...,Y,, vollstindig unab-
héngig sind mit den (unbekannten) Verteilungsfunktionen F bzw. G, d.h.,

F(z) =P(X; <x) und G(y) =P(Y; <y) Ve,yeR,i=1,...,n,j=1,...,m.

e Ein (zweiseitiges) Testproblem ist dann beispielsweise gegeben durch

Hy: F(z) =G(z) VzeR VS. H,: F(x) # G(z) JzeR. (26)

e Als einseitige Alternativen zu Hy : F(z) = G(x) V2 € R kénnen zum Beispiel die folgenden Hypothesen
betrachtet werden:
Hy: F(x) >G(z) VeeR und F(z)>G(x) Jze€R (27)

bzw.
Hy: F(x) <G(x) VzeR und Flz) <G 3FJzeR (28)

6.3.1 Iterationstest von Wald—Wolfowitz

e Zur Untersuchung des in (26) gegebenen Testproblems kann der Iterationstest auf Zufilligkeit angewendet
werden, der in Abschnitt 6.1.2 diskutiert worden ist.

— Hierfiir vereinigen wir die Stichprobenvariablen X;,..., X, und Yi,...,Y,, zu einer Zufallsstichprobe
(X1, ., X)) =(X1,..., X0, Y1,...,Y0,), wobei n = ny + na,

und betrachten die geordnete Stichprobe (Xél)7 . ,Xén)).

— Dabei setzen wir voraus, dass die Verteilungsfunktionen F' und G stetig sind, d.h., die Abbildung
(Xf o XL) > (X s X)
ist mit Wahrscheinlichkeit 1 eindeutig festgelegt.

e Unter Hy: F(x) = G(z) Yz € R ist zu erwarten, dass die X;’s und Y;’s in (XE
sind,

1) ,X{n)) »gut gemischt”

— weil dann die Stichprobenvariablen X (’1), X

(n) unabhéngig und identisch verteilt sind.

— Wenn als Alternative die Tendenz zur ,Klumpen— bzw. Clusterbildung” betrachtet wird, dann wird H
abgelehnt, wenn die Anzahl T' der Iterationen in der (binéren) Stichprobe (71, ..., Z,) ,zu klein” ist,
wobei Z; = 0, wenn Xé ) = X fireinj € {1,...,n},und Z; = 1, wenn Xéi) =Y fureinje{l,...,n}.

%

Beispiel

e Im Rahmen einer medizinischen Studie iiber Schulanfanger wurde die Kérpergréfe von ny = 8 Médchen
und ng = 10 Jungen untersucht.

e Dabei ergaben sich die folgenden Messergebnisse:

z; | 117 121 122 124 125 126 128 132
yj‘ll() 113 114 115 116 118 119 120 123 127
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e Wenn wir diese Messwerte der Grofe nach ordnen und dabei den Korpergréfen der Jungen jeweils eine
0 bzw. den Korpergrofen der Méadchen jeweils eine 1 zuordnen, dann ergibt sich die Folge

w = (0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1)  mit T(w) = 8. (29)

e Andererseits ergibt sich aus Theorem 6.1, dass fiir das a—Quantil r,(n1;n2) der Verteilung von T'
beispielsweise 7 5(8;10) = 6 fiir a = 0.05 gilt.

e In diesem Fall wird somit Hy nicht abgelehnt, weil T'(w) = 8 > 6 = 7(.05(8; 10).

e Der in diesem Abschnitt betrachtete Iterationstest kann einseitige Alternativen vom Typ (27) bzw.
(28) nicht erkennen.

e Dies wird durch das in (29) gegebene Beispiel klar: Denn die Anzahl der Iterationen T(w) = 8 dndert
sich nicht, wenn wir (umgekehrt zu der bisherigen Vorgehensweise) den Korpergrofien der Jungen
jeweils eine 1 bzw. den Korpergréfen der Madchen jeweils eine 0 zuordnen.

e Auch bei zweiseitigen Alternativen sollte der Iterationstest von Wald—Wolfowitz, der ein so genannter
,Omnibustest” ist, nur dann verwendet werden, wenn die Form der Alternative nicht niher spezifiziert
wird.

e Beim Vorliegen spezieller Alternativen, die beispielsweise nur Lage— oder Variabilitdtskenngrofen be-
treffen, sind andere Testverfahren effizienter, vgl. Abschnitt 6.3.2.

6.3.2 Rangsummentest von Wilcoxon fiir Lagealternativen

e Wir diskutieren nun einen weiteren nichtparametrischen Test fiir den Fall, dass zwei unabhéngige Zufalls-
stichproben (X7,...,X,,) und (Y3,...,Y,,) beobachtet werden.

e Dabei werden jedoch jetzt speziellere Alternativen als in (26) — (28) betrachtet.

— Wir nehmen an, dass die Zufallsvariablen X,..., X,, und Yi,...,Y,, vollstdndig unabhéngig sind mit
den (unbekannten) stetigen Verteilungsfunktionen F bzw. G.

— Ahnlich wie in Abschnitt 6.2 wird vorausgesetzt, dass es ein § € R gibt, so dass

F(z) =Gz +0) VreR.

Ein (zweiseitiges) Testproblem, das dem oben erwihnten, allgemeineren Testproblem (26) entspricht,
ist dann gegeben durch
Hy:6=0 VS. Hy:6#£0. (30)

Als einseitige Alternativen zu Hy : § = 0 konnen die folgenden Hypothesen betrachtet werden:
Hy:0>0 bzw. Hy:0<0. (31)

e Genauso wie in Abschnitt 6.3.1 vereinigen wir die Stichprobenvariablen Xi,...,X,, und Yi,...,Y,, zu
einer kombinierten Zufallsstichprobe (X71,..., X)) = (X1,...,Xn,, Y1,...,Yy,), wobei n = ny + no.

— AuRerdem betrachten wir den (Zufalls—) Vektor der Rédnge R’ = (R}, ..., R],) der Stichprobenvariablen

X{,...,X] in der kombinierten Stichprobe, wobei

=1
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— So wie in Abschnitt 6.3.1 ist unter Hy : § = 0 zu erwarten, dass die X;’s und Y;’s in der kombinierten
Stichprobe (Xél),...,Xén)) »gut gemischt” sind, weil dann die Stichprobenvariablen X{l), e ,Xén)
unabhéangig und identisch verteilt sind.

— Daher wird Hy bei dem zweiseitigen Testproblem in (30) abgelehnt, wenn die Rangsumme
ny
Tnl,ng = Z R; (32)
i=1

»zu klein” oder ,zu grof” ist.
e Um den Test praktisch durchfithren zu kénnen, muss die Verteilung der in (32) eingefiihrten Teststatistik

T, n, bestimmt werden. Hierfiir ist der folgende Hilfssatz niitzlich.

Lemma 6.3

o Sei X:Q —{...,-1,0,1,...} eine diskrete Zufallsvariable, so dass E|X| < co und dass fir ein p € R die
folgende Symmetrieeigenschaft erfillt ist:

PX=p—k)=PX=p+k) Vked{..,—1,0,1,...}. (33)
e Dann gilt EX = pu.

Beweis

e Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass p = 0, weil ansonsten die transformierte Zufallsvariable X' =
X — p betrachtet werden kann.

e Dann ergibt sich aus (33) mit x4 = 0, dass

00 0o 0o (33)

EX = kP(X =k) = — EP(X =—k) + kP(X =k) = 0.
o I S e g e :

Theorem 6.5
e Unter Hy: 0 =0 ist die Verteilung von T, », gegeben durch
BT,y = ) = oSemanz oy _mlmtl o m(mtl) (34)
ni,n2 ni + no ) g oo ey 101102 9 )
nq

wobei
ni+ns

R #{z = (2o Zngng) € L0, 1)H2 iz = 1) =y, Y iz = k} . (35)

i=1
o Auferdem gilt dann
P(Thym, =k) = P(Thyme =2p— k) Vked{ ..,—-1,0,1,...} (36)

und somit
ETnny =1y (37)

wobei p=mni(ny +ng +1)/2.
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Beweis
e Unter Hy : 0 = 0 sind die Stichprobenvariablen Xj,..., X . unabhingig und identisch verteilt.
— Somit hat jede der ("1:1"2) Aufteilungen der ny Variablen Xi,...,X,, auf die n; + no insgesamt
vorhandenen Rangplétze die gleiche Wahrscheinlichkeit.
— Auferdem gilt fiir den Minimal- bzw. Maximalwert ¢min bzw. tmax von Tp,, n,, dass
N ni(ng +1 ratn ni(ng +1
tuin = 1 = % wnd = Y 0= mang + %
=1 i=no+1
— Hieraus ergibt sich die Giiltigkeit von (34) — (35).
e Um (36) zu beweisen, nutzen wir die folgende Symmetrieeigenschaft.
— Jedem z = (21,...,2n,4n,) € {0, 1}"1772 mit
ni+ng
#Hi iz =1} =mn und Z iz; = k
i=1
entspricht ein z = (21, ..., Zn, +n,) € {0,1}"1172 mit
ni+ng
#{izgnl-l—nz-‘rl—i:l}:nl und Z (n1 —|—n2+1—i)5i:n1(nl —|—7’L2—|—1)—k’

=1

— Weil die Stichprobenvariablen X (’1), X én) unabhéngig und identisch verteilt sind, ergibt sich
somit, dass fiir jedes k € {...,—1,0,1,...}

P(Tnhnz = k‘) = P(Tnl’nz = nl(nl —+ no + 1) — ]C) = ]P)(Tnl,ng = 2/1 — k) s (38)

wobei 21 = ny(ny + ng + 1).
e Um (37) zu zeigen, geniigt es in (38) die Substitution k = pu — i einzusetzen.
— Dann ergibt sich aus (38), dass
P(Toy oy = pt— ) = P(Tpy o, = p+14)  Vie{...,—1,0,1,...}.

— Hieraus und aus Lemma 6.3 folgt die Giiltigkeit von (37). O

Beachte

e Aus (38) ergibt sich die folgende Symmetrieeigenschaft fiir die Quantile to py ny, von Thyy -
— Fiir jedes a € (0,1) gilt
ta,nl,nQ = ni (nl +ng + ]-) - tlfa,nl,ng .

— Die Quantile ¢, y, n, konnen entweder aus Tabellen entnommen oder per Monte-Carlo-Simulation
bestimmt werden.

e Die Nullhypothese Hy : § = 0 wird zugunsten von Hj : § # 0 abgelehnt, wenn
Tn17ﬂ2 < ta/Z,m,nz oder Tnlmz > (nl +ng + 1) - toz/2,n1,n2 .
e Analog wird die Nullhypothese Hy : § = 0 zugunsten von H; : § < 0 bzw. Hy : > 0 abgelehnt, wenn

Tnl,ng Z ni (nl + ng + 1) - ta,nl,ng bzw. Tnl,ng S ta,nl,nz .

Wenn die Stichprobenumfénge n; und ng grof sind, dann ist die direkte Bestimmung der Quantile ¢, ,,, n, mit
Hilfe von Theorem 6.5 schwierig. Die (ndherungsweise) Bestimmung der Verteilung der Teststatistik T5,, ,, ist
dann jedoch mit Hilfe des folgenden zentralen Grenzwertsatzes, den wir hier ohne Beweis angeben.
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Theorem 6.6 Wenn ny, no — 00, so dass ni/(n1 +mng) — p bzw. na/(ny +mn2) — 1 —p fiir ein p € (0,1),

dann gilt
T, —ET,
lim IE”( nn2 nne o ;v) —®(z) VzeR,
n1,n2—00 v/ VarTy,, n, - @)
wobei

ny(ny +ns+1) ning(ny +ng + 1)

ETy n, = Var Ty, n, =

2 )
und ® : R — [0,1] die Verteilungsfunktion der N(0,1)—Verteilung ist.

12

Beachte

(39)

e Wegen Theorem 6.6 wird fiir grofe ny,ny die Nullhypothese Hy : § = 0 zugunsten von Hy : § # 0

abgelehnt, wenn

2 Zi—q/2;

‘Tnl,m —ni(n1+n2+1)/2
\/nlng(nl “+ ng + 1)/12

wobel z, das a—Quantil der N(0, 1)—Verteilung ist.

e Analog wird Hy : 6 = 0 zugunsten von Hy : 6 > 0 bzw. H; : § < 0 abgelehnt, wenn

Tnl,ng —nl(nl + n9 + 1)/2 >

1« bzw.

Tnl,nz — 7’Ll<’I’L1 + n9o + 1)/2

\/nan(nl + ) + 1)/12

\/nlng(nl + %) + 1)/12

< —Z1-a-



