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Motivation

Motivation
Wir wollen den Erwartungswert der Eulercharakteristik von
Exkursionsmengen bestimmen.

‘v

Abbildung: ein beliebiges “Gebirge”’

uulm
"Quelle: M.Gébel, D.Neuhauser: Exkursionsmengen und ihre EulerE@arakterisl’Ellk
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Hinweis

In diesem Abschnitt betrachten wir den einfachsten Spezialfall des
spateren Metatheorems.

Wir méchten an dieser Stelle darauf hinweisen, dass die
Rechtfertigung, welche die in diesem Abschnitt betrachteten
Umformungen und Behauptungen benétigen, spater im allgemeinen
Fall gegeben wird.

(So wird z.B. die Existenz aller Ableitungen angenommen.)

uulm
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Upcrossings
Definition

In diesem Abschnitt sind wir in R'.

@ Upcrossings
Sei f ein reeller stochastischer Prozess auf [0, T], u € R'.
Dann ist die Anzahl der Upcrossings von f zum Niveau u im
Intervall [0, T] def. durch:

NF(0,T)=#{te [0, T]: () = u,f(t) > O}

Wir setzen voraus:
@ N (0, T) ist endlich.
@ t< Nj(0,T) sind isolierte Punkte , d.h. man kann jedes t mit

einem Intervall / Giberdecken, welches keine anderen t € N
enthalt und in denen ' > 0 ist.

&%,
@
L

Torben Freisinger,  Stefan Schindler Rice-Formel & Verallgemeinerungen 16. Dezember 2008

uulm

5/39



Delta-Dirac-Funktion
Definition

@ Delta-Dirac-Funktion
Die Delta-Dirac-Funktion § ist definiert durch

[ 80— wg(y)dy = g(u),
RN

sodass fir O(y—u):= |B£1W1yeBg(u)

[ 8t-vg)dy = lim [ 8.y~ v)g(y)dy.
RN RN

wobei g eine geeignete Funktion ist,
Be(u) :={y eRN:|ly—u|| <&} Ve>0
und es gilt
/ Oc(y—u)dy =1.
Be(u) uulm



Erwartungswert berechnen
Ziel

Erwartungswert der Upcrossings berechnen
Wir behandeln 6 so als ware es eine glatte Funktion und erhalten

durch Substitution:

1= /6(y— u)dy = /B(f(t) —u)f(t)dt
R I
Durch zusammenfligen all dieser Intervalle /, erhalten wir:
T
NF(©.T) = [ 8(F(1) ~ u)Tr-of (Dt
0

(Punkte auBerhalb der Intervalle tragen keinen Beitrag dazu bei.)
uulm
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Erwartungswert berechnen
Rice-Formel

Wir legen Erwartungswert darliber und erhalten durch Vertauschen
der Integrationsreihenfolge:

E(N;(0,T)) /6(X u)ypr(x,y)dxdydt

ypt(u,y)dydt,

O\\' O\"

[
/

wobei (f(t),f'(t)) die gemeinsame Wkt.dichte p; besitzt.

Dies ist die Rice-Formel in ihrer grundlegendsten Form.

TN

& uulm
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GauBscher Fall
Definition

e GaufB3-Prozess
Ein stochastischer Prozess {f(t,) :t € X, 0 € Q} heif3t
GauB-Prozess, falls Vvne N, ty, ..., th € X:
(f(t), ..., f(tn)) multivariat normalverteilt ist.

Wir nennen den GauB3-Prozess f zentriert, falls E(f(t)) =0 vVt € X.

g

)
uulm
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GauBscher Fall
Definition

@ Kovarianzfunktion
Die Funktion
Cov(f(s),f(t)) = C(s,t) |
= E[(f(s) — E[f(S)])((t) — E[f(t)])] =" E[f(s)f(1)]

bezeichne die Kovarianzfunktion.

s

L) uulm
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klassische Rice-Formel
Von besonderem Interesse ist der Gaul3sche Fall:

Sei f ein zentrierter GaufBscher Prozess mit Varianz 1

= f(t) und f'(t) sind unabhangig vVt € T und f' hat auch EW 0.
Bezeichne Varianz von f'(t) mit A; und wir erhalten:

e 2 [ 12
E(N; (0,T) = 2 /lt/ dt
0

Im stationaren gauf3schen Fall mit A; = A vereinfacht sich die Formel
Zu:

AT
E(N;(0,T)) = /e
(N;(0,7)) op € ,
welche als die klassische Rice-Formel bezeichnet wird. uulm
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Zusammenhang

Wir betrachten nun den Zusammenhang der Rice-Formel zu

Exkursionsmengen A, und ihrer Eulercharakteristik ¢(A,),
wobei

¢(Au(f,[0, 1)) = 1(1(0)u) + N (0, T),

und somit ergibt sich:
E(o(Au(f,10,T]))) = P(f(0) > u) +E(N; (0, T))

AT
- -l
( P(f(0) > u)+ 5o € >,

wobei der geklammerte Ausdruck nur im stationdren Fall gilt.

Man sieht: Je gréBer A, desto gréBer der Erwartungswert.

<«
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Metatheorem Einleitung

Verallgemeinerung

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit einem Metatheorem Uber
die erwartete Anzahl an Punkten, in denen ein vektorwertiges
Zufallsfeld Werte in einer gewissen Menge annimmit.

Dies kann als Verallgemeinerung der Rice-Formel angesehen werden.

oo
uulm
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Einleitung
Annahmen

@ Seien f=(f',...,fNYund g=(g,...,g%)
RN— bzw. RK— wertige N-parametrische Zufallsfelder
(NK > 1),

@ T c RN kompakt

@ B RX, Boffen

@ zur Notation:

(VA(O) = VHE) = ()it = (‘93’5_”) ,
) ij=1,..N

wobei wir annehmen, dass alle Ableitungen in einem f.s. Sinn
existieren.

PR

0oy
uulm

Torben Freisinger,  Stefan Schindler Rice-Formel & Verallgemeinerungen 16. Dezember 2008 14/39



Einleitung
Definition

o N,
Bezeichne nun N, mit

Nu:Nu(f,g: T,B)

die Anzahl der Punkte in T fur die gilt:
f)=uecRN & g(t)e BCRK

L) uulm
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UiZ2CD
Voraussetzungen

@ Alle Komponenten von f,Vf und g sind f.s. stetig und haben
endliche Varianz (Uber T).

@ Die Randdichten p;(x) von f(t) sind stetigin x =uVte T.

© Die bed. Wkt.dichten p:(x|V£(t),g(t)) von f(t) sind nach oben
beschrankt und glm. stetigin x =u Vvte T.

© Die bed. Wkt.dichten p;(z|f(t) = x) von det V{(t) sind gim. stetig
fir z und x in einer Umgebung von 0 und u Vt € T.

© Die bed. Wkt.dichten p;(v|f(t) = x) von g(t) sind glm. stetig Vv
und fOr x in einer Umgebung vonu Vt € T.

© Die Momenten-Bedingung gilt:

ithINy — o
e I BT <

@ von f,Vfund g genlgen fir n — 0 und Ve > 0

P(w(n) > €)= o(n").
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Theorem
Metatheorem

Seien f,g, T, B wie vorher beschrieben und seien die vorangestellten
Voraussetzungen erflllt, dann gilt:

E(N) = [ [ 1detVy[1ucmpi(u, vy, v)d(Vy)dvt,
T RD

wobei D = N? + K und p;(x,Vy, v) die gemeinsame Wkt.dichte von
(f(1), VE(1),9(1)).

N

uulm
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Theorem im GauBschen Fall
Gaufscher Fall

Im zentrierten gauf3schen Fall vereinfachen sich die
Voraussetzungen folgendermaf3en:

@ f, g gauf3sch = alle auftretenden Rand-/bed. Wkt.dichten sind
auch gauf3sch und somit folgt ihre Beschranktheit & Stetigkeit,
falls alle verbundenen Kovarianzmatrizen nicht entartet sind
(was wir deshalb voraussetzen).

= alle Varianzen sind endlich und die Momenten-Bedingung des
Metatheorems gilt.

= Somit bleiben noch folgende Voraussetzungen Ubrig:
o f.s. Stetigkeit von f(t), g(t) und V£(t)
@ Glltigkeit des Stetigkeitsmoduls (Vor. 7 des Metatheorem)
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Uiz 1 L G 50
Stetigkeitsvoraussetzung

Beachte: Falls Vf f.s. stetig ist = fist f.s. stetig
d.h.: bleibt nur noch die f.s. Stetigkeit von Vf und g zu zeigen.

Es qilt:
Vfund g sind f.s. stetig, falls

max|Ci(t,t) + Ci(s,8) —2Ci (s, t)| < K[In|t — s||~("+¢)
I‘,/

max|Ci(t,t) + Ci(s,8) —2C}(s. 1) < K|In|t —s||~(+®)
]

fir ein endliches K > 0, a > 0 und V |t — s| klein genug,wobei

Cg(s, t) die Kovarianzfunktion von g’ bezeichnet
und
Ci(s,1) = 92Cy/ds;a1; die Kovarianzfunktion von f/ = af//az;

(.»

uulm
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Theorem m Gaufschen Fall
Stetigkeitsmodul

Mit Hilfe der vorangegangenen Stetigkeitsbedingungen und der
Borell-TIS Ungleichung kann die Gultigkeit des Stetigkeitsmodul
gezeigt werden, also:

P(w(n) > ) = o(n")

i

fallsn — 0 Ve > 0.

%
i

uulm
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Bewelssidzze
Beweisskizze(Metatheorem)

Der Beweis lasst sich auf verschiedene einzelne Abschnitte aufteilen:

@ Theorem 1 liefert uns eine Integraldarstellung der N, welche
besser geeignet ist um E(N,) auszurechnen.

@ Theorem 2 liefert uns eine obere Schranke von E(N,).

@ Man kann zeigen, dass eine untere Schranke existiert, welche mit
der oberen Schranke Ubereinstimmt.

@ Desweiteren kann man zeigen, dass die zusatzlichen Vor. der
vorigen Theoreme aus den Vor. des Metatheorems folgen.

uulrr
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Theorem 1
Theorem 1

Seien f: RN — RN, g: RN — RK deterministisch, T ¢ RN kompakt,
B c RX offen.
Falls gilt:

@ Die Komponenten von f,Vf und g sind alle stetig.
@ PteT: f(t)=uund g(t) c 0B

und

PteT: f(t)=uund detVF(t) =0
Q 7tcaT: f(tH)=u

Dann gilt:

No(f.g: T.B) = lim [ 8.(F(1) ~ u)1 gl detVA(D)dt
T

uulm
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Theorem 1
Beweisidee:

@ 0.B.d.A. sei u=0, d.h. betrachten t € T mit f({) =0

@ Es existieren nur endlich viele solche t (wegen 2).

@ Keines liegt auf 9 T (wegen 3).
= Um jedes t kann man eine offene Kugel K, mit Radius 1 legen, so
dass die Kugeln sich weder Uberlappen noch den Rand o T berthren.

@ Wahle n so klein, dass fUr jedes t des Kreises
g(t) entweder in B liegt oder im Inneren des Komplementes.
(wegen 2)

uulm
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U250
Beweisidee(Fortsetzung):

Sei K, die Kugel im Bild von f mit |f| < e.

@ Wahle ¢ so klein, dass das Urbild von K¢ in der Vereinigung der
Ky liegt.

@ Da detVf{(t) # 0 (wegen 2) kbnnen wir den Satz Uber die
Umkehrabbildung anwenden und n und ¢ klein genug wahlen, so
dass K. fir jede K, im Bild von f enthalten ist, so dass die
Restriktion von f zu solch einer Kugel bijektiv ist.

@ Da die Funktionaldeterminate dieser Abbildungen |detV£(t)| ist,
kdnnen wir € so klein wahlen, dass

No = /Sg(f(t))1g(,)63|detVf(t)\dt.
T

@ Da Ny unabhé&ngig von ¢ ist, kdnnen wir auf beiden Seiten € — 0

gehen lassen. ‘
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Theorem 2
Theorem 2

Seien f: RN — RN, g: RN — RK aber diesmal zuféllig,

T c RN kompakt, B ¢ RX offen.

Falls die Voraussetzungen von Theorem 1 erflllt sind und zusatzlich
Vor. (2)-(7) des Metatheorems, dann qilt:

E(Nu(f.g: T.B)) < [ [ [ 1detVi(Dlpi(u. Vy.v)avydvat
T BRN2

PR

0oy
uulm
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Theorem 2
Beweis

0.B.d.A.seiu=0
Ve > 0 sei

NE = /Sg(f(t))1g(,)65|detVf(t)]dt
T

Wenn wir det Vf(t) als Produkt schreiben und beachten, dass:

o E(1X;.. Xn|) < [11 [E(| X))/ gilt

N
@ sup max [E< |f/(t < oo gilt (Momenten-Bedingung)
j

teT 1<ij<N

= [E(|detVF(t)]) <eo

R

\
S
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Theorem 2
Beweis(Fortsetzung)

Somit kdnnen wir Fubini (F) anwenden:

E(N?) = / (/6£(X)|detVy|p,(x,Vy, v)dt> dxdVydv

RVNxRN B T

@/ / O:(x)|detVy|p:(x,Vy,v)dxdVydvdt

T RNxRM < B
= [ 1setvyin(vy. v)( [ 8:.0px1vy. v)dx) avydvdt
T RN B RN

e
i

uulm
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Theorem 2
Beweis(Fortsetzung)

Um den Satz von Lebesgue (L) anwenden zu kénnen, benétigen wir
noch 2 Voraussetzungen:

@ Da alle Wkt.dichten nach Voraussetzung beschrankt & stetig sind,
gilt:

lim /‘Sg(x)pt(ny, v)dx
£—>ORN

[ é(y—u)g(y)dy = lim J 8e(y —u)g(y)dy
RN EORN
- [ 600p(x19y.v)ax
RN

[ 8(y—u)g(y)dy = g(u)
RN
= pt(0|Vy,v)
@ uulm

Torben Freisinger,  Stefan Schindler Rice-Formel & Verallgemeinerungen 16. Dezember 2008 28/39



Beweis(Fortsetzung)

@ AuBerdem gilt:

/5g(x)pt(x\Vy, v)dx < /5£(X)Sl;ppt(X]Vy, v)dx

RN RN

—suppi(x|Vy.v) [ &(x)dx
X RN
= sgppt(XIVy, V) <eo

@ " uulm
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Theorem 2
Beweis(Fortsetzung)

. . Fatou e
E(No) =E(lim N°) <" lim E(N°) = ..

:Iim/ / |detVy|pt(Vy,v)(/SS(X)pt(ny,v)dx)dVydvdt

£—0
T RN« B RN

é/ / |detVy|p:(Vy, V)(Ilm/ég )pi(X|Vy, v)dx) dVydvdt
T RV 4B

:/ / |detVy|p:(0,Vy,v)dVydvdt
T rN2y B
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Motivation
Motivation

Far die Berechnung der Eulercharakteristik von Exkursionsmengen
hilft es zu wissen, wann f geeignet regular ist.

s
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Umgebung

@ Im folgenden sei T ein beschr. Rechteck (im RV)
d.h.

N
T=[s,f]=]]lsit], —eo<si<ti<eo
i=1
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_Geeignete Regularitat ZLCIIY
Definition

e k-Facette
Eine k-Facette J ist definiert durch eine feste Teilmenge o (J) von
{1,...,N} mit |6(J)| = k und einer Menge &(J) = {g;,j ¢ o(J)} mit
le(J)| = N —k, wobei g € {0,1},
so dass

J={veT:v=(vy,....W)},
wobei
, {m—qm+qq,m%j¢dﬁ
j:

Sp< Vi<t , sonst

e

5 uulm
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Einleitung
Definition

@ k-dimensionaler Rand
Der k-dimensionaler Rand di T ist definiert als die Vereinigung der
k-Facetten Jin T.

= 0k T setzt sich aus 2V=* (%) Elementen zusammen.

onT = T°, wéhrend dy T nur aus den 2V Eckpunkten des
Rechtecks besteht.

o

G
uulm
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Einleitung
Definition

@ kritischer Punkt
Ein kritischer Punkt ist ein t € T, fUr das gilt Vf(t) = 0.

@ nicht-ausgearteter, kritischer Punkt
Ein kritischer Punkt f € T heif3t nicht-ausgeartet, falls
detV2£(t) # 0.

s
i

uulm
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Geeignete Regularitat
Definition

o Geeignete Regularitat
Sei T ein beschrénktes Rechteck in RN und f eine reellwertige
Funktion definiert auf einer offenen Umgebung von T.
f hei3t geeignet regular bzgl. T zum Niveau v, falls fir ein festes

u € R die folgenden Bedingungen fir jede Facette J von T, fir
welche N € 6(J), gelten:

@ 7 < C? auf einer offenen Umgebung von T.

Q f|J hat keine kritischen Punkte zum Niveau u.

Q AteJ:0=1(t)—u=detDy(t) =fi(t)Vj € o(J)\ {N},
wobei J € d T und falls D,(t) die symmetrische
(k—1) x (k—1) Matrix mit den Elementen f;,i,j € o(J)\ {N}
bezeichnet.

uulrr

Torben Freisinger,  Stefan Schindler Rice-Formel & Verallgemeinerungen 16. Dezember 2008 36/39



Geeignete Regularitat
Theorem 3

Sei T ein beschranktes Rechteck in RN und f ein reellwertiges
Zufallsfeld definiert auf einer offenen Umgebung von T c RN.
Dann ist f, mit Wkt. 1, geeignet regulér bzgl. T, falls die folgenden
Voraussetzungen fir jede Facette J von T erflllt sind:

@ f € C? auf einer offenen Umgebung von T.

@ Vi e J sind die Randdichten py(x) von V1 (t) gim. stetig in 0.

@ die bedingten Wktn. py(z|x) von detV2f,(t) unter Vf,(t) = x sind
glm. stetig far (z,x) in einer Umgebung von 0.

uuln
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ENDE

Vielen Dank fur lhre
Aufmerksamkeit !!!
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