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Motivation

Einfihrung in Punktprozesse

Punktmuster
a <

Figure 1.1 Three simulated point patterns: (left) random, (centre) regular, (right)
clustered.

Kapitel 1 [lllian,Penttinen,Stoyan,Stoyan (2008)]

@ Ziel: Analyse und Modellierung geometrischer Strukturen
von Mustern, die durch zuféllig verteilte Objekte im Raum
entstehen.
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Einfihrung in Punktprozesse MBI

Anwendung

Beispiele fur Anwendungen in verschiedenen Fachgebieten
@ Biologie: Verteilung von Bdumen
@ Medizin: Zellkulturen
@ Astronomie: Verteilung von Sternen
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Einflhrung in Punktprozesse Definition Punktprozesse

Vorbemerkungen

@ Raum:

e Definition allgemein in abstrakten Rdumen mdglich.
e Wir betrachten hier den RY.

@ Prozess normalerweise zeitliche Entwicklung, hier meist
zeitunabhéngig.
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Einfihrung in Punktprozesse Definition Punktprozesse

Zufalliges Zahlmalf3

@ Vorbemerkung:

o Qd = {BG RY:B= (a1,b1] X .o X (ad,bd],a,-,b,- eR,a <
b,Vvi=1,..,d}

e Sei Z die Familie aller lokal endlichen Z&himalRe
¢ B(RY) — Ny Uoo, d.h. p(B) < o0, VB € Q% und
o(U=y Bi) = Y24 »(By) fur paarweise disjunkte
B; € B(RY).

e Sei N die kleinste o-Algebra von Teilmengen von Z, so
dass ¢ — ¢(B),V beschrénkte B € B(RY) eine (91, B(R))
messbare Abbildung ist.
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Einfihrung in Punktprozesse Definition Punktprozesse

Zufalliges Zahlmalf3

Definition
Ein zufélliges ZdhimaB3 1 : Q — Z ist eine Zufallsvariable (ber
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit Werten in (Z,N).

Frommknecht Punktprozesse



Einfihrung in Punktprozesse

Definition Punktprozesse

Definitionen eines Punktprozesses

Bezeichnung: N bzw. N’

1. Definition

N = {xq, X2, ..., X} ist eine beliebige Menge von
Zufallsvektoren (iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P),
wobei x; € RY, #{x;, x; € B} < 0o VB € By(RY) und n € Ny U oo
zuféllig .

Alternativ:

2. Definition
N(B) := > enlB(Xx) VB € ‘B(Rd)
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Einflhrung in Punktprozesse Definition Punktprozesse

Bemerkungen

@ N ist ein lokal endliches zufélliges Zahimal3.
@ N(B) gibt die zuféllige Anzahl der Punkte in B an.

@ Unter einer Punktprozess-Summe versteht man
St =Y yen f(x), wobei f eine reellwertige messbare
Funktion ist.
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Einflhrung in Punktprozesse Definition Punktprozesse

Beispiel: Dichte von Pflanzensamen

@ Annahmen:

e Jeder Punkt x; € N’ entspricht einer Pflanze.

Jede Pflanze produziert unabhangig Samen.

Die Samen sind zuféllig um die Pflanze verteilt.

m ist der Mittelwert der Planzensamen pro Pflanze.

d ist eine monoton fallende Funktion, z.B. d(r) = exp(—r).
Die Samendichte an einem Punkt y von einer Pflanze x;
l&sst sich durch f,(x;) = md(||y — x;||) beschreiben.

@ Frage: Wie hoch ist die Samendichte an einem Punkt y?
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Einflhrung in Punktprozesse Definition Punktprozesse

Beispiel: Dichte von Pflanzensamen

@ Annahmen:

e Jeder Punkt x; € N’ entspricht einer Pflanze.

Jede Pflanze produziert unabhangig Samen.

Die Samen sind zuféllig um die Pflanze verteilt.

m ist der Mittelwert der Planzensamen pro Pflanze.

d ist eine monoton fallende Funktion, z.B. d(r) = exp(—r).
Die Samendichte an einem Punkt y von einer Pflanze x;
l&sst sich durch f,(x;) = md(||y — x;||) beschreiben.

@ Frage: Wie hoch ist die Samendichte an einem Punkt y?
@ Antwort: S¢(y) = > _yen fr(Xi)
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Einfihrung in Punktprozesse

Eigenschaften

Verteilungen

@ Ein Punkiprozess ist eindeutig bestimmt durch die Familie
der endlich-dimensionalen Wahrscheinlichkeiten:

{P(N(By) = ny,...,N(Bx) = n), nj,k € Ng VB; € Q°}

@ Bemerkung: Da unendlich viele Mengen B; existieren,
existieren auch unendlich viele Verteilungen.
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Einfihrung in Punktprozesse

Eigenschaften

Verteilungen

@ Punktprozessverteilung (allgemeiner)
P(N' € A)

wobei A C Bo(R?) und N’ einfach ( x; # x; Vi # j).
@ Falls z.B. A die Menge aller Punktmuster ist die keinen
Punkt in B haben, gilt P(N" € A) = P(N(B) = 0).
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Einfihrung in Punktprozesse

Eigenschaften

Erwartungswert

Definition
E(N(B)) := Erwartete Anzahl der Punkte von N’ in B

@ Bezeichnung: A(B) := E(N(B))
@ Bemerkung: A heif3t Intensitadtsmalf3.

@ Falls A absolutstetig bzgl. des Lebesgue-Mafes ist,
existiert eine Funktion A(x) mit folgender Eigentschaft:
N(B) = [gA(x)dx

@ Bezeichnung: A heif3t Intensitatsfunktion.
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Einfihrung in Punktprozesse

Eigenschaften

Stationaritat

@ Ein Punktprozess N’ heif3t stationér, falls N’ 4 N., Vx € RY
gilt, wobei N' = {xq, x2, ...} und N, = {xy + x, X2 + X, ...}
Aquivalent:
@ Ein Punkiprozess N heif3t stationar, falls
d
(N(B1)a ey N(Bn)) = (N(BT+X)7 Sx) N(BH+X))! Vx € Rd’
nc Nund By, ..., B, € B(RY) gilt, wobei
Biyx ={y+x,y € Bj}.
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Einfihrung in Punktprozesse

Eigenschaften

Isotropie

@ Ein Punktprozess N’ heif3t isotrop, falls N’ g RN', VR gilt,
wobei N’ = {xq, xo, ...}, RN' = {Rxy, Rxo, ...} und R eine
Drehung um den Ursprung ist.

Aquivalent:

@ Ein Punktprozess N heif3t isotrop, falls
(N(By), ..., N(Bp)) d (N(RBy),...,N(RBy)), VR, n € N und
B, ..., B, € B(RY) gilt, wobei RB; = {Ry, y € B;}.
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Einfihrung in Punktprozesse

Eigenschaften

Folgerung aus Stationaritat

@ Falls N stationér, gilt A(B) = Av(B), wobei X eine
Konstante und v(B) das Volumen von B ist.

@ Beweis
N(B) £ N(Bx) = E(N(B)) = E(N(By))

= AN(B) =A\(Bx)Vx,B = Aistein vielfaches des
MaBtheorie

LebesguemaBes = A(B) = A\v(B)
@ Bemerkung:

e )\ wird als Intensitat oder Punktintensitat bezeichnet.
e )\ kann als erwartete Anzahl der Punkte pro Volumeneinheit
betrachtet werden.
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Einfihrung in Punktprozesse

Markierte Punktprozesse

Markierte Punktprozesse

@ Vorbemerkung:
e Ein Punkt x; € R? hei3t markiert, wenn ihm ein Wert
m(x;) € R’ zugewiesen ist.
e Die Menge der m(x;) ist eine Menge von Zufallsvektoren
Uber (Q, A, P).
e Ein markierter Punktprozess wird mit M bzw. M’
bezeichnet.
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Einfihrung in Punktprozesse

Markierte Punktprozesse

Definition Markierter Punktprozesse

1. Definition

M’ = {[x1; m(x1)], ..., [Xn; M(xn)]} ist eine Menge von Tupeln von
Zufallsvektoren, wobei n € Ng U oo zuféllig.

2. Definition

Lokal endliches zufélliges Zahlmap3

M(B x C) == 3", splaxc(x) , wobei B € B(R) und
C € B(R) ist.
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Einfihrung in Punktprozesse

Markierte Punktprozesse

Bemerkung & Beispiel: Dichte von Pflanzensamen

@ Bemerkung:
e Falls C =R/ gilt folgt M(B x C) = M(B x R') = N(B).
e Summe von markierten Punktprozessen:
St = Y mpiem (X, m(x)), wobei f eine reellwertige
Funktion ist.
@ Beispiel Dichte von Pflanzensamen:
e Annahmen: Analog zu Beispiel auf Folie 10.
e Zusatzliche Annahme: m(x;) ist die Anzahl der
Planzensamen der Pflanze x;.
e Frage: Wie hoch ist die Samendichte an einem Punkt y?
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Einfihrung in Punktprozesse

Markierte Punktprozesse

Bemerkung & Beispiel: Dichte von Pflanzensamen

@ Bemerkung:
e Falls C =R/ gilt folgt M(B x C) = M(B x R') = N(B).
e Summe von markierten Punktprozessen:
St = Y mpiem (X, m(x)), wobei f eine reellwertige
Funktion ist.
@ Beispiel Dichte von Pflanzensamen:
e Annahmen: Analog zu Beispiel auf Folie 10.
e Zusatzliche Annahme: m(x;) ist die Anzahl der
Planzensamen der Pflanze x;.
e Frage: Wie hoch ist die Samendichte an einem Punkt y?
e Antwort:

Si(Y) = Spmuaem f09) = Sy mo)d(lly - xil)
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Beispiele fur Punktprozesse

e Beispiele flr Punktprozesse
@ Homogener Poisson-Punktprozess
@ Inhomogener Poisson-Punktprozess
@ Shot-Noise Felder
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Beispiele fur Punktprozesse

Definition homogener Poisson-Prozess

Definition
Ein Punktprozess N mit der Verteilung
n B n
P(N(B) = n) = M exp(—\v(B)), ne Ny, B € By(RY)

heil3t homogener Poisson-Punktprozess mit Intensitét \, falls
N(By), N(B>), ... unabhéngig fir paarweise disjunkte
By, B>, ... € %o(Rd)
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Homogener Poisson-Punktprozess
Beispiele fur Punktprozesse

Realisierung

Realisierung eines homogenen Poissonprozesses
Kapitel 3 [Mdller,Waagepeterson (2003)]
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Homogener Poisson-Punktprozess
Beispiele fur Punktprozesse

Bemerkung

@ Bemerkung
e In diesem Fall gilt:

A(B) = \v(B)
und
P(N(B;) = ny, ..., N(By) = ng)
A (B)™ . (v(B))™ (B
o nl...ng! exp(—;)\y(B,))

ni € Ng,Bj € sB()(Rd) diSjUﬂkt

e Stationaritat und Isotropie sind offensichtlich.
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oisson-Punktprozess
Beispiele fiir Punktprozesse isson-Punktprozess
elaer

Definition inhomogoner Poisson-Prozess

Definition
Ein Punktprozess N mit der Verteilung
n
P(N(B) = n) = A(j) exp(—A(B)), n e Ny, B € By(RY)
und

A(B) = /B A(x)dx

hei3t inhomogener Poisson-Punkiprozess mit Intensitéts-
funktion \(x), falls N(By), N(B>), ... unabhangig fir paarweise
disjunkte By, By, ... € Bo(RY)
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Beispiele fiir Punktprozesse Inhomogener Poisson-Punktprozess

Bemerkung

@ Bemerkung
e Im Gegensatz zum homogenen Poissonprozess ist hier die
Intensitatsfunktion A(x) nicht konstant.
e Esgilt:
P(N(B;) = ny, ..., N(Bk) = ng)
k

exp(— Y A(B)))

i=1

_AB)™ . A(B)™
- nql...ng!

n; € No, Bj € Bo(RY) disjunkt
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Beispiele fiir Punktprozesse Inhomogener Poisson-Punktprozess

Vergleich Poissonprozesse

Realisierung eines homogenen(links) und eines inhomogenen
(rechts) Poissonprozesses

Kapitel 3 [Mdller,Waagepeterson (2003)]
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Beispiele fur Punktprozesse
Shot-Noise Felder

Shot-Noise Felder

@ Voraussetzungen:
o M = {[x1,m(x1)], ..., [Xn, Mn]} sei ein markierter
Punktprozess .
o s(y — xi,m(x;)) := m(x)f(|ly — xl|), y € RY
® S(¥) =2 1:mpxem S — Xi, m(xi))
e E(|S(y)]) < o0, Vy € RY
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Beispiele fur Punktprozesse
Shot-Noise Felder

Definition

Falls vorherige Voraussetzungen erflllt sind heif3t

Sy)y= >, sy—x.mx))

[xi;m(x)]eM’

Shot-Noise Feld.
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Beispiele fur Punktprozesse
Shot-Noise Felder

Bemerkung

@ Bemerkung:

e s wird als Impulsfunktion oder DAmpfungsfunktion
bezeichnet.

@ Die Dichte von Pflanzensamen kann als Shot-Noise Feld
aufgefasst werden:

Si=S(y)= Y. sy—x,mx))

[X,‘;m(X,')]EM,

= Y m)f(ly-xlh= > mx)d(lly - x|
m(x;)]eM’

[X,'; [X;;m(X,')]EM/
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Anwendung

e Anwendung
@ Papier Modellierung
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Papier Modellierung
Anwendung

Modell

@ Vorbemerkung:

e Papier besteht aus Fasern.
e Anh&ufung von Fasern werden als Flocken bezeichnet.

@ Y(x) = Yi(x) + Yao(x) : x € R? reellwertiger stochastischer
Prozess, der Deckféhigkeit (Lichtdurchlassigkeit) des
Papiers simulieren soll.

@ Yi, Y, unabhangig.
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Papier Modellierung

Anwendung

Weil3es Rauschen

@ Y;(x) WeiBes Rauschen (unabhangige N(a, 72) verteilte
Zufallsvariablen).
@ « durchschnittliche Deckkraft ohne Flockenbildung.

Wei3es Rauschen

[Sebastian Lochbrunner]
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Papier Modellierung
Anwendung

Shot-Noise

® Y>(x) = B3 f(x — Xj) Shot-Noise Feld.
@ X; Punkte eines homogenen Poissonprozesses.
@ f(x) beschreibt Oberflachenprofil einer Flocke.

@ [f(0) durchschnittliche Deckkraft am Zentrum einer Flocke
(konstante Markierungsfunktion m(x;)).
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Papier Modellierung
Anwendung

Shot-Noise Bild

Shot-Noise

[Sebastian Lochbrunner]

uulm
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Papier Modellierung

Anwendung

Vergleich zwischen Papier und Realisierung

Realisierung (links), Papier (rechts)

[Sebastian Lochbrunner]

uulm
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Papier Modellierung
Anwendung

Mogliche Wahl von f

2\—1 " <
o f(x)= T Murlixli=e g
0 fiir [[x|| > o

o f(x)=texp(—s||x||), t,s>0
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Papier Modellierung
Anwendung

Mogliche Wahl von f

@ Matérn-Funktion:

v2' ™" X1 [Ix]]
f(x) = K ,0>0
) = are (a/Zﬁ N\ojavw ) °
@ Bemerkung:
e K, ist eine modifizierte Bessel-Funktion zweiter Ordnung.
e v und o sind Skalierungsparameter.

e v bestimmt wie oft f differenzierbar ist und damit die
Rauhigkeit des Papiers.
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Papier Modellierung
Anwendung

Einfluss von v auf Matérn-Funktion

ny=1, sigma=1 ny=25, sigma=1 ny=50, sigma=1
0,14
2,581
8E-9:
0,12
281
0,1
6B-9
0,08 1,581
0,0¢ 4B-9:
1B-15:
0,04
2B-9
sElT
0,02
OE:
1 2 ! 4 5 5L 2 3 4 5 L5 2 3 4 5

v verschiebt Funktion und verkleinert Amplitude
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Papier Modellierung
Anwendung

Einfluss von o auf Matérn-Funktion

ny=1, sigma=1 ny=1, sigma=6 ny=1, sigma=12
0,14 0,004 0,001
0,12
0, 0008
0,003
0,1
0,08 0,0006
0,002
0,06
0,0004
0.0 0,001
0,02 0,0002 \\
T T T T T T T T T T \\\

o staucht Funktion
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